In [17]:

%smatplotlib inline

from  future  import division
import numpy as np

import scipy

from IPython.display import Image,display,Math,Latex
from sympy import *

from sympy.interactive import printing

printing.init printing(use latex=True)

Image(url="'http://python.org/images/python-logo.gif")
<IPython.core.display.Image object>

Homogenita a izotropie

Prostor je

e homogenni, pokud jsou jeho vlastnosti ve vSech bodech stejné
e izotropni, pokud jsou jeho vlastnosti ve vSech smérech stejné
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Kosmologicky princip

e Vesmir je vSude homogenni a izotropni



Newtonuv Slupkovy teorém

1. Sféricky symetrické téleso gravitacné ovliviiuje vnéjsi objekt tak jako by veskera
hmota byla koncentrovana v jednom bodé.

2. Pokud se jedna o sféricky symetrickou slupku, pak na téleso nachazejici se
uvnitf slupky nepusobi Zadna gravitacni sila, nezavisle na tom ve kterém misté
uvnitf se nachazi.

Téleso mimo slupku

Na obrazku je znazornéna jedna slupka o hmotnosti M . Pro urceni velikosti gravitaéniho
pole v bodé r od centra slupky nejprve slupku rozdélime na sadu kruhovych prstencd,
kazdy v rizné vzdalenosti s od testovaci ¢astice m. Hustota hmotnosti tenké slupky je



Z toho lehce

uréena podilem celkové hmotnosti slupky a plochou slupky o = 4”}22 .
/3

ur¢ime celkovou hmotnost kruhového prstence

1
Mg = 02aRsin6R A0 = —M sin 0 df

Je nutné si uvédomit, Zze diky symmetrii problému ma vysledné gravitacni pole pouze
radialni slozku, jejiz velikost snadno ur&ime

_ GMcos¢ sinfdd  GM cos ¢ d(cos 0)

252 252

S pouzitim kosinové véty mizeme vyjadfit vztahy mez uhly a vzdalenostmi

dE

R2=sz+r2—2rscos¢ s> = R*> +r® — 2Rr cos 0
a tedy mazeme vyjadfit uhly
s> +r2 —R? R?+r% - ¢

cos ¢ = cosf =
2rs 2Rr

a diferencial
S
—d(cos ) = —ds
Rr

Nyni nam jiz nic nebrani dosadit pfedchozi vyrazy do vztahu pro intenzitu gravitaéniho
pole v bodé m od jednoho prstence

_ GM(s* +r* - R?)

dE
4Rr?s?

ds

Celkova intenzita gravitacniho pole, kterou pusobi slupka na testovaci ¢astici je dana
souctem pfispévku od vSech prstencl, tedy integralem

dE

= ds
=r—R 4Rr? s=r—R 52

s=r+R GM s=r+R S2 + r2 — R?
E =
s

Pro vypocet mizeme s vyhodou a pro tu legraci pouzit balicek SymPy

In [18]: s, R, r, G, M = symbols('s Rr G M")
init printing(use latex=True)
expr = G*M/ (4*R*r**2)*Integral ( (s**2+r**2-R¥*2)/s**2 (s, r-R, r+R))
display(Math(latex(expr)))

GM R+r1 ) 5 )
el 5—2(—R +7r°+57) ds




In [19]:

E = G*M/ (4*¥R*r**2)*Integral ( (s**2+r**2-R¥*2)/s**2 (s, r-R, r+R))
init printing(use latex=True)
display(Math(latex(simplify(E.doit()))))

GM

r2
Z vysledku je tedy jasné, Ze gravitacni silové pasobeni sféricky symetrické slupky na

Castici, nachazejici se vné slupky ve vzdalenosti r od stfedu slupky je ekvivalentni
gravitaénimu pusobeni hmotné ¢astice o hmotnosti slupky M umisténé ve stfedu slupky.

Uvnitf slupky.

Nic neni zadarmo, ani védomosti. Tuto ¢ast dukazu necht si udéla kazdy sam obdobnym
zplsobem

Semiklasicky model vesmiru

V nasledujici pasazi si odvodime Friedmannovu rovnici, ktera popisuje rozpinani vesmiru.
principu, ktery mimo jiné Fika, Ze ve vesmiru neexistuje privilegovany bod. Pfedstavme si
tedy v nasem izotropnim a homogennim vesmiru (kosmologicky princip) libovolnou
izotropné rozpinajici se kouli o poloméru r, ktera ohraniCuje hmotu o hustoté p. Na
hranici této koule mé&jme testovaci ¢astici m, na kterou pisobi gravitacni sila hmoty,
kterou tato hypoteticka koule obepina.

Plati zakon zachovani energie
u=T-V

pcfiCem si vyjadfime jak kinetickou energii



|

T = —mr
2
tak potencialni energii
mM 4 ’
V=-G— = —=aGpr-m,
r 3
kde jsem vyuZili vztahu mezi hmotnosti a hustotou koule
4 3
M = —nrp.
3
Pro celkovou energii koule dostavame vysledné
1 .2 4 2
U=—mr"— —aGpr-m.
2 3

Je dulezité si uvédomit, Ze rovnice nam popisuje vyvoj vzdalenosti mezi dvéma body
naseho vesmiru. Navic z kosmologického principu pak plyne, Ze tato rovnice plati mez
libovolnymi dvéma body. Mizeme tak pouzit specialni typ soufadnic - comoving
coordinates - pfi kterém je soufadny systém spjat se samotnou expanzi vesmiru
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Skute€na vzdalenost mezi dvéma body (napf. galaxiemi) a vzdalenost v soufadném

Time

- —
systému comoving coordinates spjata vztanem r = a(t)rg, kde a(?) je $kalovaci
faktor. Je dulezité si uvédomit rozdil mezi dvéma rlznymi souradnicemi

e Puvodni soufadny systém ktery neexpanduje - poloha dvou galaxii vyjadfena
pomoci téchto fyzikalnich soufadnic se zvétSuje

e Expandujici soufadny systém - fixni soufadny systém, pfi kterém poloha dvou
galaxii zGstava stejna

S pouzitim nové vztazné soustavy pro nasi rozpinajici se kouli miizeme zakon zachovani
rozepsat

1 . 4
U= Em a)zrg - gﬂazrgpm,



nasledné podélenim rovnic vyrazem ma’ rg a vynasobenim 2

dostavame
U _ (&) _8 .
mria? B (;> — 3P
Faktor na pravé strané % je konstantni a nezavisi na Case.
0

Oznaéme jej jako ke? = z—li , kde c? je kvadrat rychlosti
mr,

0
svétla. Po této substituci, jejiz divod bude jasnéjsi pozdéji a

pfehozeni ¢lenll dostavame jiz tvar shodny se slavnou I.
Friedmannovou rovnici

a\’ 8 o, ke
a) “37"T R

Rovnice pro tekutinu

Friedmanova rovnice nam udava, jak se vyviji Skalovaci faktor v zavislosti na Case a
hmoté ve vesmiru. Nicméné k jejimu FeSeni jesté potfebujeme znat, jak se méni s Casem
hustota ve vesmiru. Tak se dostavame k rovnici pro tekutinu (hmotu ve vesmiru mazeme
povaZzovat za tekutinu viz. kosmologicky princip). Odvozeni je jednoduché a vyjdeme ze I
Termodynamického zakona

dU + pdV = TdS

Vyjdeme opét z pfedstavy jiz vySe zminéné koule ( pro jednoduchost s jednotkovym
polomérem 1y = 1 ) ohranidujici tekutinu. Energie v tomto objemu vyjadfeném s pomoci
Skalovaciho faktoru a

je dana
4
U= Vpc2 = gﬂcﬁ pc2

Zména energie a objemu za jednotku ¢asu je dana ¢asovou derivaci

dU . . dv .
— = 47m2ap02 + —nd’ czp, — =4nd’a
dt 3 dt
Pfedpokladejme, Ze expanze vesmiru je vratny adiabaticky d&j, tedy platidS = 0. Prvni
termodynamicky zakon mizeme pFepsat s pouzitim vy$e uvedenych vzorcl



47[612de2 + 57[413 c2p + p47m2d =0
coz po upravach vede k rovnici pro tekutinu

., a p

p+3g(p+3)=0
PovSimnéme si ¢lenl v zavorce, prvni nam vyjadfuje zménu hustoty v disledku zvétseni
objemu, zatimco druhy pfispévek popisuje Ubytek energie v disledku vykonané prace. Je
treba si v§ak uvédomit podstatnou véc, v disledku kosmologického principu neexistuje
ve vesmiru gradient tlaku, tedy nelze uvazovat tlakové sily. Nemuzeme tedy tvrdit, Zze
vesmir se rozpina v dusledku tlakovych sil. Abychom si Iépe pfedstavili co se déje uvnitf
nami zkoumané oblasti, musime si uvédomit, Zze zafeni a ¢astice vyvijeji tlak na hranicich
zkoumaneé oblasti. To ma za nasledek ubytek energie ¢astic i zafeni - byla vykonana
prace. Nami zkoumana oblast je mala reprezentativni ¢ast vesmiru, uplné stejny argument
plati o v8ech oblastech v celém vesmiru. Castice i zafeni ze sousednich oblasti plisobi
tlakem na hranice své oblasti a to navzajem, neziskavaji vSak energii od téch druhych, v
obou pfipadech expanduji a energii ztraceji.

Mame tedy jiz dvé rovnice, ale nezname veliginy jsou tfi a(t), p(t), p. Chybi nam tedy

specifikace posledniho vztahu.

Stavova rovnice
p=pPp)
Konkrétni vztah zalezZi vzdy na typu hmoty, ktery je ve vesmiru obsazen, jak si ukazeme
pozdéji.
Rovnice pro zrychleni

MlZe byt uZitecné kromé zavislosti a(t), a(t) i druhou derivaci a(?), tedy zrychleni
Skalovaciho faktoru. Toho Ize dosahnout kombinaci Friedmanovy rovnice a rovnice pro
tekutinu. Dostaneme rovnici, ktera nebude sice nezavisla, ale bude nam vyjadfovat
zrychleni a(t). Nejprve zderivujeme podle ¢asu Friedmanovu rovnici

5 (4 ai — a* 8 G,+2k2a
- — | = =7 c"—,
a a? 37 a3
a za Gasovou derivaci hustoty p dosadime vyraz z rovnice pro tekutinu
a\ [ ai—d 8 a p 5 a
2(=)(——) = =G —3—<p+—) + 2ke* —
a a? 3 a 2 a’

podé&lenim vyrazem 2 (%) dostaneme

ai — a*  —dnG p kc?
)=l )



opétovnym pouZzitim Friedmannovy rovnice dostaneme dostaneme vyslednou rovnici

pro zrychleni
i 4 3p
—=——=aG|p+ —
a 3 <p 2 >

Podivejme se nyni na rovnici trochu podrobnéji. Pokud bude mit hmota kladny nenulovy
tlak, dojde ke zpomaleni expanze vesmiru. MGzZeme si to pfedstavit tak, Ze tlak je urcita
forma energie, tedy hmoty,coz ma za nasledek zvySeni gravitacni sily pasobici proti
expanz. Z tohoto didvodu muzete nékdy Friedmannovy rovnice vidét také pfepsané s
pomoci hustoty energie € = pc2 namisto hustoty p. A posledni véc na kterou je tfeba
upozornit, je éasté pouZiti specialnich jednotek v kosmologii, kdy rychlost svétla c = 1.V
takovem pripadé hustota energie € a p spolu splyvaji.



