. MERICI TECHNIKA
Nejistoty v méreni lll:
nejistoty neprimych méreni

V ¢ldncich [1] a [2] byl poddn prehled sou-
casnych ndzorit na problematiku nejistot
v méfeni obecné a predstaven zpiisob vypo-
Ctu nejistot pri méné ndrocnych primych me-
fenich. Tento treti prispévek z volného cyklu
Cldnkii je vénovdn nepiimym mérenim a na-
méreni, ve kterych se vyskytuji korelacni vli-
vy mezi jednotlivymi mévenimi, popt. mére-
nymi velicinami. Je ukdzdno, jak vzdjemné
korelacnit vazby vstupnich velicin postup vy-
hodnocovdni nejistot podstatné komplikuji.
Jako dodatek jsou uvedeny ctyri priklady mo-
delovych situaci — téch, které obsahuji kore-
lacni vlivy, i téch, kde Ize tyto vlivy zanedbat.

1. Uvod

V predchozich ¢lancich [1] a [2] bylo uve-
deno, co to jsou nejistoty méfeni a jak se urcu-
ji pti pfimych mé&fenich. Sou€asné bylo nazna-
¢eno, jak se nejistoty prenaseji na veliciny,
které nejsou méfeny piimo, ale jsou v jed-
noduchém funkénim vztahu s pfimo méfeny-
mi veli¢inami, mezi nimiZ v§ak neexistuji vz4-
jemné korelace. Ndsledujici text je vénovan
sloZit&j$im piipadiim charakteristickym pteno-
sem nejen nejistot, ale i kovarianci, do vysled-
ku méfeni nepiimo méfené veli¢iny. Jako
vstupni veliciny jsou dale v textu oznacovany
pfimo méfené veliciny i veliCiny, jejichZ néja-
ké hodnoty (odhady), stejné jako jejich nejis-
toty a kovariance, jsou zndmé (miZe pfitom
jit nejen o métené veliciny, ale také o veliCiny
ovliviiujici vysledek, tj. korekce, fyzikaln{
konstanty atd.). Veli¢iny, jejichZ hodnotu chce-
me méfenim zjistit, jsou analogicky oznaco-
vany jako veliciny vystupni.

2. Postupy urcovdni standardnich
nejistot pfi nepfimych méfenich

Stejné jako ve [2] je veliina Y, kterd je
prfedmétem zdjmu (vystupni veli¢ina), zna-
mou funkef f veli¢in X, X,, ..., X . Veli¢iny
X, X, .., X, (vstupni veli¢iny) jsou takové,
které 1ze pfimo zméfit nebo jejichZ odhady,
nejistoty a kovariance zndme z jinych zdro-
ju. Tedy

Y =f(X,,X;,....X,,) (h

Odhad y vystupni veliiny Y se urc¢i ze
vztahu

y=f(x,%0, 00, %,,) 2
kde x, x,, ..., x jsou odhady vstupnich veli-
¢nX, X, ...X .

m
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Nejistota odhadu y veli¢iny Y pro piipad,
Ze odhady x , x,, ..., X, jsou nekorelované (viz
dale), se urci, zcela shodné jako v pripadech
uvedenych v [1] a [2], podle vztahu

u*(y)= Z Al (x;) ®
pri¢emz pro koeficienty citlivosti (pfevodo-
vé koeficienty) A, plati

o(x,.x,...x,)
J—JC i Lokt /4 4
A o @)
X, =x,0...X,, =X,
V piipad¢, Ze odhady x, x,, ..., x  jsou

korelované (viz ddle v kap. 3), je tfeba uva-
Zovat také kovariance mezi jednotlivymi od-
hady, které tvori dalsi slozky vysledné nejis-
toty. Pro korelované vstupni veli¢iny se po-
tom nejistota vystupni veli¢iny ur¢i ze vztahu

2= 2A3u2(xi)+

&)

m  m—1

+ZZ z Al-Aju(x,-, xj)
=2 <

kde u(x, x) je kovariance mezi navzijem ko-
relovanymi odhady x, a X, coZ mohou byt jak
dvé vzajemné zdvislé rizné veliiny, tak i dvé
hodnoty téZe veli¢iny, mezi nimiZ existuje jis-
t4 korela¢ni vazba, jak bude stru¢né ptibliZe-
no v kap. 3.

Nékdy je vyhodné urcit nejistoty odhadu
y vystupni veli¢iny Y zvlast metodou A
a zvlast metodou B. Potom se celkova (kom-
binovand) standardni nejistota ur¢i podle
vztahu

uc (v)=\ur )+ 3 () (©)

Regeni jednodussi situace nepiimého mé-
feni bez kovarianci ukazuje ptiklad 1 v do-
datku na konci tohoto ¢lanku.

3. Kovariance pfi uréovdni vyslednych
nejistot

3.1 Kovariance a nejistoty

Ve [2] byly uvedeny moZné nejistoty zpu-
sobené vlivem riznych zdroji. Zde nyni bu-
dou podle slibu oziejmeny vzdjemné vazby
mezi jednotlivymi zdroji, které maji za na-
sledek existenci kovarianci pfi ptisobeni jed-
notlivych zdrojl nejistot.
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Kovariance mezi odhady vlivil jednotli-
vych zdroji urcuji, jak jsou tyto odhady vza-
jemné ovlivnény spole¢nymi zdroji nejistot.
Navzdjem zdvislé zdroje nejistot pfispivaji
k vysledné nejistoté vice nebo méné podle
toho, jak se prislu§né nejistoty slucuji.
V tvahu se tyto spole¢né zdroje berou pro-
to, aby bylo mozZné jejich vliv zohlednit ve
vysledné nejistoté. Kovariance mohou vy-
slednou nejistotu zvétsit i zmenSit. Zavisi to
predevsim na jejich charakteru (zda zdroje
pusobi souhlasné ¢i protichiidné na dva uva-
Zované odhady) a také na tvaru funkce, kte-
rou jsou vazdny na vystupni veli¢inu.

Kovariance mezi jednotlivymi vstupnimi
veliCinami X, a X, se ur¢i podobné jako ne-
jistoty bud metodou typu A, zaloZenou na
statistickém zpracovani naméfenych udaja,
nebo od ni odli$nou metodou typu B (viz [1],

[2]).

3.2 Stanoveni kovariance mezi odhady x, a X
metoda typu A

Metoda typu A se ke stanoveni kovarianci
mezi dvéma odhady x; a X, dvou vstupnich
veli¢in (zdroji nejistot) X, a X, pouZivé teh-
dy, je-li k dispozici n naméfenych hodnot
obou velidin x., X, ..., X, @X., X, ..., X, .

. il i2 o Tin j1 ) 2 > n
Jsou-li odhady x;a X, predstavovéany aritme-
tickymi priméry

Xig s X
T k

_ 1 1
X =— =—
n n

X (7

1

vypocitd se kovariance uréend metodou typu
A podle vztahu

N (xi’xj): ﬁ Z(ka —x;)(xy —X;)
(®)

3.3 Stanoveni kovariance mezi odhady x a X
metoda typu B

Kovariance uy(x, x) je kovariance vyhod-
nocend metodou B, odlisnou od metod vy-
chézejicich ze statistické analyzy naméfenych
udaju. Kovarianci lze ur¢it:

m Ctenim z certifikdtd pristroju, literatury
atd.,
®m vypoctem.

Vypocet se skldda z téchto péti rimcovych
kroku:

1. Vytipuji se zdroje zdvislosti (zdroje kore-
laci).
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2. Pro kazdy zdroj kazdé dvojice odhadu se
na zdkladé zkuSenosti odhadne korela¢ni
koeficient r(x, x), vyjadiujici miru zavis-
losti mezi odhady. Ten miZe obecné na-
byvat hodnoty od —1 do +1. Hodnoty bliz-
ké nule odpovidaji slabé zavislosti, hod-
noty blizké +1 odpovidaji zavislosti silné.
Pfislusnd hodnota kovariance se ur¢i ze
vztahu (viz napt. (1), [11])

uB(xi,xj)=r(x,-yxj)ug(xi)“B(xj) )

3. V piipad€, Ze dvé vstupni veliciny X, X,
s odhady x,, x, jsou funkcemi nezdvislyjch
veli¢in Z,, Z,, ... z, které lze vyjadrit
vztahy

X =¢2,.,2,,..,2,)
(10

X, =8Z,2,,...,Z,)

ur¢i se kovariance mezi odhady x,, x, ze

vztahu
m

Ug (xl »Xo ) =Z AliA2iM]§ (Zi)
=

kde A, A, jsou koeficienty citlivosti pro
funkce g,, g, podle vztahu (4). Vztah (11)
umoZzituje urcit kovarianci mezi odhady na
zékladé znalosti funkénich zdvislosti
vstupnich veli¢in X, a X, na nezévislych
veli¢indch Z,, Z,, ..., Z . To znamend, Ze
vhodnym sestavenim modelu méieni je
nékdy mozZné obejit jinak nevyhnutelné
odhadovani hodnoty korelaé¢niho koefici-
entu. JestliZe se veli¢iny X, a X, které vy-
stupuji v modelu (1), nahradi vztahy (10),
vzdjemné zdvislé veli¢iny X a X, uz dile
nebudou v modelu (1) vystupovat.

4.V ptipad¢, Ze dve vstupni velic¢iny X, X,
s odhady x,, x, jsou funkcemi zdvislych ve-
li¢inZ,Z, ... Z , coZ Ize vyjadrit vztahy
(10), urci se kovariance mezi odhady x,,
x, ze vztahu

m m

ug (xl’x2)= Z Z A Ay jug (Zirzj):
o 4=

m m

= ZAUA21'”123(Z1')+ Z ZAliAzj”B (zirzj)
1= 1= j=l,j#i

12)

kde u,(z, zj) je zndmad kovariance mezi od-
hady z, a z;

5. JestliZe nelze urcit korela¢ni koeficient
ani se vyhnout korelacim sestavenim
vhodného modelu, doporucuje se urcit
maximalni vliv korelace na vyslednou ne-
jistotu prostednictvim horni hranice od-
hadu standardni nejistoty méfené veli-
¢iny. Predpoklddejme, Ze v modelu (1)
jsou veli¢iny X a X korelované a Ze stu-
peii korelace nezndme. Ostatni veli¢iny
v modelu nejsou korelované, takZze potom
plati

an

AUTOMA

”é(Y) = [|A1“B(x1) |+|A2”B (xz) | ] 2+§Aizul§(xi):

= Afug () + A3 (s, ) +

m

+2 ‘A1A2‘ ”B(xl)”B (x2)+ Z Ai2”123 (xi) =

i=
m

= Z Ai2u]§ (xi)+ 2 |A1A2| Ug (xl)uB (xz)
(13)

To znamen4, Ze neni-li k dispozici dosta-
tek informaci pro pfesné ohodnoceni ko-
varianci, a tim i vysledné nejistoty, je moz-
né uvadét horni hranici nejistoty.

4. Piiklady zdroju korelaci v ndvaznosti
na zdroje nejistot

4.1 Nebezpeti povrchniho Gsudku

Problematika urcovédni kovarianci mezi
korelovanymi zdroji nejistot je ve své Gplnosti
velmi sloZitd a neni v moZnostech tohoto
stru¢ného ¢lanku ji ucelené a detailné probrat.
Casto se pii podrobné analyze lze s kore-
lacemi a kovariancemi setkat i tam, kde by-
chom to pfi béZném pohledu vibec necekali.
Zajemcim o bliZ8i sezndmeni se s proble-
matikou Ize opétovné doporudit literaturu
uvedenou u prvni ¢asti cyklu [1] v Casopise
Automa ¢. 7-8/2001 (zejména tam uvedené
zdroje [1], [2], [11], popt. dalsi).

V dal§im textu je poukdzdno na nékolik
typickych pfipadi zdroji korelaci v ndva-
znosti na uvedené zdroje nejistot. VZdy se
pfitom a priori pfedpoklddd méfeni za shod-
nych a stdlych podminek.

4.2 Opakované méfeni jednim méfidlem

Pii opakovaném pifimém méfen{ tim samym
méfidlem za stejnych podminek bude odha-
dem hodnoty méfené veli¢iny aritmeticky pru-
mér naméfenych hodnot a nejistotou stanove-
nou metodou typu A bude vybérovd sméro-
datnd odchylka aritmetického pruméru. Vlivy
chyby pouzitého méftidla a podminek méfeni
se zahrnou do nejistoty uré¢ené metodou typu
B. Kovariance mezi méfenimi je tvofena spo-
le¢nou chybou pouzitého méfidla pii jednotli-
vych méfenich a rovnd se Ctverci nejistoty
meéfidla (korela¢ni koeficient je roven 1). Ko-
varianci ur¢enou metodou typu A 1ze v tomto
pripadé zpravidla zanedbat.

7 o ,

4.3 Opakované méfeni riznymi méfidly

V pfipadé, Ze je pro kaZzdé méfeni pouZito
jiné méfidlo, napt. pochézejici od jiného vy-
robce, vyrobené jinou technologif apod., lze
opravnéné predpoklddat, Ze mezi chybami
méfidel nejsou Zadné souvislosti. Kovarian-
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ce mezi méfenimi zapticinéné chybou pouZi-
tych métidel se nebudou vyskytovat. Kova-
riance mohou byt zpisobeny jen (shodnymi)
podminkami méfeni, pokud tyto vysledky
méfeni vyraznégji ovliviiuji.

Neni-li zaru¢ena nezavislost mezi chyba-
mi pouzitych méfidel, napf. pouZitd méridla
jsou od jednoho vyrobce a uZivatel neni pre-
svédcen o tom, Ze jsou vyrobena tak, aby je-
jich chyby byly nezavislé, je nutné tuto za-
vislost uvazovat pfi dal$im vypoctu nejistot
pravé prostfednictvim kovarianci. Nelze-li
urcit, jakd ¢dst chyby pouZitych méfidel je
zavisla, uvazuje se korela¢ni koeficient mezi
nimi rovny jedné. Pochézeji-li pouZitd mé-
fidla od téhoZ vyrobce a maji i stejnou tfidu
pfesnosti, postupuje se tak, jako by bylo meé-
feno jedinym méfidlem.

4.4 Méfeni kalibrovanou sadou méfidel

Pfi méfeni pomoci sady méridel (sada
mérek, zdvazi apod.), z nichZ kazdé je schop-
no reprodukovat jednu hodnotu métfené ve-
li¢iny, jsou zndmy odhady jejich hodnot x,
(i=1,2, ..., p)inejistoty u(x,). Jednotlivé
odhady mohou byt mezi sebou nezavislé
nebo také navzdjem zdvislé podle pouZité-
ho zpusobu kalibrace méridel. Je tedy
(z kalibrace) tfeba zndt nejistoty u(x) = c,,

u(x,) = ¢,y .nns u(xp) = c, (¢, ¢y vvns ¢, jsou
zndmd Cisla) a kovariance u(x, x}.) = cl,j(c”.
jsou rovnéz zndmd ¢islaproi=1,2, ..., p -1,

Jj > 1), kdy ale ¢asto ;= 0.

Uvazujme napt. vazeni té€lesa o hmotnosti
900 g pomoci sady kalibrovanych zdvaZzi.
Hmotnost télesa se porovndvd s celkovou
hmotnosti sady zdvaZi ve sloZeni napt. m, +
+ my, + m, .. Toto porovndni se opakuje n-

krat. Potom lze psdt model méfeni ve tvaru

(14)

Zde x je odhad rozdilu mezi hmotnosti télesa
a hmotnosti souctu pouZitych zdvazi a K je
korekce vlivii podminek méfeni.

JestliZze se nepfedpokldda zavislost mezi
odhady hmotnosti zdvaZi a korekci K, mezi
odhady hmotnosti zdvaZi a odhadem x a mezi
odhadem x a korekei K, urci se nejistota od-
hadu hmotnosti télesa podle vztahu (5) takto:

u’ (m) =u? (msoo ) +u’ (mzoo ) +u? (mzoo* ) +

+”2(X)+”2(K)+2”(m5001m200)+

m = msgy +mygg Ty +x + K

1s)

+2u (mSOO’mZOO*)+ 2”(’"200 ’mzoo*)

Hodn.oty odhadi Mso0s Mg Mgy JSOU ZNE-
my z kalibra¢niho certifikatu a odhad x se urci
jako aritmeticky primér namétenych rozdi-
1d. Nejistoty ”("?500)’ u(m,,) a y(m200*) jsou
také znamy z kalibra¢niho certifikétu, ve kte-
rém by mély byt uvedeny i kovariance u(m,,
m200), u(msooj m200*)j u(m200, mzoo*)’ coz ?'le
v soucasnosti zpravidla nenf splnéno. Nejis-
tota u(x) se ur¢i z namérenych hodnot jako
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vybérova smérodatnd odchylka aritmetické-
ho pruméru. Nejistota u(K) se ur¢i metodou
typu B na zdkladé rozboru podminek méfeni.
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4.5 Méfeni pomoci méficiho pfistroje
s konstantni nejistotou

Pti méfeni méficim pfistrojem s neji-
stotou konstantni v celém méficim rozsahu
pristroje plati, Ze jsou-li zndmy namérené
hodnoty (odhady hodnot métenych veli¢in) x
a nejistoty u(x) = ¢ pro vSechny hodnoty x
z méficiho rozsahu pfistroje (kdy ¢ je zndmé
¢islo), musi byt zndmy také kovariance
u(x, x,) 0 [0, ¢*] pro v8echny dvojice x,, X,
z méficiho rozsahu pfistroje. V praxi se v§ak
zpravidla pouZiji pouze krajni hodnoty in-
tervalu kovarianci, tj. 0 a ¢?, kde ¢?se ziské
napf. aplikaci vztahu (9) nebo (10). Pfitom
se uvazuje nulovd kovariance mezi dvéma
hodnotami x, a X, kdyZ se tato odecitd od vy-
sledné nejistoty, a kovariance rovna c?, kdyz
je tato pripocitavana k vysledné nejistoté.
Cim se vlastn& postihnou nejméng piiznivé
piipady.

Naptiklad ovéfeny deformacni tlakomér
tfidy presnosti 1 s méficim rozsahem 0,1 MPa
a standardni nejistotou u(P) = 0,58 kPa m4
kovarianci mezi dvéma naméfenymi hodno-
tami zpusobenou méficim pfistrojem. Hod-
nota této kovariance se miZe pohybovat od
0 kPa? do 0,34 kPa® KdyZ se pomoci tohoto
piistroje nepfimo urcuje napi. rozdil tlakd,
bude model méfeni

Dp=p —p, (16)
a pro nejistotu u(Ap) odhadu rozdilu tlaku Ap
plati
w?(Bp) =’ (p) +u’(py) =2u(pi,py)  (17)
ProtoZe se kovariance vlivem chyby méfici-
ho pfistroje (stanovené metodou typu B) mo-
hou pohybovat od 0 kPa? do 0,34 kPa?, je tie-
ba v daném piipadé zvolit nulovou hodnotu,
aby nejistota nebyla v Zidném piipadé neo-
pravnéné zmensena. Ve viech vztazich uve-
denych v této podkapitole (4.5) se pfitom
predpoklddd, Ze vyslednou nejistotu ovlivni
pouze kovariance vyhodnocované metodou
B, protoZe méfeni neni opakovéano tolikrat,
aby bylo moZné uvaZovat i kovariance urce-
né metodou A, tj. statistickym vyhodnocenim.
Pokud by byl vysledek stanoven na zdkladé
opakovanych méfeni a bylo by zfejmé, Ze do
vysledné nejistoty se promitnou i kovariance
u,(p), pak by se tyto do vysledku zahrnuly ob-
vyklym zptsobem jako dalsi ¢len ,,souétu’.

Stejny postup je moZzné uplatnit také pfi
vyhodnoceni poméru dvou tlakii métenych
uvazovanym tlakomérem. Model méfeni
v tomto piipadé je

k:ﬂ

P2 (18)

30

a nejistota podilu k

)= () P12 (p,)-

= +
p P>

1
_2_&”(1’1:172)

: (19)
Py P2

[P,

Kovariance zpiisobend chybou méficiho
pristroje (stanovovand metodou typu B) je
opét pokldddna za nulovou.

Naproti tomu pii vyhodnoceni souctu ane-
bo soucinu dvou tlakii namétenych uvaZzova-
nym tlakomérem je tfeba pouZit maximalni
moznou hodnotu kovariance. Pro model mé-
feni

P=pitp (20)
bude nejistota vysledku
u? (p)=u? (p )+ u? (p)+ 20 (pi. ) - 2D)

tj. bere se v tivahu nejvét§i moznd hodnota,
abychom opét v Zddném ptipadé nedoslo
k neoprdvnénému zmensSeni nejistoty.

Obdobné se postupuje pfi soucinu dvou
tlakti. Pro model

p=pith, (22)
bude nejistota vysledku

u*(p)=p3 u* (py)+ pi u* (py )+
+2p,pyu(pi. ) (23)

Jind situace by nastala, kdyby jednotli-
vé tlaky byly méfeny riznymi tlakoméry,
u nichZ je jisté, Ze jsou navzajem nezavislymi
méfidly (napf. vyuZivaji jiné principy, jsou od
jinych vyrobct atd.). Potom chyby méficich
pristroju jsou navzdjem nezavislé a jimi zpu-
sobend kovariance vyhodnocovanid metodou
typu B je nulovd. JestliZze nenf jisté, Ze oba
pouZité tlakoméry a jejich chyby jsou nezé-
vislé, je nutné i zde uvazovat s moznou kova-
rianci (napf. oba vyuZivaji stejny princip a jsou
od téhoZ vyrobce, takZe Ize predpoklddat, Ze
chyby v8ech tlakomérii dané tiidy jsou zavislé
v disledku totozné technologie vyroby, stej-
nych vyrobnich stroji apod.)

5. Zavér

Vypocet nejistot u tdloh neptimych méreni
je relativné sloZitou zdleZitosti, kterd je velmi
citlivd zejména na spravné ocenéni vzdjem-
nych korelaci mezi vstupnimi veli¢inami.
V analyze nejistot se toto projevi v podobé ¢le-
ni vyjadfujicich kovariance mezi jednotlivy-
mi sloZkami nejistot. Spradvné posouzent situ-
ace a zahrnuti ¢i zanedbéni kovarianci vyZa-
duji jiz jistou méfi¢skou zkuSenost. Treti ¢ast
cyklu o nejistotdch naznacila, na vcelku jed-
noduchych piikladech, principy a sloZitost této
analyzy.
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6. Dodatek — piiklady uréeni nejistoty
nepfimych méfeni

Priklad 1. Nepiimé méreni proudu pomo-

ci méreni ibytku napéti (bez kovarianci)
Ukolem je uréit proud protékajici obvo-

dem méfenim dbytku napéti na rezistoru

s nomindlnim odporem 1 Q digitdlnim

voltmetrem. Ddle je zndmo:

— teplota okoli pfi méfeni je v rozmezi
(22 +2)°C,

— obvodem protékd proud asi 50 mA,

— méfici rezistor ma pfi teploté 22 °C a prou-
du 50 mA odpor 0,999 8 Q a pfislusnd roz-
Sifend nejistota pro koeficient roz§ifeni
k. =2 je 0,000 2 Q (ddaje z certifikdtu re-
zistoru),

— voltmetr s vnitfnim odporem 10° Q m4 pfi
méficim rozsahu 100 mV a v rozpéti teplot
15 az 35 °C maximdlni dovolenou chybu
0,01 % namétené hodnoty plus 0,005 % mé-
ficiho rozsahu (idaje vyrobce potvrzené
v certifikatu voltmetru).

Pro urceni proudu se jako matematicky

model dlohy pouZije zndmy vztah Ohmova
zdkona

I =

o |

kde

I (mA) je nepfimo méfeny (hledany)proud,
U (mV) piimo méfeny tbytek napéti,

R (Q) odpor méficiho rezistoru.

Za stejnych podminek bylo naméfeno deset
hodnot Gbytku napéti U, (tab. I).

Odhad hodnoty méfené veli¢iny — tibytku
napéti — je reprezentovén aritmetickym pra-
mérem z deseti provedenych méfeni

10

o=L U;=50,44 mV
10 £

Odhad hodnoty nepifmo méteného prou-

du je (podle modelu)
'_ﬂ :ﬂ:50,45 mA
R 09998

Hlavnim cilem je ale ur¢it standardni ne-
jistotu, jejimiZ sloZkami jsou:
1. Standardni nejistota méteni tibytku napéti
stanovend metodou A, tj.

y | 10 _2_
(U)— mZ(Uf‘U) =

=1,0110072mV

uA(U)Zs

2. Standardni nejistota méfeni tibytku napéti
stanovend metodou B se stanovi z maxi-
malni dovolené chyby pouZitého voltmet-
ru, kterd je pfiblizné€ 0,01 mV (pii méfe-
ném napéti 50,45 mV je chyba méfidla
0,01 % z 50,45 mV plus 0,005 % z rozsa-
hu 100 mV). Za predpokladu rovnomér-
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Tab. 1. Namérené hodnoty iibytku napéti (k

prikladu 1)

u(l):

C. méfeni i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U, (mV) | 50,46 | 50,44 | 50,45 | 50,48 | 50,41 | 50,49 | 50,40 | 50,40 | 50,45 | 50,42 = \/Mf\(ll)"'ui(lz)*'QuA(lp L)) +180) + 2l 1)
Tab. 2. Bilancéni tabulka nejistot pri neprimém méfeni proudu (k prikladu 1) Stejny vysledek Ize v daném piipadé zis-
Veli¢ina X, Odhad x, Standardni Koeficient Prispévek kat, kdyZ se vypocitd celkova délka pro kaz-
nejistota u(x,) | citlivosti A, ke standardn{ dé opakované méfeni jako [, = [, + [, pfi-
nejistote u(1); ¢emz standardni nejistota stanovend metodou
nejistota u(l) (mA) Aje
Napéti U 50,44 mV 1,011-10> mV 1 mA/mV 1,011-102 mA N n
Chyba voltmetru AU|  0,00mV | 0,5810°mV | 1mA/mV | 058102 mA unl)= [~ z (-1f i =1 z L
— 1 1 R 1
Odpor rezistoru R | 0,9998Q | 00001Q |5046mA/Q | 055107 mA nn=1) & =
Proud / 50,45 mA 1,27-102 mA a standardni nejistota stanovend metodou B je

ného rozdélent je standardni nejistota typu
B (viz [2])

ug ()= 0,01/4/3 = 0,0058 mv

Proud prochdzejici voltmetrem je zane-
dban. Vliv koliséni teploty je zahrnut v z4-
kladni dovolené chybé voltmetru.

3. Standardni nejistota méficiho rezistoru
odpovidajici jeho zadané rozsitené nejis-
tot€ a zadanému k_ je u(R) = 0,000 2/2 =
=0,000 1 Q. Vliv teploty na zménu elek-
trického odporu je vzhledem k vlivu ostat-
nich uvaZovanych zdroju nejistot zanedba-
telny.

Standardni nejistota méteni proudu se urci
slou¢enim shora stanovenych sloZek uplatné-
nim zdkona §ifeni nejistot na pouZity model
méfeni. V tomto piipadé se neuvazuji Zadné
kovariance, protoZe je pfimo méfena jen je-
dind veli¢inu (dbytek napéti) a odhady dovo-
lené chyby voltmetru a hodnoty odporu mé-
ficiho rezistoru nejsou korelované. Vyslednd
standardni nejistota proudu protékajiciho mé-
ficim rezistorem je tudiz

uy =4 0)+ 405 () + A (k) =

=/12 ({1011 0102)2+12 [{0,58 102)2+

+50,46% [00,01007%)% =1,27007> mA

pri¢emz
v = 6_1 =—=1 mA/mV
ou
ol 50,44
f= LU 0% 5046 mA
O0R R 0,999 8

Pouzity postup stanoveni nejistoty pie-
hledné ukazuje tab. 2.

Priklad 2a. Neprimé méreni délky tyce
(obecné reSeni)

Ukolem je zmé&fit délku tye delsineZ 1 m
¢arkovym méfidlem nomindlni délky 1 m.
Dile je zndmo:

— méfidlo md podle certifikdtu dovolenou
chybu §, =&, + d,l pii teploté 20 °C,
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— materidl méfidla a materidl méfené tyce
maji stejny teplotni soucinitel délkové roz-
taznosti,

— méfidlo i ty¢e maji pii méteni stejnou tep-
lotu,

— metoda méfeni spo¢ivd ve dvou piimych
porovndnich Casti mérené tyce a méfidla,

— méfeni lze opakovat n-krdt za stejnych
podminek.

Matematicky model méfeni je [ =1, + L,
kde /, a [, jsou pfimym méfenim stanovené
délky casti tyce a [ je vysledek méfeni (ne-
primo stanovend délka celé tyce).

Pro obé pfimd méfeni se pouZiva stejné
méfidlo, a jsou proto korelovand. Standardni
nejistota vysledku u (1) se urc¢i ze vztahu

u (1) = \/“2(11)"' () +2uly, 1)

kde pro jednotlivé naméfené hodnoty jsou /|,
Lol aly), 1 L, plati

217 722°

“(ll) =v “/2\(11)+“é(ll) ’ ”(Lz) =y ”/2\(12)+“é(5)
W)= S ) it

aobdobné pro u,(,), kdyZse !, 1 .a I, nahra-
dil, lzl. a [,,addle

”B(ll) = 6\}?/

o 2dov
”B(lz):_ + Ord™
\/E; lov
ProtoZe obé méfeni se vykondvaji stejnym
méfidlem, je mezi nimi kovariance u, (1, 1,),
kterd se stanovi metodou B podle vztahu (11)
v zdkladnim textu pro A = A, =1, tedy

MB(II’IZ) = ”é(l)

Kovariance u,(l,, [,) vyhodnocovand me-
todou A se urci ze vztahu (8). Celkova kova-
riance je

”(11»12) = Up (11’12)+MB(11’12)

» Ogov= Ot Oy

o+ &b

a standardni nejistota vysledku méfeni se urci
ze vztahu
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)
"‘B(l) - TI

kde 8, ()=,

dov

+ 0,

2dov

dov =20+ oI, + 1.

Jind situace nastane, pouZiji-li se k méte-
ni dvé riznd méfidla od dvou vyrobct, o kte-
rych 1ze spolehlivé predpokladat, Ze mezi
nimi neni Z4ddnd zdvislost, a kdyZ se jeden
usek ty¢e zméii prvnim a druhy druhym mé-
fidlem, pficem7 kazdé méteni se opakuje n-
-krat za podminek uvedenych v zadani této
dlohy.Vysledek se potom ur¢i ze vztahli uve-
denych pro ptipad zdvislych pfimych méfeni
s tim rozdilem, Ze kovariance vyhodnocova-
né metodou B budou nulové (chyby méfeni
obou porovndn{ jsou ve vSeobecnosti zcela
jiné a nezdvislé, protoZe byla pouZita neza-
visld méfidla). Kovariance vyhodnocované
metodou A (jestliZe by mély opodstatnéni) se
ur¢i z naméfenych hodnot, stejné jako
v pfipadé€ zdvislych méteni.

Neni-li pfi pouZiti dvou méfidel zaruce-
no, Ze jejich chyby jsou opravdu nezavislé,
je 1épe postupovat tak, jako by se méfilo mé-
fidlem jedinym.

Priklad 2b. Nepiimé méreni délky tyce (¢i-

selné FeSeni)

Uloha zni zm&fit skute¢nou délku [ tyde

o jmenovité délce 1 400 mm pomoci piesné-

ho ¢arkového méritka délky 1 m s délenim

po 1 mm, které je tedy tfeba piiklddat

k soucdsti nadvakrat. Ddle je zndmo:

— dovolend chyba méfidla je 9, = J, + J,/
(podle certifikatu),

— zékladni chyba méfidla, pfedstavovand
nejmensim dilkem stupnice, je = 1 mm
(rozliSovaci schopnost),

— vyrobce definuje pro vypocet slozky chy-
by zavislé na méfené délce koeficient §,=
=2 mm/m,

— jiné vlivy, jako je pusobeni teploty apod.,
se zanedbavaji,

— z divodu existence urcité tvarové znacky
je vyhodné rozdélit celou délku ty¢e na dva
useky o jmenovitych hodnotdch 900 mm
a 500 mm.

Matematickym modelem méfeni je soucet
dil¢ich délek /=1 + [,. Namétené hodnoty jsou
spolu s aritmetickym prumérem a jeho sméro-
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datnou odchylkou uvedeny v tab. 3. Vysledku
se lze pritom dopracovat dvéma zpusoby.

Tab. 3. Nameérené a vypoctené hodnoty pri
neprimém meéreni délky tyce (k prikladu 2b)

Cislo L L, I=1+1
méreni (mm) (mm) (mm)
1 902 501 1403
2 904 500 1 404
3 903 499 1 402
4 902 501 1 403
5 901 501 1 402
6 902 501 1403
7 900 502 1 402
8 899 498 1397
9 902 499 1401
10 901 502 1 403
I 901,60 | 500,40 | 1 402,00
u, (L) =s;| 0452 0,427 0,615
u, (4, 1) —-0,004 4 mm?

Jeden spociva v tom, Ze se nejprve samo-
statné spocitaji nejistoty kazdé z méfenych
délek. Po dosazeni zndmych hodnot do pfi-
slusnych vztahi uvedenych v obecném fese-
ni dlohy (piiklad 2a) dostaneme

uy(l)=5;,=0,452mm, u,(l,)= s;,=0,427 mm

2,8 2
u,(l)= ﬁ=1,618mm, u,(l)= ﬁ=1,156mm

kde
uc(;)=1,680 mm, u-(},)=1232 mm

a vyslednd nejistota v¢etné zapocteni kovari-
ance bude

ue() =ug(h) + () +2u, (1, 1) + 2u (1 u (L) =
=28224+1517 8-2[0,004 4+
+200,6181,156=8,072 mnt

uc(l) = 1)) =2,84mm

kde pro kovarianci uréenou metodou A, pro-
toZe existuji redlné dvojice méfeni, se pouZi-
je vztah (8), tj. po dosazeni

i
uA(lle)=m(0,24—0,96—1,96+0,24—0,36+

40,24-2,56+624-0,56— 0,96) =-0,0044 mn?’

a pro kovarianci uréenou metodou B se pou-
Zije korela¢ni Cinitel rovny 1, protoZe méfeni
obou ¢asti délky tyce jedinym méfitkem je
velmi silnou korelaci.

Druhy postup spoc¢ivéd v tom, Ze se nejprve
stanovi standardni nejistoty uréené metodou
A 1 B vcetné kovarianci samostatné a poté se

sloudt, tj.

“A(l) = \/“/2\(11)+”i(12)+2“/\(11’lz) =0,615mm

”B(l) = \/ ”123(11) + ”123(5) + 2”3(11)”3(12) =2,774mm

uc(l) =2 () +1(1) =284 mm
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Podobné jako v tomto piikladu je kovari-
ance stanovend metodou A v praxi ¢asto na-
tolik mald, Ze je moZné ji zanedbat a nepocCi-
tat s ni. Kromé toho ne vZdy vznikajf pfi mé-
feni dvojice potfebné k jejimu urceni. Jiné je
to s kovarianci stanovenou metodou B, kterd
predstavuje velmi vyznamny piispévek cel-
kové nejistoté. Uvedenym piikladem je moz-
né demonstrovat také skute¢nost, Ze neni roz-
hodujici, ktery postup se k uréeni nejistoty
pouZzije. Neni-li k opomenut néktery z pod-
statnych vlivii, musi se v§emi postupy dojit
k témuzZ vysledku.

Ctendf sam si nyni miiZe porovnat narist
sloZitosti nalezeni vysledku nepifimého mé-
feni s kovariancemi oproti pfimému méreni
délky tyce dlouhé 1 400 mm méfitkem délky
2 000 mm, uvedenému ve [2] jako piiklad 2.

Priklad 3. Objem vale¢ku (¢iselné reSeni)
Ukolem je uréit objem V kovového véled-

ku z deseti opakovanych méfeni jeho prime-

ru d a vysky h timtéZ posuvnym méfitkem.

Dile je déno:

— jmenovité rozméry vdlecku d = 80 mm,
h =50 mm,

— zdakladni chyba rozliSeni pouZitého métidla
je 0,05 mm a predpoklddand integrovand
osobni chyba 0,1 mm,

— ptimé méfeni pruméru téhoz vélecku je po-
pséno ve [2] jako priklad 1.

S ohledem na ndvaznost na piiklad 1 ze
[2] je pouZito vyhodnocovéni kazdé z ptimo
méfenych veli¢in samostatné, pticemz7 u pra-
méru vélecku se pouZiji vysledky jiZ ziskané
ve [2], jak je rekapituluji tab. 4 a tab. 5.

Zcela analogicky se pokracuje opakova-
nym méfenim vysky vdlecku (zab. 6).

Dile se vypocte aritmeticky primér z na-
méfenych hodnot vysky vdlecku a jeho stan-
dardnf nejistota pomoci metody A

1]0

h =—Zh,. =50,07 mm
n &

up(h) =s; =0,037 mm

Nejistota stanovend pomoci metody B je
stejnd jako u méfeni priméru, tzn. uy(h) =
= 0,065 mm. Vyslednd kombinovand stan-
dardnfi nejistota vysky vdlecku je tudiz

uc(h) = yJus (h) +ug(h) = 0,075 mm

a v§e opét shrnuje tab. 7.

Pfi zndmych vychozich parametrech 1ze
snadno vypocitat hledany objem vilecku V
podle vztahu pro objem vélce, kam se dosad{

d =80,060 mm, & = 50,070 mm

2
V= %h =252 056,93 mm”

Tab. 4. Naméiené hodnoty pruméru vdlecku (podle [2] k prikladu 3)

C. m&fenii| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
d (mm) | 80,1 | 80,2 | 80,1 | 79,9 | 80,0 | 80,2 | 80,1 | 79,9 | 80,0 | 80,1
Tab. 5. Bilanéni tabulka nejistot pii méfeni priméru vdlecku pomoci posuvného méritka

(podle [2] k pFikladu 3)
Veli¢ina Odhad x ; d Standardni Typ Koeficient Prispévek
X;;d (mm) nejistota rozd€leni | citlivosti A, | ke standardni
u(x,) (mm) nejistot€ u, (d);
nejistota u (d)
(mm)

d 80,060 0,034 normalni 1 0,034
Mefidlo 6,(d) 0,000 0,029 rovnomerné 1 0,029
Obsluha §(d) 0,000 0,058 rovnomeérné 1 0,058

d 80,060 0,073

Tab. 6. Naméiené hodnoty vysky vdlecku (k prikladu 3)

C. méfeni i| | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
h,(mm) | 50,2 | 49,9 | 50,1 | 50,2 | 50,0 | 49,9 | 50,1 | 50,2 | 50,0 | 50,1
Tab. 7. Bilancni tabulka nejistot pii méveni vySky vdleCku pomoci posuvného méritka

(k prikladu 3)
Veli¢ina X; h | Odhad x;; h | Standardni | Typ rozd€leni | Koeficient Prispévek
(mm) nejistota u(x,) citlivosti A, | ke standardn{
(mm) nejistot€ u, (h);
nejistota u (h)
(mm)

n 50,070 0,037 normalni 1 0,037
Meéfidlo g (h) 0,000 0,029 rovnomeérné 1 0,029
Obsluha O;(h) 0,000 0,058 rovnomerné 1 0,058

h 50,070 0,075
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ProtoZe primér i vyska valecku byly mé-
feny jedinym posuvnym méfitkem, je nutné
uvazit nejen projev jejich kombinovanych
standardnich nejistot do vysledku prostied-
nictvim koeficientu citlivosti, vypoc¢itanych
jako parcidlni derivace podle vztahu (4), ale
také projev silné korelovanych vliva
s koeficientem korelace rovnym 1. Vyslednou
standardni nejistotu lze pak urcit s ohledem
na nulovou kovarianci stanovenou metodou A
ze vztahu

U (V) = A2ud(d) + A2ud(h) + 2 A A, ug (d) ug (h)
Po dosazeni hodnot souciniteld citlivosti

2
A= 262067, A, =T =50341
2 4

a nejistot u(d) = 0,073 mm, u(h) = 0,075
mm a uy(d) = uy(h) = 0,065 mm vyjde vy-

slednd standardni kombinovand nejistota ob-
jemu vélecku

u*(V)=621658,31 mmS, tj. u(V) =788,47 mm?

Vysledek méfeni objemu 1ze v souladu
s tradi¢nimi zvyklostmi zapsat také ve tvaru
V=(252,1 £ 1,6) cm?, kde 1,6 cm?je rozsite-
nd nejistota, vypocitand jako dvojndsobek
standardni nejistoty a zaokrouhlend nahoru.

Pozndmka autorii: Témét shodnych vy-
sledkt se dosdhne napf. i druhym z postupti
pouZitych v prikladu 2b: z naméfenych hod-
not se vypocita deset objemu a tyto hodnoty
se statisticky zpracuji vcetné€ analyzy nejis-
tot, pficemZ se opét nesmé&ji opomenout pii-
slus$né korelacni vlivy.
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