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Petr Šafař́ık
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1 Př́ıklad 12.

1.1 Zadáńı

V komplexńım oboru řešte rovnici x2 − (2 + i)x− 1 + 7i = 0.

1.2 Řešeńı

x2 + (−2− i) + (−1 + 7) = 0

x1,2 =
(2 + i)±

√
D

2

D = (−2− i)2 − 4(−1 + 7i)

D = 4 + 4i− 1 + 4− 28i

D = 7− 24i

Odmocněńı komplexńıho č́ısla:

x + iy =
√

7− 24i

x2 + 2ixy + i2y2 = 7− 24i

x2 + 2ixy − y2 = 7− 24i

Porovnáńım reálné a imaginárńı části źıskáme dvě rovnice pro dvě neznámé.
Reálná část:

x2 − y2 = 7

A imaginárńı:
2xy = −24

Z imaginárńı rovnice vyjádř́ıme y a dosad́ıme do reálné rovnice:

y = −12

x

x2 −
(
−12

x

)2

= 7

Substituce x2 = a

a− 122

a
= 7

Uprav́ıme:
a2 − 7a− 144 = 0
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Klasickým řešeńım kvadratické rovnice dostaneme tvar:

a(1,2) =
7±

√
49 + 4 · 144

2
a1 = −9 ⇒

Když dosad́ıme do substituce y2 = a tak x =
√
−9. Když dosad́ıme do

substituce y2 = a tak x =
√
−9 = 3i.

Dosad́ıme do y = −12
x
⇒ y = y = −12

3i
= −4

√
D = −4 + 3i

a2 = 16

Když dosad́ıme do substituce y2 = a tak x =
√

16 = 4.
Dosad́ıme do y = −12

x
⇒ y = y = −12

4
= −3

√
D = 4− 3i

x1 =
2 + i + 4− 3i

2
=

6− 2i

2
⇒ x1 = (3− i)

x1 =
2 + i− 4 + 3i

2
=
−2 + 4i

2
⇒ x1 = (−1 + 2i)

2 Př́ıklad 13.

2.1 Zadáńı

Popǐstě a v Gaussově rovině zakreslete množinu komplexńıch č́ısel, pro něž
plat́ı: |z + 1| = |z − i|

2.2 Obrázek

Výsledná množina1 M je př́ımka prochzej́ıćı počátkem se směrnićı −1
2

1Asi to budu muset vysvětlit ústně.
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3 Př́ıklad 14.

3.1 Zadáńı

Necht’ f(z) = 1
z

: Rozhodněte, zda jsou funkce f(z) a [f(z)]
? holomorfńı. Pokud

ano, určete jejich derivace.

3.2 Funkce f(z)

3.2.1 Převod funkce

f(z) =
1

z

f(z) =
1

x + iy

f(z) =
1

x + iy

x− iy

x− iy

f(z) =
x− iy

x2 + y2

f(z) =
x

x2 + y2
+ i

−y

x2 + y2

3.2.2 Ověřeńı Cauchyových-Riemannových podmı́nek

Funce je holomorfńı, pokud platá C-R podmı́nky:
Prvńı:

∂u

∂x
=

∂v

∂y

Druhá:
∂u

∂y
= −∂v

∂x

∂u

∂x
=

∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
=

x2 + y2 − x · 2x
(x2 + y2)2

=
−x2 + y2

(x2 + y2)2

∂v

∂y
=

∂

∂y

(
−y

x2 + y2

)
= −x2 + y2 − y · 2y

(x2 + y2)2
=

−x2 + y2

(x2 + y2)2

∂u

∂x
=

∂v

∂y
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1. C-R podmı́nka je tedy splněna.

∂u

∂y
=

∂

∂y

(
x

x2 + y2

)
=

−2xy

(x2 + y2)2

∂v

∂x
=

∂

∂y

(
−y

x2 + y2

)
=

2xy

(x2 + y2)2

∂u

∂y
= −∂v

∂x

Je splněná i druhá C-R podmı́nka.

3.2.3 Derivace f(z)

∂f

∂x
=

∂

∂x

(
x− iy

x2 + y2

)
=

x2 + y2 − (x− iy)(2x)

(x2 + y2)2
=

x2 + y2 − 2x2 + i2xy

(x2 + y2)2
=
−x2 + y2 + i2xy

(x2 + y2)2

3.3 Funkce [f(z)]
?

3.3.1 Převod funkce

f(z) =
[
1

z

]?

z = z? = x− iy

f(z) =
1

x− iy

f(z) =
1

x− iy

x + iy

x + iy

f(z) =
x + iy

x2 + y2

f(z) =
x

x2 + y2
+ i

y

x2 + y2
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3.3.2 Ověřeńı Cauchyových-Riemannových podmı́nek

Funce je holomorfńı, pokud platá C-R podmı́nky:
Prvńı:

∂u

∂x
=

∂v

∂y

Druhá:
∂u

∂y
= −∂v

∂x

∂u

∂x
=

∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
=

x2 + y2 − x · 2x
(x2 + y2)2

=
−x2 + y2

(x2 + y2)2

∂v

∂y
=

∂

∂y

(
y

x2 + y2

)
=

x2 + y2 − y · 2y
(x2 + y2)2

= − −x2 + y2

(x2 + y2)2

∂u

∂x
= −∂v

∂y

1. C-R podmı́nka neńı splněna.

∂u

∂y
=

∂

∂y

(
x

x2 + y2

)
=

−2xy

(x2 + y2)2

∂v

∂x
=

∂

∂y

(
y

x2 + y2

)
=

2xy

(x2 + y2)2

∂u

∂y
=

∂v

∂x

Ani druhá podmı́nka neńı splněna (ačkoli stač́ı jen jedna, ale pro pořádek...),
takže komplexně stružená funkce [f(z)]

? neńı holomorfńı.

4 Př́ıklad 15.

4.1 Zadáńı

Rozhodněte, zda pro danou reálnou funkci v(x;y) = −3x2y+y3 existuje reálná
funkce u(x;y) tak, aby funkce komplexńı proměnné f(z) = u(x;y) + iv(x;y) byla
holomorfńı. V kladném př́ıpadě tuto funkci určete a určete rovnež derivaci
funkce f(z).
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4.2 Určeńı u(x;y)

v(x,y) = −3x2y + y3

f(z) = u(x,y) + iv(x,y)

∂u

∂x
=

∂v

∂y
= P

∂u

∂y
= −∂v

∂x
= Q

du =
∂u

∂x
dx +

∂u

∂y
dy

Pdx + Qdy ⇒ ∂P

∂y
=

∂Q

∂x

u =
∫ x

x0

P (t, y)dt +
∫ y

y0

Q(x0, t)dt

u =
∫ x

x0

(−3t2 + 3y2)dt +
∫ y

y0

(6x0t)dt

u =
[
t3 + 3y2t

]x
x0

+
[
3x0t

2
]y
y0

u = −x3 + 3xy2 + C

4.3 Funkce f(z)

f(z) = u(x,y) + iv(x,y)

f(z) = (−x3 + 3xy2 + C) + i · (−3x2y + y3)

4.4 Derivace f(z)

∂f

∂x
= −3x2 + 3y2 − i6xy
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