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Lineární algebra 
Linea=přímka(čára, linie) 
 Úměra --> přímá úměra 
   Př.: y=kx+q 
Lineární algebra – pracuje s teoretickým podkladem (vektory etc.) pro objekty přímé úměry. 
 

Řešení lineárních rovnic 
1.1.1. 
Příklady linearity 

• Geometrický 
 Př. 1.1 

Vyjádřete přímku v R(3) 
 Zadání přímky: 

- dva body 
- bod a směrový vektor 

 
 
 
 

( ){ }321
3 ;;;; tuzZtuyYtuxXzyxp AAA +=+=+=∈= R  

 Př. 1.2 
Vyjádření roviny v R(3) 
 Zadání roviny:  

- 3body, které neleží v jedné přímce 
- Přímka a bod mimo ni 
- Bod a 2 nelineární vektory 

[ ]AAA zyxA ;;= ; [ ]zyxX ;;= ; ( )321 ;; uuuu =r ; ( )321 ;; vvvv =r  

vsutAX
rr ++=  

R∈++=
++=
++=

stsvtuzZ

svtuyY

svtuxX

A

A

A

,;33

22

11

 

( ){ }332211
3 ;;;; svtuzZsvtuyYsvtuxXzyx AAA ++=++=++=∈= Rρ  

• Fyzikální 
Př. 1.3 Ohmův zákon 
 Pro některé prvky v jistých teplotních rozmezích platí, že 
  IRU ⋅=  
   R...konstanta úměrnosti = odpor 
Př. 1.4 

tvss 00 += ... dráha rovnoměrného pohybu 

tavv τ+= 0 ... rovnoměrné zrychlení τa ...tečné zrychlení 

Př. 1.5 Rozpad jader 
V daný okamžik t máme k dispozici n radioaktivních jader. Empiricky bylo 

zjištěno: N
t

N λ−=
∆
∆

 

Libovolný bod přímky x: 

utXA
rr

⋅= ... t je parametr 
utAX
r⋅+=  

[ ]AAA zyxA ;;= ; [ ]zyxX ;;= ; 

( )321 ;; uuuu =r  

3

2

1

tuzZ

tuyY

tuxX

A

A

A

+=
+=
+=
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1.1.2 Soustavy lineárních rovnic a jejich řešení 
Mějme n-tici neznámých veličin a celkem m podmínek (lineárních rovnic) 
 

11212111 ..... bxaxaxa nn =+++  

22222121 ..... bxaxaxa nn =+++  

.............................................. 

mnmnmm bxaxaxa =+++ .....2211  

 
Soustava lineárních rovnic pro m neznámých (mn ≠  nebo i n=m)  
Řešení: uspořádaná n-tice [ ]nxx ;......;1  po jejímž dosazení dostáváme identitu. 

 
Zavedení matic: 
Matice: obdélníkové schéma 





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

=matice soustavy         ... matice typu m/n 

     Zkráceně: ( )ijaA =  

     i... řádkový index 
     j...sloupcový index 





















=

mb

b

b

B
...

2

1

 ...sloupcová matice typu m/11 

Rozšířená matice soustavy B 





















=

mmnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

B
...

...

............

...

...

2

1

21

22221

11211

 

Ekvivalentní úpravy soustavy rovnic  
– jsou to takové úpravy, po jejichž provedení má daná (rovnice) soustava přesně totéž 
řešení, jako soustava původní... 

• Vynásobení i-tého řádku (i-té rovnice) nenulovým číslem 
• Přičtená i-tého řádku (rovnice) k libovolnému násobku j-tého (j-té rovnice). 

                                                 
1 POZNÁMKA: 
Násobení matic (pouze vhodné typy a v daném pořadí!!!) 

Nechť ( )ijaA je matice typu m/n a ( )jkcC  je matice typu n/p. Součin matic CA⋅ v tomto pořadí je matice 

( )ikdD =  typu m/p, kde ∑
=

n

j
jkijik caéd

1

 

 

m řádků 
n sloupců 
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Př. 1.6 
Je dána soustava 3 rovnic o 5ti neznámých 

652

644242

052

54321

54321

54321

=−++−−
−=+++−−

=−+−+

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

( )

















−−
−−

≈
















−−
−−

≈

≈
















−
−−

−−
≈

















−−−
−−−

−−
==

100000

111000

051121

1200000

666000

051121

666000

666000

051121

615121

644242

051121

BAB

 

Ekvivalentní soustava rovnic: 
052 54321 =−+−+ xxxxx  

154 −=− xx  

⇒= 10 soustava nemá řešení 
Schodovitý tvar matice: každý následující řádek začíná větším počtem nul než předchozí. 
    (výška „schodu“ = 1 řádek; ale může být různá délka) 
Hodnost matice: Počet nenulových řádků na schodovém tvaru.  
   Značíme: h(A) pro matici A, h(B) pro matici B 
    
 
 
 
Věta 1.1 – Frobeniova 
Soustava n lineárních rovnic o m neznámých má řešení právě tehdy, když je hodnost 
matice soustavy h(A) rovna hodnosti rozšířené matice soustavy h(B) ( ) ( )BhAh =⇔  

Kolik má soustava řešení? 

652

644242

052

54321

54321

54321

−=−++−−
−=+++−−

=−+−+

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

( )

















−−
−−

≈
















−−
−−

≈

≈
















−−
−−

−−
≈

















−−−
−−−

−−
==

000000

111000

051121

000000

666000

051121

666000

666000

051121

615121

644242

051121

BAB

 

Ekvivalentní rovnice: 

00)3

1)2

052)1

54

54321

=
−=−

=−+−+
xx

xxxxx

 

 
 
Řešení „odzadu“ 

( ) ( )AhBh ≥  
( ) ( ) 1−= BhAh ...žádné řešení 

( ) ( ) ( ) ( )BhAhBhAh =⇒=− 0  
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Z (2) zvolíme za volnou neznámou 1454 +=⇒ xxx  

Dosadíme do (1) 
( )

0542

0552

0152

4321

44321

44321

=−−−+
=−−+−+
=+−+−+

xxxx

xxxxx

xxxxx

 

Další volné neznámé 134 ;; xxx  

( )1342

14432

45
2

1

542

xxxx

xxxxx

−++=

−++−=
 

Řešení: 

( ) 




 +−++= 1;;;45
2

1
; 44313421 xxxxxxxx ... nekonečně mnoho 

Věta 1.2 
Nechť pro soustavu m-lineárních rovnic o n neznámých platí: h(A)=h(B)=h 
Potom řešení soustavy rovnic obsahuje celkem d; d=n-h volných neznámých. 
 
Důsledek předchozích dvou vět 1.1 a 1.2 
1.) ( ) ( )BhAh ≠ ...nemá řešení 

2.) ( ) ( ) µ=∧== hhBhAh ... právě jedno řešení (žádná volná neznámá) 

3.) ( ) ( ) µphhBhAh ∧== ... nekonečně mnoho řešení (d=n-h volných neznámých) 
 

{ }
{ }nm

nmM

;min...

;max...

µ
 

 
! Zvláštní případ: 

0....21 ==== mbbb  

Homogenní soustava. Vždy platí h(A)=h(B) 
Má vždy řešení!!! Přinejmenším 0...21 ==== mxxx  

 
Pokud ( ) ( ) µphhBhAh ∧== ; pak je pouze triviální řešení 0...21 ==== mxxx  

Pokud ( ) ( ) µphhBhAh ∧== ; pak nekonečně mnoho řešení vyjádřeno díky d=n-h 
volných neznámých. 
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Zadání roviny α : 
[ ]
( )
( )1;2;1

0;1;2

1;0;1

−=
−=

=

v

u

A

r

r
  :α

tz

txy

tsx

+−=
+−=
−+=

1

20

21

 

   vtusAX
rr ++=  

vtusXAXAXA
usXA

usXA rrrrr
rr

rr

+=+=




=
=

21

22

11  

[ ] [ ]zyxXzyxA AAA ;;;;; ==  

( ) AXzzyyxxAX AAA −=−−−= ;;
r

 
 

utusAX
rr ++=  

 

11

2

21

+=⇒+−=
+−=

−+=

zttz

tsy

tsx

 

( )
( )12

121

++−=
+−+=

zsy

zsx
 

( )
0432:

1312

=−−+
++=+

zyx

zyx

α
 

 
Najděte společné body těchto rovin: 

043:

012:

0432:

=−+−
=++−

=−−+

zyx

zyx

zyx

χ
β
α

 

















−

−
≈
















−
−−

−
≈
















−−
−−
+−

=
5000

9750

4321

4750

9750

4321

0431

1112

4321

B   

Soustava nemá řešení 
Nula společných bodů 

( )
( ) 3

2

=
=

Bh

Ah
 

 
Směr rovnoběžný s rovinou 

0432:

0

=−−+
=+++

zyx

dczbyax

α
 

[ ]

α

α

∉
≠−=−⋅−⋅+

∈

X

X

X

012433021

??

3;0;1
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( ) ?;3;1;5 αuu −=  

( ) ( )
( ) ( )321

321

´;´;´´´´

;;

uuuXY

uuuXY

=−=
=−=

u

u
... shodné 

 
( ) ( ) ( ) 0=+++++ yxyxyx zzcyybxxa  

není

cubuau

...06332151:

0´´´: 321

αuu

u

⇒≠−=⋅−⋅−⋅
=++

 

 
( ) αvv ⇒=−−⇒−= 03251;1;5  

 

043:

012:

0432:

=−+−
=++−

=−−+

zyx

zyx

zyx

χ
β
α

  ( )zyx ;;=u  

 
Homogenizace soustavy: 

043

02

032

=−+−
=+−
=−+

zyx

zyx

zyx

 

















−
−

≈
















−−
−=

0000

0750

0321

0431

0112

0321

B  

( ) ( ) hBhAh === 2  
defekt: n-h=1 --> !PRÁVĚ JEDEN SPOLEČNÝ SMĚR! 

zx

zx

zzx

zy

z

zy

zyx

5

1

0
5

1

03
5

14
5

7

 :neznámá volná

075

032

=

=−

=−+

=

=+−
=−+

 

Všechna řešení: 









zzz ;

5

7
;

5

1
... všechny vektory rovnoběžné s rovinami χβα ;; ... obecné řešení 

 
Pro z=5 

( )5;7;1=u  
χβα ;;  nemají žádný společný bod, podle hodnosti matice jsme určili, že mají jeden 

společný směr. 
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Vzájemná poloha 2 přímek: 
Přímka je daná jako průsečnice dvou rovin 
 

p:
0:

0:

2222

1111

=+++
=+++

dzcybxa

dzcybxa

β
α

 

q:
0:

0:

4444

3333

=+++
=+++

dzcybxa

dzcybxa

δ
χ

 

 
4.možnosti: 
  Možnost počet řešení  # volných neznámých  Hodnosti 

1. Totožné qp ≡    nekonečně mnoho 1 volná neznámá ( ) ( ) 3== BhAh  

2. Rovnoběžné qp  nemá řešení;  1spol.směr 

3. Různoběžné  jedno řešení     ( ) ( ) 2== BhAh  
4. mimoběžné  nemá řešení  0 spol.směrů 

 





















−
−
−
−

4444

3333

2222

1111

dcba

dcba

dcba

dcba

 

Mají-li být zadány přímky, musí být ( ) ( ) 22 ≥∧≥ BhAh . Pro směry je ( ) 0=Bh  

Žádný společný směr odpovídá triviálnímu řešení [ ] ( ) ( ) 430;0;0 =∧=⇒ BhAh  

Jeden společný směr= 1 volná neznámá 
( )
( ) 3

2

=
=

⇒
Bh

Ah
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Algebra matic 
Def.: matice typu m/n nad polem reálných nebo komplexních čísel je toto: 





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

.........

...

...

21

22221

12111

 

matice vá...č..čtve

index sloupcový...1

index řádkový...1

nm

nj

mi

aa ijij

=
≤≤
≤≤

∈∨∈ CR

 

 
M(m/n) = množina všech matic typu m/n => nosná matice 
 
Základní operace: 
Sčítání matic 

( )

ijbac

cC

bB

aA

BAC

nmMBA

ijijij

ij

ij

ij

∀+=

=

=

=
+=

∈

;

/,

 

Násobení skalárem 
( ) ( )

ijij ac

AC

nmMA

χ
χ

χ

=
=

∈∈ /;CR

 

 
Vlastnosti: 

1. ABBA +=+ ... komutativnost 
2. ( ) ( ) CBACBACBA ++=++=++ ... asociativita 

3. ( ) AAAAM ∀=+=+∃ ;000 ... nulová matice... univerzální matice 

4. ( ) ( ) 0´´´ =+=+∃∀ AAAAAMAMke ; ( ) ( ) AaAaA ijij −=−== ´; ...opačná matice. Pro 

dané A je A´ určena jednoznačně 
5. ( ) ( ) ( ) skaláryAAA ...,; R∈== βααβαββα  

6. ( ) AAA βαβα +=+  

7. ( ) BABA ααα +=+  

8. ( )1−⋅=− AA  
M(m/n) s operacemi sčítání a násobení skalárem se nazývá VEKTOROVÝ PROSTOR. 
6) + 7) ... linearita 
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Lineární závislost řádků matice 
Lineární kombinace: 























=

............

...

............

...

............

21

21

jnjj

inii

aaa

aaa

A  

( )CR∈βα , ... koeficienty linerání kombinace 

22

11

ji

ji

aa

aa

βα
βα

+

+
 

obecně: 

jkik aa βα + kde i,j jsou pevné, pak tato čísla tvoří lineární kombinaci i-tého a j-tého řádku. 

nk ≤≤1  
 
Řekneme, že řádky matice jsou lineárně závislé, jestliže kterýkoli z nich je lineární 
kombinací ostatních: 

Př.:
















−
−

=
750

231

312

A ...
2;1

.22.1.3

==
⋅+=

βα
řádekřádekřádek

 

3. řádek je lineární kombinací 1. a 2. řádku. 
 
Každý řádek lineárně závislý na jiných řádcích snižuje hodnost matice ( )Ah  o jedno níž. 
 
V opačném případě jsou řádky lineárně nezávislé. 
 

Maticové násobení 

A...m/n  
















mnmjm

iniji

nj

aaa

aaa

aaa

1

1

1111

 

B=n/p  
















mnmjm

iniji

nj

bbb

bbb

bbb

1

1

1111

 

n je shodné!!! 
 

( )∑
=

=+++++==
3

1
221 ......;

j
jkijnkinjkijkiikiik bababababacABC  

pj

mi

≤≤
≤≤

1

1
 ==>  C...m/p 

 
Vlastnosti 

1. Neplatí komutativita BAAB≠  
2. Asociativita platí, ale pouze pro A..m/n; B...n/p; C...p/s=>ABC=(AB)C=A(BC) 
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3. A...m/n 



















=

1...00

01......

0...10

0...01

E  

Pro AE musí E být typ n/n 
Pro EA musí E být typ m/m 
 E=jednotková matice 

 
Shrnutí pro čtvercové matice řádu n (A...n/n): 

• Platí Asociativita (AB)C=A(BC) 
• Jednotka AE=EA=A 

• EAAAAAA ==⋅∀∃ −−− 111  

 
Čtvercové matice rozdělujeme na  

• Regulární... existuje inverzní matice 
• Singulární... neexistuje inverzní matice 

 
Matice A typu n/n se nazývá regulární, jestliže k ní existuje inverzní matice. 
V opačném případě je matice singulární. 
 
 

Determinant pro matici A...n/n 
 
1.) 

( )
11

11

det

1/1...

/...

aA

aA

A

nnA

=
=

 

 
2.) 

 

12212211

2221

2111

det

2/2...

aaaaA

aa

aa
A

A

−=









=  

 
3.) 

 

( ) ( )331221233211132231231231133221332211

333231

232221

131211

det

3/3...

aaaaaaaaaaaaaaaaaaA

PRAVIDLOSARRUSOVO

aaa

aaa

aaa

A

A

++−++=
−

















=
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4.) 

Permutace indexů 1,2,3,...,n 









=

ns

n

σσσσ
σ

...

...321

21

 

Permutace se nazývá sudá, jestliže větší číslo předchází menšímu v sudém počtu 
případů.  
0x 
2x 
Jinak je lichá. 
sudá... 1sgn=  
lichá... 1sgn −=  

( )( )∑
∈

=
Sn

nnaaaA
σ

σσσσ ...sgndet 2211  

Sn... množina všech permutací n prvků 
 

Algebraický dopln ěk prvku 
A...n/n 

















=
.........

......

.........

ijaA ... i-tý řádek 

 j-tý sloupec 
 

ijA ... determinant matice řádu n-1/n-1, která vznikne z matice vypuštěním i-tého řádku 

a j-tého sloupce. 
 

( ) ij
ji

ij A+−=Ψ 1  

Výpočet determinantu rozvojem podle řádku nebo sloupce 
Rozvoj podle i-tého řádku 

ininiiiiiniitýi aaaAaaaA Ψ++Ψ+Ψ=
















=− ...det;

.........

.........

221121  

Rozvoj podle j-tého sloupce 

njnjjjjj

nj

j

j

týj aaaA

a

a

a

A Ψ++Ψ+Ψ=
















=− ...det;

......

......

......

22112

1

 

 
Příklad: 
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−
−

=

2104

5431

2010

3011

A Rozvoj podle 3.sloupce 

( )( ) ( )( )

( ) 181081024

531

210

311

204

210

311

4

531

210

311

det11

204

210

311

det14

det

7

3434333323231313

=+=−−⋅=

=−
−

−−
−

=
















−
−

−+
















−
−

+=

=Ψ+Ψ+Ψ+Ψ= aaaaA

 

Vlastnosti determinantů – elementární úpravy 
1. násobení i-tého řádku číslem k, k≠ 0 

















≈
















=
.........

...

.........

.........

...

.........

11 iniini kakaaaA  AkA det´det =  

2. Přičtení i-tého řádku vynásobeného číslem k, k≠ 0 k j-tému řádku 

( ) ( )
( ) ( )

AA

aa

aa

k

aa

aa

kA

aakaa

kaakaaA

kaakaa

aa

aa

aa

A

ii

ii

ii

ii

jniniijnjnjij

jnininjii

ijij

ii

jj

ii

det´det

0

...

.........

...

det

...

.........

...

detdet

......

...´det

...

.........

...

...

.........

...

21

21

21

21

111

111

2211

21

21

21

=

=
































+

=Ψ+Ψ+Ψ++Ψ=

=Ψ+++Ψ+=

















++
≈

















=

 

Matice A...n/n je regulární právě tehdy, když její determinant je různý od nuly. 

nEAAAA

AAif

A

==
∃⇒≠

≠

−−

−

11

10det

0det

 

Normální matice
















=
.........

.........

.........

A  

Diagonální matice 
















=
...00

0...0

00...

A  
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Horní trojúhelníková matice 
















=
...00

......0

.........

A  

Dolní trojúhelníková matice 
















=
.........

0......

00...

A  

Jestliže je jeden řádek lineární kombinací jiných, poté je 
Pokud byl determinant 0, poté jim zůstane i po elementárních úpravách. 
Pokud nebyl determinant 0, poté jim zůstane i po elementárních úpravách. 
 
Matice je singulární právě tehdy, když její řádky (sloupce) jsou lineárně závislé. 
Hodnost matice je počet lineárně nezávislých řádků. 
 
Pokud je matice singulární, potom h<n 
Pokud je matice regulární, potom  h=n 
 
Nechť je A (n/n) regulární 
 
Výpočet inverzní matice: 

( )

( ) ( )

















−=

−=⇒
















−
≈

















≈
















−=

−=Ψ=

−=Ψ

≠

















=

+−

+

120

121

301

6det

300

420

301

120

420

301

120

121

301

:.

1
det

1

det

1

1

0det

......

.........

...

1

1

11211

A

AA

Př

A
AA

A

A

A

aa

a

aaa

A

ji
ji

jiij

ij
ji

ij

mnm

ij

n

 

( ) 001
12

12
det1 11

11 =⋅=







−=Ψ +  

0
12

12
det11 =








=A   ( ) ( ) 001 11

11 =−=Ψ +  

1
10

11
det12 −=







−
=A  ( ) ( ) 111 21

12 =−−=Ψ +  

2
20

21
det13 −=







−
=A  ( ) ( ) 221 31

13 −=−−=Ψ +  

Matice jiΨ  je adjungovaná k A 
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6
12

30
det21 −=








=A  ( ) ( ) 661 12

21 =−−=Ψ +  

1
10

31
det22 =








=A   ( ) ( ) 111 22

22 =−=Ψ +  

2
20

01
det23 =








=A   ( ) ( ) 221 32

23 −=−=Ψ +  

6
12

30
det31 −=








=A  ( ) ( ) 661 13

31 −=−−=Ψ +  

4
11

31
det32 =









−
=A  ( ) ( ) 441 23

32 −=−=Ψ +  

2
21

01
det33 =









−
=A  ( ) ( ) 221 33

33 =−=Ψ +  

 























−

−−
−

=
















−−
−
−

−=Ψ=−

6

2

6

2

6

2
6

4

6

1

6

1
110

222

411

660

6

1

det

11 T

A
A  

















=























−

−−
−

















−=

















=
















−























−

−−
−

=

−

−

100

010

001

6

2

6

2

6

2
6

4

6

1

6

1
110

120

121

301

100

010

001

120

121

301

6

2

6

2

6

2
6

4

6

1

6

1
110

1

1

AA

AA

 

 

Jiné vyjád ření elementárních úprav 
Vyjádřeno jako vektorové násobení 

≈
















=
.........

...

.........

1 ini aaA
















.........

...

.........

1 ini kaka ... násobení i-tého řádku reálným číslem k se dá napsat: 

=
































.........

...

.........

100

00

001

1 ini aak
















.........

...

.........

1 ini kaka  
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 ( )kI i ... matice, kde jsou skoro samé nuly, jen na diagonále jsou jedničky, kromě 

pozice i, kde je reálné číslo k, kterým budeme násobit i-tý řádek... 
Přičtení p-násobku i-tého řádku k j-tému řádku: 













































=



















=

...............

......

...............

......

...............

1.........0

01...0

0...1...0

0......10

0.........1

............

...

...

............

1

1

2

1

jnjjj

iniji

jnjji

iniji

aaa

aaa

P
aaa

aaa
A  

Vektory 
Vektor se dá napsat jako řádková matice typu 1/n 

( )nuuu ;...;1=  

Vektory báze: 
( )
( )
( )
( )1...00

...1.........

0...10

0...01

2

1

=
=
=
=

ne

e

e

 

 
Vektor: 

nneueuu ++= ...11  

( )
( )

( )
( )n

nn

n

n

uuu

vuvuvu

vvv

uuu

ααα ...

...

...

...

1

11

1

1

=
++=+

=
=

 

 
( )nee ...1  

( )
( )
( )nnnn

n

n

e

e

e

ττ
ττ
ττ

...

...

....

1

2212

1111

=
=
=

 





















=

nnnn

n

n

T

τττ

τττ
τττ

...

............

...

...

21

22221

11211

 

 

( ) ( )




















=

nnnn

n

n

nn uuuuuu

τττ

τττ
τττ

...

............

...

...

......

21

22221

11211

2121  

 

( )pI ji ... matice, kde 

jsou na diagonále 
jednicky a na pozici 
ij  číslo p. 
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( )[ ]
( ) ( ) ( )

( )

( ) 1

1

1

11

1

−

−

−

−−

−

=

=

=

=

=

=

Tuu

ST

uuT

TTuuT

TTuu

Tuu jj

 

 

















−=
120

121

301

A  A=T=matice přechodu ee→  

 

3213

3212

3211

120

121

301

eeee

eeee

eeee

++=
++−=

++=
 

 

323

3212

311

2

2

3

eee

eeee

eee

+=
++−=

+=
 

 























−

−−
−−

=−

3
1

3
1

3
1

3
2

6
1

6
1

110
1T  

 

333

3

2

66

1

0

321
3

32
12

3211

eee
e

ee
ee

eeee

−+=

+−−=

−−=

 

 
( )( )

321321 ???23

231
321

eeeeeeu

u eee

++=−+=

−=
 

( )( ) ( ) 






 −+−−−−−−=























−

−−
−−

−== 221
3
2

2
1

1
3
2

2
1

0

3
1

3
1

3
1

3
2

6
1

6
1

110

231???
321 eeeu  
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Funkce jedné prom ěnné 

( )
obraz

x

vzor

ff fyxDxD RR ∈=→∈⊃ ;:  

Zobrazení = ke každému prvku A přisoudím prvky z množiny B. 
Ke každé hodnotě fDx∈  je přiřazena právě jedna hodnota ( )xfy = . 

Způsoby zadání funkce: 

1. Grafem [ ] ( ){ }fxf DxfyyxG ∈=∈= ;; 2R  

2. Tabulkou { }3;2;1;
28,45

321
=fD

y

x
 

3. Vzorcem R∈= xxy ;2  
Zadání musí obsahovat: 

• předpis 
• definiční obor 

 
Příklad: 

21 xy −=  
 
 
 

Obor hodnot: 
( ){ }yfDxyH

H

xff

f

=∈∃∈=

∈

:R

R
 

Příklad: 
( )

{ }1
1:;

=

==→∈

f

x

H

fyxfx R
 

 
Operace s funkcemi: 
 

1. Součet  

( ) ( ) ( )

gf

xxx

g

f

DDxpro

gfhgfh

Dg

Df

∩∈∀

+=+= ;

,

,

 

 
2. Násobek číslem 

( ) ( )

fkf

xx

DDDxpro

fk

=∈∀

=

;

α
 

 
3. Součin 

( ) ( ) ( )

gf

xxx

DDxpro

gfq

∩∈∀

⋅=
 

( ) RR ∈∈→→⊂∈ fxf HfFUNKCExDx ;  

 
 

A) ( )1;0=fD  

B) Při nezadání definičního oboru se bere „přirozený definiční obor“, což je  
     maximální možný, aby funkce byla vyčíslitelná 

    ( ){ } [ ]1;1−∈⇒∈= xnjedefinovapredpisFxD xf R  
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Složená funkce 

( ) ( ) ( )[ ] RR ∈=→→=→→⊂∈ xuxf gff
složka

Vněněj
ug

složka

Vnitřni
xDx ;  

Pouze pro ⇒⊂ fDu omezení původního definičního oboru 

( ){ }fxggF DgDxDD ∉∈= \  

Funkce ( )xF  definována na fD  předpisem ( ) ( )[ ]xx gfF =  se nazývá složená funkce s vnitřní 

složkou g a vnější složkou f. 
 
Příklad: 

( )

( )

( )

[ )
( )[ ]ππ 12;2

;0

sin

sin

+=

∞+==

=

==

==

=

∈

+

kkD

D

RD

ufy

xgu

xF

Zk
F

f

g

x

x

x

U

R

 

 
Příklad: 

( ) ( )
( )

( )

[ ]
[ ]
( ) { } { }=⇒=∩





+∞=
−=

−=

=

−−==

−−=

Fgf
f

g

g

u

x

x

DHD
D

H

D

uf

xgu

xF

;0

0;1

1;1

log

1

1log

2

2

 

 

Inverzní funkce 

( ) R∈=
←←

→→
∈ − xf fy

f

f
xDx 1;  

( )[ ] ( )[ ]11 −− == xx ffxff  

 
Pro inverzní funkci občas musí občas dojít k omezení definičního oboru. 

2121 yyxx ≠⇒≠ ... funkce prostá, vzájemně jednoznačná fDA⊂ , jestliže 

( ) ( )212121 ;;x xx ffxxAx ≠≠∈∀  

 

Předpokládejme, že f(x) je prostá na fDA⊂ . Označme ( ){ }AxfyyB x ∈=∈= ,R  

Definujeme funkci ( ) ( ) xfAfyBfx yx =⇔∈=→∈= −− 11  
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Periodická funkce 
R∈pDf f ;; , předpokládáme, že ( ) ff DxproDpx ∈∀⇔∈+ . Řekneme, že funkce je 

periodická, jestliže ( ) ( ) fxpx Dxproff ∈∀⇔=+  

( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) π

π
π

=
=

==+

==

pxx

px

pxpx

xfy x

....cot;tan

2.....cos

2.....sinsin

sin

 

 

Funkce sin (x) je prostá na intervalu 




−=
2

;
2

ππ
A  a zobrazuje A na množinu [ ]1;1−=B . Na 

množině [ ]1;1−=B  je definována funkce inverzní ( )xy arcsin= , který nabývá hodnot 






−
2

;
2

ππ
 

 

Limity 

 
fDa∈  

Bod grafu: ( )[ ] G∈afa;  
Rovnice sečny: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

h

ff
K

h

ff
K

axKfy

ad

aha

a

−
=

−
=

−=−

+  

Tečna... limitní přechod sečny h --> 0 
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Vlastní limita ve vlastním bod ě 
 
Okolí bodu 

0; fδR∈a  

(otevřené) okolí bodu a: ( )δδ +− aa ;  

(otevřené) ryzí okolí bodu a: ( ) ( )δδ +∪− aaaa ;;  

nesymetrická okolí: ( )21; δδ +− aa  

Číslo R∈L  je vlastní limitou funkce ( )xf  ve vlastním bodě R∈a  právě tehdy, když ke 

každému číslu 0fε  existuje ryzí okolí budu a tak, že pro každé x z okolí bodu a je funkce 

f(x) definována a funkční hodnota leží v pásu ( ) εpLf x −  

 
Při záměně pojmů  „okolí“ -> „levé okolí“ : ( )aa ;δ−  bude limita zleva 

   „okolí“ -> „pravé okolí“ : ( )δ+aa;  bude limita zprava 
 

( )x
ax

fL
→

= lim  

limita zleva – levé okolí bodu a. 
limita zprava – pravé okolí bodu a. 
 
Platí funkce f(x) má v bodě a limitu L právě tehdy, když existují limity PL LL =  v bodě a 

zleva L(L) a zprava L(P) a platí LLL PL ==  
 
Předpokládáme, že máme funkce f(x) a g(x) tak, že funkce f(x) má v bodě a limitu, stejně tak i 
funkce g(x) má v bodě a definovanou limitu, poté platí tato pravidla: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( ) 0lim;

lim

lim
lim

limlimlim

limlimlim

≠=

=

±=±

→
→

→

→

→→→

→→→

x
ax

x
ax

x
ax

x

x

ax

x
ax

x
ax

xx
ax

x
ax

x
ax

xx
ax

g
g

f

g

f

gfgf

gfgf

 

 
Př.: 

( )( )
( ) ( ) 12lim

3

32
lim

3

65
lim

1
sin

lim

33

2

3

0

=−=
−

−−=
−

+−

=

→→→

→

x
x

xx

x

xx

x

x

xxx

x

 

 
Věta o sevření: 

Předpoklady:  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) Lh

ghfaO

Lgf

x

xxxryzí

xx

=

≤≤→∃

==

→

→→

ax

axax

lim

:Potom

limlim
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Pravidla pro složenou funkci: 
Předpokládejme: 

1. ( ) Lg x
ax

=
→

lim  

2. ( ) Sf u
Lu

=
→

lim  

3. že existuje okolí P(a) tak, že pro všechna x náležící P(a) nenabývá hodnoty 

( ) ( ) ( ) LfaPxrespLg xx ≠∈∀≠ ;;  

 

Vlastní limita v nevlastním bod ě: 
Řekneme, že číslo L je limitou f(x) v nevlastním bodě ( )∞−∞+  jestliže ke každému 0fε  

existuje A tak, že pro všechna ( ) ( )( )AxAx ;;; ∞−∈∞∈  platí ( ) εpLf x −  

 
Pravidla: 

( )

( ) lichénmnm
bx

ax

sudénmnm
bx

ax

nm
bx

ax

nm
bx

ax

b

a

bx

ax

n

m

n

m

n

m

n

m

n

n

...
...

...
lim

...
...

...
lim

...

...
lim

0
...

...
lim

...

...
lim

x

x

x

x

x

−∧⇔−∞=
+
+

−∧⇔+∞=
+
+

⇔+∞=
+
+

⇔=
+
+

=
+
+

−∞→

−∞→

+∞→

±∞→

±∞→

p

p

p

p

 

 

Nevlastní limita ve vlastním bod ě 
Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a nevlastní limitu ( )∞−∞+ , jestliže ke každému 

( )00 pf MM  existuje ryzí okolí O(a) bodu a tak, že pro všechna ( ) ( )( )AxAx ;;; ∞−∈∞∈  

platí ( ) ( )( )MfMf xx pf  

 
 

Nevlastní limita v nevlastním bod ě 
Řekneme, že funkce f(x) má v nevlastním bodě ( )∞−∞+  nevlastní limitu ∞± , když ke 

každému ( )00 pf MM  existuje A tak, že pro všechna ( ) ( )( )AxAx ;;; ∞−∈∞∈  platí 

( ) ( )( )MfMf xx pf . 

 

Spojitost v bod ě A 
Spojitá funkce: ( ) ( )ax

ax
ff =

→
lim  

Nespojitá funkce: ( ) ( )ax
ax

ff ≠
→

lim  

Definujeme také spojitost zleva a zprava. 
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Derivace 

 
( ) ( ) ( ) ( )

h

ff

h

ff
K dxaha −

=
−

= +  ... derivace funkce f(x) v bode a. Značí se: ( )xf ′  

Definuje se i derivace zprava, zleva. 
 

Pravidla pro derivování 

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) 0

0

2

≠

≠

′−′
=

′













′+′=′⋅







′=′
′±′=′±

okolíX

x

x

xxxx

x

x

xxxxxx

xx

xxxx

g

g

g

gfgf

g

f

gfgfgf

linearita
fccf

gfgf

 

 

Pravidlo pro derivování složené funkce 

( ) ( )[ ]

( ) ug

fF

x

xgx

=

=
 

Předpoklady: 

( )

( ) ( ) ( )[ ]xxx

x

gfguf

g

′∃⇒=′∃

′∃
;

 

pak 

( ) ( ) ( )[ ]xxx gfgF ′⋅′=′  
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Pravidla pro derivování inverzní funkce 

( )xfy =   inverzní funkce: ( )
1−= xfy  

Vypočítat x jako y, následně záměna x za y. 
Předpoklad existence původní funkce v bodě x.  
 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
1

1

1

0

1

0

1

1

1
00

111
lim

lim

−

−

−

+

++

+

→

−

+

→

−

=

=

′
=

′
⇒→⇒→

=−=

−
−+=

−

=
−

=′

=

==

=

−
=′

==

b

a

b
a

b

bkb

ahaxxh

xxh

h
a

b

ax

xxh

h
x

xx

fa

fb

f
f

f
kh

k

ff

FF

aha

FF

hh

FF
F

af

bFf

ax
h

FF
F

Ffy

 

 
Př.: 

( )[ ] [ ] ( ) 22 1

1

sin1

1

cossin

1
arcsin

abb

a

y
x

by
ax −

=
−

===′

==
 

 
 

Úplný diferenciál funkce 
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Předpokládáme existenci ( )af ′  

( )

( ) ????...

...

ha

a

f

známéf

+

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )haaaaha chfhfdiferenceff ,+′⋅+=+=+  

diference=přírůstek na tečně+chyba 
přírůstek na tečně = ( )afhh ′=⋅ αtan  

chyba: ( ) ( ) ( ) ( )aahaha fhffch ′−−= +,  

 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( ) rychlejich
lineárněfh

h

ch

fh
h

ff

h

ch

h
ha

h
a

ha

h

a
ahaha

0
0

0lim 0
,

0

,

0

,

 →⇒







 →′

=

′−
−

=

→

→
→

+

 

  

( ) ( ) ( )aaha fhff ′=−+ &  = diferenciál funkce f v bodě a je lineární funkcí přírůstku h. 

 
Př: 

( )

( )

( )

( )

02,106,0
3

1
106,1

3

1
3

1

1

1

06,1

3

3

2

3

3

=⋅+=

=′

=′

=
=

=

−

&

a

x

a

x

f

xf

f

a

xf

 

 
 

Primitivní funkce (neur čitý integrál) 

( ) ( ) ( )xxx Ff
derivace

F ′=
←←
→→

????????
 

Známe výsledek derivování, práme se na vstup a příp. kolik vstupů existuje. 
Funkce F(x) se nazývá primitivní funkcí k funkci f(x) na intervalu (a,b), jestliže platí 

( ) ( ) ( )baxprofF xx ,∈∀=′  

 
Nechť F(x) je primitivní funkcí k f(x) na (a,b), pak F(x)+C je primitivní funkcí k f(x) na (a,b) 
a libovolné C je konstanta. 
 
Existuje další primitivní funkce? 

( )xG ... další primitivní funkce 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( ) HGF

GF

GF

potom

fF

fG

xx

xx

xx

xx

xx

=−

=′−

=′−′

=′
=′

0

0

:
 

( ) konstH x ...0=′ ... vlastnost pouze konstant 

F(x) a G(x) se mohly lišit maximálně konstantami 
 
Je-li f(x) na (a,b) spojitá, pak k ní existuje primitivní funkce. 
 

Integra ční metoda Per Partes 

( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫∫

∫

′−=′−′=

′+′=′

=′

dxvuvudxvuvu

vuvuvu

dxvu

xxxxxxxx

xxxxxx

xx

 

 

Substitu ční metoda I. 

( ) ( )[ ]
( )

( )

( )

[ ] ( ) ( )[ ]xgu

x

x

x

xx dtt

g

dt
dx

dtdxg

tg

dxgg Φ=Φ==

′
=

=′
=

=⋅′ ∫∫ ϕϕ  

Nechť je Φ  primitivní funkce k ϕ . Pak platí, že: ( ) ( )[ ] ( )[ ]xgxx dxgg Φ=⋅′∫ ϕ . 

 

Substitu ční metoda II. 
Př.: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )∫∫

∫∫∫∫

′=

++=+==−=

=

=

=

=−

dugfdxf

C
u

udu
u

duuduuu

ududx

u
du

dx

ux

dxx

uugx

4

2sin

2

1

2

2cos1
coscossin1

cos

cos

sin

1 222

 

Odvození definice p řirozeného logaritmu 
Hledáme primitivní funkci k funkci f(ax+b). 
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( )
( ) ( )

( )
( )[ ] ( )baxx

x

xbax

bax F
a

gF
aag

gf
dxaf

a +
+

+ =
=′

=
=∫

111
 

∫

∫
−

+

−≠
∈

+
=

dxx

n

n

n

x
dxx

n
n

1

1

??

1
...

1

Z

 

x

1
 je na ( )+∞;0  spojitá --> existuje L(x) 

( )

( )

( ) ( ) ( )axax

ax

x

CLL

konstL
a

dx
ax

konstL
a

dx
xa

=−

+=

+=

∫

∫
11

111

 

Volba... volíme takovou funkci L, aby ( ) 01 =L  

Pokud ( ) ( ) ( )aaax CLLx ==⇒=1  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xaaxaxax LLLLLL +=⇒=−  

L(x) se nazývá přirozený logaritmus a značí se ( )xln  
 
 

Vyšet řování pr ůběhu funkce 

{ }
R

R

=

−=

−
=

f

f

H

D

x

x
yf

2

2
:

2

 

 
Důkaz: 

2

8
21

022
2

2

2 AAA
,

x

AAxx

x

x
A

−±=

=+−

−
=

 

Diskuse: A(A-8) 
Jaké bude znaménko pod odmocninou, resp. existuje takové A, které by nemohlo být 
dosazeno? 

 
 
 
 
 

 ( )0;∞−  0 8 ( )+∞;8  
A - 0 + + 

A-8 - - 0 + 
A(A-8) + 0 0 + 
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( )

( ) −∞=

+∞=

−

+

−

−

x
x

x
x

f

f

2

2

lim

lim
 

 
Definice pojmů: 
Funkce v bodě: 

A. rostoucí 
B. neklesající 
C. klesající 
D. nerostoucí 
E. lokální maximum 
F. lokální minimum 
G. inflexní bod 

 
Add A.: 

Rostoucí 
Řekneme, že funkce f(x) jev bodě a rostoucí, jestliže existuje okolí O(a) tak, že f(x) je 
v něm definována a platí:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )aax

aax

Oxaxproff

Oxaxproff

∈∀
∈∀

;

;

ff

pp
 

 
Add B.: 

Neklesající 
Řekneme, že funkce f(x) jev bodě a neklesající, jestliže existuje okolí O(a) tak, že f(x) je 
v něm definována a platí:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )aax

aax

Oxaxproff

Oxaxproff

∈∀≥
∈∀≤

;

;

f

p
 

 
Add C.: 

Klesající 
Řekneme, že funkce f(x) jev bodě a klesající, jestliže existuje okolí O(a) tak, že f(x) je 
v něm definována a platí:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )aax

aax

Oxaxproff

Oxaxproff

∈∀
∈∀

;

;

fp

pf
 

 
Add D.: 

Nerostoucí 
Řekneme, že funkce f(x) jev bodě a nerostoucí, jestliže existuje okolí O(a) tak, že f(x) je 
v něm definována a platí:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )aax

aax

Oxaxproff

Oxaxproff

∈∀≤
∈∀≥

;

;

f

p
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Na intervalu I pro libovolné 2121 ;; xxIxx p∈  

H. rostoucí ( ) ( )21 xx ff p  

I. neklesající ( ) ( )21 xx ff ≤  

J. klesající ( ) ( )21 xx ff f  

K. nerostoucí ( ) ( )21 xx ff ≥  

Funkce f je na intervalu I (A, B, C, D)  právě tehdy, když je (A, B, C, D) na každém bodě 
tohoto intervalu. 
 
Předpokládáme, že existuje první derivace funkce f. 
 
Add E.: 

Lokální maximum 
Řekneme, že funkce f má lokální maximum v bodě a, pokud existuje levé okolí bodu a 
tak, že f(x) je v ( )aOL  rostoucí a zároveň existuje pravé okolí bodu a tak, že f(x) je v 

( )aOP  klesající.  
Lokální maximum ostré 
Lokální maximum 
 (f(x) je v O(L) neklesající 
 (f(x) je v O(P) nerostoucí 

 
Add F.: 

Lokální minimum 
Řekneme, že funkce f má lokální minimum v bodě a, pokud existuje levé okolí bodu a 
tak, že f(x) je v ( )aOL  klesající a zároveň existuje pravé okolí bodu a tak, že f(x) je v 

( )aOP  rostoucí.  
Lokální minimum ostré 
Lokální minimum 
 (f(x) je v O(L) neklesající 
 (f(x) je v O(P) nerostoucí 

 
Add F.: 

Inflexní bod 
Nechť má f(x) derivaci v I, Ia∈  
f(x) je v bodě a rostoucí právě tehdy, když ( ) 0faf ′  

f(x) je v bodě a klesající právě tehdy, když ( ) 0paf ′  

v a je stacionární bod právě tehdy, když ( ) 0=′af  

 

( )

( )
( )
( ) ( )

( )
( )22

22

2

2

2

2

4

2

42

2

22

2

−
−=

−
−−=

−
−−=′

−
=

x

xx

x

xxx

x

xxx
f

x

x
f

x

x
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 ( )0;∞−  0 ( )4;0  4 ( )∞;4  
x - 0 + + + 

x-4 - - - 0 + 
x(x-4) + 0 - 0 + 
 
 
Pro x(x-4) je funkce konkávní, když ( ) ( )−=′′xf . 

Pro x(x-4) je funkce konvexní, když ( ) ( )+=′′xf . 

Tam, kde ( ) 0=′′xf  je inflexní bod. 

 
 
 
Kdy jde o inflexní bod? 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( )

( ) 0

0

=′′
=′

a

a

f

f
 

LO … konkávní 

PO … konvexní 
 
 

 

( )

( ) 0

0

=′′
=′

a

a

f

f
 

LO … konvexní 

PO … konkávní 
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Klasifikace stacionárních bod ů 
Ostré lokální maximum: 

 
Ostré lokální minimum: 

  
Inflexní bod: 

 
Inflexní bod: 
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Další typ inflexních bod ů: 

    
 
 

( )
( )

( )

( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( )

( ) ( )33

2

2

2

2

2

8

2

82242

2

242242

2

4

−
=

−
+−−−=

−
−−−−−=′′

−
−=′

xx

xxxx

x

xxxxx
f

x

xx
f

x

x

 

 

( ) ( )
( ) ( ) konvexníxf

konkávníxf

x

x

...;2;0

...2;;0

∞∈′′
∞−∈′′

f

p
 

 

Hledání asymptoty 
QKxy +=  

 
 

Ke 0fε∀  existuje 0x  tak, že pro ( ) ( ) εpf QKxfplatíxx x +−∀ :0  

( )
( )

( )

( )

( )

( )
0lim

lim

==

=⇒−

−







−=−−

∞→
∞→

∞→
∞→

x

Q

x

Q

x

f
KK

x

f

x

Q
K

x

f
xQKxf

x
x

x

x
x

x

x
x
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( )

( )( ) 2
2

2
lim

2
limlim

1
2

lim2limlim

2

2

=
−

=
−

=−=

=
−

=−==

∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

x

x

x

x
KxfQ

x

x

x
x

x

x

f
K

xx
x

x

xx

x

x  

Asymptota: 2: += xya  
  …asymptota se směrnicí. 
 

Graf 
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L`Hospitalovo Pravidlo 
( )

?lim =
∞→ x

f x

x
 

( )

( )x

x

ax g

f
→

lim … mohou vznikat neurčité výrazy:
∞

=== m
T

m
TT ;

0
;

0

0
 

Předpokládáme, že funkce f a g mají derivaci a že existuje ( )

( )
L

g

f

x

x

ax
=

′
′

→
lim . Dále předpokládáme, 

že existuje ( )

( )
M

g

f

x

x

ax
=

→
lim . Poté LM =  

0
1

lim
1

1

lim
nl

lim
ln

lim ===
′
′

=
∞→∞→∞→∞→ x

x
x

x

x

x
xxxx
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Reimann ův integrál 
Předpoklad: Spojitá funkce na celém definičním oboru. 

 
 

Dělení intervalu 
[ ] { }

bxxxax

Dxxxba

n

n

== pppp .......

...;......;;....;

210

10  

 
D` se nazývá zjemněním dělení D, jestliže každý bod dělení D je i bodem dělení D`. 
Norma dělení ( ) { }{ }1,.....1,0;max 1 −∈−= + nixxV iiD  

 

 
 
Označíme: 

 
( ) [ ]{ }

( ) [ ]{ }1

1

;max

;min

+

+

∈=

∈=

iixi

iixi

xxxfM

xxxfm
 

( ) ( )∑∑
−

+

−

+ −≤≤−
1

0
1

1

0
1

n

iii

n

iii xxMPxxm  

( ) ( )DfLxxm
n

iii ,...
1

0
1∑

−

+ − …dolní součet 

( ) ( )DfUxxM
n

iii ,...
1

0
1∑

−

+ − …horní součet 

 
Nechť je D` zjemněním D 

( ) ( ) ( ) ( )DfUDfUPDfLDfL ,`,`,, pp ≤≤  

Pro spojité funkce platí: 
( )

( )
( )

( ) ( )∫==
→→

b

a x
VV

dxfDfUDfL
DD

,lim,lim
00

… Reimannův (určitý) 

integrál z f(x) na intervalu (a,b). 
 

( )iii xxmP −= +1  
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Newton-Leibnizova formule 
f(x) je definována na intervalu [a,b] a má na něm primitivní funkce F(x). Pak platí, že: 

( ) ( ) ( )∫ −=
b

a abx FFdxf  

 
 
 
 

Důkaz: 
Zvolíme dělení intervalu [a,b] tak, že: bxxxax n == pppp .......210 .  

F(x) spojitá funkce na intervalu [a,b]. 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]011211 ....... xFxFxFxFxFxFxFxFFF iinnnnba −+−++−+−=− +−−−  

 
F(x) je spojitá na [ ] iproxx ii ∀− ;; 1  

 

Lagrangeova v ěta o st řední hodnot ě 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )iiCiii
ii

ii
Ciiii xxFxFxF

xx

xFxF
FžetakxxC −′=−⇒

−
−=′∈∃ ++

+

+
+ 11

1

1
1 :,;  

( ) ( ) ( )( )

( ) CiCi

n

i
iiCiab

fF

xxFFF

=′

−′=− ∑
−

=
+

1

0
1

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )DfUFFDfL

xxMxxfxxm

Mfm

ba

n

i
iii

n

i
iiCi

n

i
iii

iCii

,,

1

0
1

1

0
1

1

0
1

≤−≤

−≤−≤−

≤≤

∑∑∑
−

=
+

−

=
+

−

=
+  

 

Riemanův integrál 
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Aplikace 
Geometrické a fyzikální charakteristiky 
Plocha, hmotnost rovinného útvaru. 

Plocha: 

 
Jestli: 
f(x) spojitá na [a,b] 
f(x) nezáporná na [a,b], pak: 

( )∫=
b

a x dxfP  

 

( ) ( )( )
( ) ( ) [ ]banafg

dxgfP

xx

b

a xx

,0 ≤≤

−= ∫  
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Hmotnost 

 
na intervalu (x,x+dx) jsou body se stejnou hmotností 

( ) ( )

( ) ( )∫=

=
b

a xx

xx

dxfm

dxfdm

σ

σ
 

 
Příklad: 

 
 

Poloha t ěžišt ě 

 

( )

( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]jKxxKdxxxKxdxgfm

dxgfdm

xg

xf

Kx

xxx

xxx

x

x

x

20

1

5

1

4

1
1

0

541

0

321

0

3

2

)(

=






 −=−=−=

−=

=

=

=

∫∫ σ

σ

σ

 

( ) [ ]
( )

( )dxfdP

hustotaplošná

banaf

x

x

x

=

≥

≥

...0

,;0

σ  

∑=

=

ii

ext

VmP

F
dt

Pd

rr

r
r

 

...systém bude nahrazen jedinou částicí: 

mmM

VMP

im

nnn

==

=

∑

r
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Náhradní částici je přisouzena hybnost celé soustavy 

m

ym
m

xm

m

rm
r

r
m

rm
r

m

vm
V

ii

ii

ii
T

ii
n

ii
n

∑

∑
∑

∑

∑

→

→
=

+=

=

r
r

r
r

r
r

0  

 

 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )∫

∫

=

=

b

a xxxT

b

a xxT

dxff
m

y

dxfx
m

x

σ

σ

2

11

1

  ( ) ( ) dmdxf xx =σ  

 

( ) ( )

( ) ( )∫

∫

=

=

b

a xxT

b

a xxT

dxf
m

y

dxfx
m

x

2

2

11

1

σ

σ
 

 
Příklad: 

 

( )









2
; xf

x  

( ) .konstx =σ  

( )

( )

( )

( )( ) ( )

( ) ( )
21

17

57

2

6
1010

2

1

20

1

3

2

6

1

5

1
2020

20

1
20

1

1

0

8761

0

431

0

232

1

0

541

0

32

3

2

=







+−=−=−=

=






 −=−=−=

=

=

=

=

∫∫

∫∫

xxx
dxxxdxxxKx

K
y

dxxxdxxxKxx
K

x

Km

Kx

gx

fx

T

T

x

x

x

σ
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Momenty setrva čnosti 

 
( )

( )

( ) ( )∫=

=

≥

≥

b

a xxy

x

x

dmfxJ

dmxdJ

f

σ

σ

2

2

0

0

 

 

 

( )( )
427

1

6

1
1

0

1

0

26322 K
xxKdxxxKxxJ y =




 −=−= ∫  

Objem a hmotnost rota čního t ělesa 

 

2
iii qmJ =  

( )

( )

( ) ( )∫

∫
=

=

=

b

a xx

b

a x

x

dxfm

dxfV

dxfdV

2

2

2

ρπ

π

π
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Př.: Odvoďte vzorec pro objem a hmotnost koule: 

222

222:

xry

ryxf

−=

=+
 

 

dxxrV

dxyV

r

r

)(
0

22

0

2

∫

∫
−=

=

π

π
 

[ ]

3
3

1

3

1

3

1

3
3

1

0

3

0
2

1

0

2

0

2
1

0 0

22
1

3

4

2
3

2

3

2

3

3

j
r

V

VV

r
V

r
V

r
rV

x
xrV

dxxdxrV

dxxdxrV

r

r

rr

r r

π

π

π

π

π

π

π

=

=

=









=









−=






















−=





 −=





 −=

∫∫

∫ ∫

 
 

( ) ( )∫=
b

a

xx dxfm 2ρπ  

( )

( )
( )

[ ]jr
Km

dxxrKm

dxxrKm

K

r

r

r

x

3

4 3

22

0

22

π

π

π

ρ

=

−=

−=

=

∫

∫

−

 

Moment setrva čnosti rota čního t ělesa 

Hmotnost: ( ) ( )∫=
b

a

xx dxfm 2ρπ  

Moment setrvačnost vzhledem ose x: ∫=
b

a

xx dJJ  
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∫=
b

a

xx dJJ  

( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫

=

=











=

b

a xxx

xx

f

xx

dxfJ

dxfdxdrrdJ
x

4

4

0

3

2

4

1
22

ρπ

πρπρ
 

Těžišt ě rotačního t ělesa 

( ) 0≥xρ … rotační těleso 

[ ]

( ) ( )∫∫ ==

=

dxfx
m

xdm
m

x

xT

xxT

T

211

0;0;

πρ
 

 

v
vRm

vR
x

vR
v

v

R
dx

v

xR
m

m

vR
v

v

R
dx

v

xR
x

m
x

T

v

v

T

4

33

4

33

1

44

11

32

42

32
3

2

2

0 2

22

42

0

4
2

2

2

22

==

===

===

∫

∫

ρπ
ρπ

ρπρπρπ

ρπρπρπ

 

Ploška= drrπ2  
Objem= dxdrπ2  
Hmotnost: ( )( )dxdrx rπρ 2  

Moment setrvačnosti: ( )( )dxdrr x rπρ 22  
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Povrch rota čního t ělesa 

 

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )∫ ′+=

=

′+=






+=+=

b

a xx

x

x

dxffS

dlfdS

dxfdx
dx

dy
dydxdl

2

2
2

22

12

2

11

π

π  

Příklad: Povrch koule 

( )

( ) 22

22

xR

x
f

xRf

x

x

−
−=′

−=
 

2
22

2
22 22212 RRRRdxdx

xR

x
xRS

R

R

R

R

ππππ =⋅==
−

+−= ∫∫
−−
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Pravd ěpodobnost 
Definice : 
Jev A… počet možných případů, které mohou nastat při pokusu, při němž se může realizovat 
jev A… An  

Počet případů, kdy nastane jev A… Am   
 

An … počet případů možných 

Am … počet případů příznivých 
 

A

A
A n

m
p =  

Diskrétní případ, kdy Z∈n  
 
Příklad: 
32 karet; náhodně vybrané 4 karty; jaká je pravděpodobnost, že ve výběru budou 2 dámy? 
 
n… kombinace bez opakování třídy 4 z 32 pokusů 

!28!4

!32
4

32
=








=n  

Výběr 2 dam ze 4 možných:  








2

4
 

Výběr zbývající karet:  








2

28
 

Celkem:   















=

2

28

2

4
m  

Pravděpodobnost:  



























=

4

32

2

28

2

4

p  

Příklad:  
32 karet; náhodně vybrané 4karty; Jaká je pravděpodobnost a)aspoň 2dámy b)nejvýše 2 dámy. 
a) 

















+















+















=









=

0

28

4

4

1

28

3

4

2

28

2

4

4

32

A

A

m

n

 

A…  2A … právě dvě dámy 

 3A … právě tři dámy 

 4A … právě čtyři dámy 
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432

4

32

0

28

4

4

1

28

3

4

2

28

2

4

AAAA pppp ++=


























+















+
















=  

b) 

















+















+















=









=

2

28

2

4

2

28

1

4

4

28

0

4

4

32

B

B

m

n

 

210

4

32

2

28

2

4

2

28

1

4

4

28

0

4

BBBB pppp ++=


























+















+
















=  

 

Sčítání pravd ěpodobností 
Jevy 1A ,  2A  s pravděpodobnostmi 21, AA pp  

1M … množina všech případů, kdy nastane jev 1A  

2M … množina všech případů, kdy nastane jev 2A  

Slučitelné jevy: 
Jevy 1A , …, kA  a pravděpodobnosti jevů jsou AkAA ppp ,...,, 21  

Jev A… Nastane 1A  nebo 2A  nebo…nebo kA  s p(A)= AkAA ppp ,...,, 21  pouze tehdy, jsou-li 2A , 

1A ,…, kA  po dvou neslučitelné!!! 

{ }=∩ 21 MM .  

Množina prvků 21 MM ∪  je množina případů, kdy nastane jev 1A  nebo 2A  

1Am … počet prvků množiny 1M  

2Am … počet prvků množiny 2M  

Am … počet prvků množiny 2121 AA mmMM +=∪  

21
21

AA
A

A

A

A

A

A
A pp

n

m

n

m

n

m
p +=+==  

Neslu čitelné jevy 
{ }≠∩ 21 MM  

Am … počet prvků množiny 2121 AA mmMM +=∪ - počet prvků 21 MM ∩  

21 AA
A

A
A pp

n

m
p +≠=  

 

Nezávislé jevy 
Příklad: 
1 kostka; 1 mince; Jaká je pravděpodobnost, že padne na kostce šestka a na minci hlava. 
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A… na kostce padne 6… p(A) 
B… na minci padne hlava… p(B) 
C… nastane A a zároveň B. 

12

1

1

12

=

=
=

C

C

C

p

m

n

 

BAC ppp ⋅= … platí pouze pro nezávislé jevy. 

 
Příklad:  
A…A… p(A) 
B…nonA… p(B) 
 
p(nastane A nebo B)= 1 
 
p(nastane A a zároveň B) = 0 ( ) 01 ≠−=⋅≠ bABA pppp  

jev jistý… p(A) = 1 
jev nemožný… p(B) = 0 
 

Náhodná veli čina s diskrétním rozd ělením 
X… nabývá hodnot kxx ;...;1  s pravděpodobností kpp ;...;1  

Příklad: 
X… počet ok, který padne při jednom hodu jednou kostkou. 

6

1

1

1

1

=

=

p

x
  

6

1

2

2

2

=

=

p

x
 

6

1

3

3

3

=

=

p

x
 

6

1

4

4

4

=

=

p

x
 

6

1

5

5

5

=

=

p

x
 

6

1

6

6

6

=

=

p

x
 

Čteme: X je rovno X=1 s pravděpodobností 
6

1
, X=2 s pravděpodobností 

6

1
, X=3… 

( ){ }kjpx jj ,...1;, = … rozdělení náhodné veličiny s diskrétním rozdělením. 

 
Náhodná veličina… jakákoli veličina, která vzniká na základě měření fyzikální veličiny: 
N… počet měření 
x(1)… naměřeno n(1) krát 
x(2)… naměřeno n(2) krát 
…… 
x(k)… naměřeno n(k) krát 
Celkem Nn

i
i =∑  

N

n
p

N

n
p

k
xk

x

=

=

...

1
1

 

Pokud ∞→n nastane „ustalování“ pravděpodobnosti 
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Střední hodnota 
zastupuje celý soubor ( ){ }kjpx jj ,...1;, =  

=x  vážený průměr: ∑
=

=+++=+++ k

j
jjkk

kk pxpxpxpx
N

nxnxnx

1
2211

2211 ...
....

 

Odchylka od střední hodnoty: 

( ){ }
( )

1

0

;

...

1

22

11

=

=

=−=−=∆=∆

∆=∆
−=∆

−=∆

−=∆

∑
∑

∑∑∑∑
=

j

jj

jjjjj

k

j
jj

jj

kk

p

xpx

pxpxpxxp

p

xx

xx

xx

 

 

( )

( ){ }
( )( ){ }

( )

( ) 222222

1

22

2

2

...

,...,2,1;;

...2,1;;

xxxxpxpxxpxpxxD

rozptyl

pxfy

kjpfy

kjpxx

fy

jjjjj

k

j
jjx

jj

jxj

jj

x

≠⇒−=+−=−=∆=

∆=Σ

=

==

==

=

∑∑∑∑

∑

=

 

xDxx ±=  

Náhodná veli čina se spojitým rozd ělením 
X… nabývá hodnot v intervalu [ ]Mm xx ;  

     lze zobecnit na více intervalů 

 
Pravděpodobnost � hustota pravděpodobnosti 

xp∆ … pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny X leží v intervalu [ ]xxx ∆+;  

( )
( )x

x

x

x w
x

p

x

p =
∆

∆
=

∆
∆

→∆ 0
lim  … hustota pravděpodobnosti 

    … rozdělovací funkce tohoto spojitého rozdělení 
Rozdělení náhodné veličiny se spojitým rozdělením je zadáno funkcí ( )xw  na [ ]Mm xx ; . 

 

[ ] ( )∫=
b

a xba dxwP ,  
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Distribu ční funkce 

( ) ( )∫=
x

m xx dxwF  

Střední hodnota 

( )

( )
( ) 222

2

2

xxdxwxxD

xx

xx

dxxw

dpp

xxpxx

x

M

m

x

M

m x

j

jjj

−=−=Σ=

−=Σ
−=∆
∆=Σ

→
→
→
→

→=

∫

∫

∫∑
∑  

Medián 
 

 

Je-li [ ] [ ] ( ) 2

1

2

1
;, =⇔== µµµ FPP Mm … µ = Medián 

( )

[ ]

[ ] ( )µµ

µ

µ

FP

dxwP

dxxwpx

M

m

xm

M

m xjj

−=

=

→

∫

∫∑

1;

,  


