Pocetni praktikum 1

4. zapoétova pisemka'
doba teseni - 180 minut

1. Vypocitejte derivaci f(x) funkee f(z) = (z e”g)ﬁ7 kde a je kladnd konstanta. Urcete prunik defini¢nich obort

zadané rovnice a vysledné funkce. (2,5 bodu)
z +1n? a(z+ln
Vysledek: f'(z) = —w e “hs ), x>0, 2#1.
z?In“x
2. Vypoditejte urcity int 'l/l 303y (2,5 bodu)
. ocitejte urcity integrd ————da. odu
ypoite] § integrdl | 5 ,

3 2r+1\1" 1
Vysledek: = |In(2? + 2 + 1) — 23 arct ()} = — (31113—\/§7r).
v 2 { ( ) . V3 0o 2

3. Vélcova nadoba o poloméru R a vysce H je zcela vyplnéna plynem, jehoz tlak smérem od osy vélce klesa. Pokles

tlaku je vyjadien funkci p = pE)Q, kde pg je tlak plynu v ose vélce, r je vzdalenost od osy valce. Vypocitejte
1+ (3
celkovou tlakovou silu, kterou plyn pusobi na vSechny stény nadoby. (2,5 bodu)

, RH R?
Vysledek: 187mpq [9+RQ + In (1 + 9)}

4. Vektor @ mé ve standardn{ kartézské bézi £ slozky (1,1,2). Déle jsou zaddny dvé béze B a B’, pficemz matice
R prechodu z béze £ do baze B’ m4é tvar

110
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Piechod z béze B’ do baze B je dédn vztahy

€1 = — €4 — 2¢%,
e”gflé'/f%e”’Jr él
2 Tah a0t
€3 = €5 + 3€5

Urcete matici T prechodu z baze £ do baze B, matici S prechodu z baze B do baze £ a slozky vektoru @ v bazich

B a B'. Jsou baze B a B’ ortonorméln{ (uved'te diivod)? (2,5 bodu)
1 -1 =2 -4 1 -3
T= 2 -1 1 , S=|-7 1 =5 , Ay = (—9,2,-6), dsy = (1,0,2), B' ne, B ne.
—1 1 3 1 0 1

5. Pomoci vhodné substituce feste obyéejnou diferencidlni rovnici 1. fadu ' = eVt 94 Urcete prunik defini¢nich
oborti zadané rovnice a vysledné funkce. (2,5 bodu)

1
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> —2% 2 € (~00,0).
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6. Reste nehomogenni obycejnou diferencialn{ rovnici 1. fadu 3 = 223 —y+1 se stanovenou pocatecni podminkou
y'(0) = 0. (2,5 bodu)

Vysledek: y = 223 — 62% — 11+ 12(z + e~ 7).

7. Reste nehomogenni obyéejnou diferencidlni rovnici 2. Fadu y” + 4y’ + 4y = e~ 2% In’x. (2,5 bodu)
22

Vysledek: y = Cre 2 + Coze 2% 4 5

e (lner' —3lnz + ;) , x> 0.

Ve vysledcich piikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veliGinami nemusi byt uvedeny pifsluiné jednotky.



10.

11.

12.

Reste nehomogenni obyéejnou diferencidlni rovnici 2. fadu 3" — 2y’ + 2y = e“sinz s okrajovymi podminkami
y(0) =1, y'(0) = 0. (2,5 bodu)
Vysledek: y = % [(2 — 2)cosx — sinz].

Vypocitejte praci, kterou vykond sila F (z,y) = (x — y,x), kterd pusobi po nésledujici uzaviené kiivce: nejprve
po tsecce z bodu (0,0) do bodu (2,1), dale po tsecce do bodu (2,2) a nakonec po ¢tvrtkruznici se stfedem v
bodeé (2,0) v matematicky kladném sméru zpét do vychoziho bodu. Jak by se vykonand préce zménila, kdyby
puisobici sila F(z,y) = (z +y, x)? (2,5 bodu)

Vysledek: W = 2(m — 1), konzervativn{ sila - prdce by byla nulova.

Dokazte, ze centralni silové pole F=—k7l r, definované pro r > 1, je konzervativni a urcete potencidlni energii
pole v bodé z,y,z = (Xo, Yo, Zo), pokud stanovime jeji hodnotu v minimélni definované vzddlenosti od bodu
x,y,z = (0,0,0) je jako nulovou. Veli¢ina k je konstanta, 7 je polohovy vektor, r je jeho velikost. (2,5 bodu)

k 1\ 1
Vysledek: Ep(Xo, Y0, Z0) = 5 (XS + Y5+ Z7) (m, [ X +YE+ 22 — 2) + 2} :

Odvod'te moment setrvaénosti J; duté koule o poloméru R s kulovou koncentrickou dutinou o poloméru H, s
konstantni hustotou p, rotujici okolo osy, prochéazejici jejim stfedem. Vysledek vyjadiete v jednotkach hmotnosti
M duté koule, jejiho poloméru R a poloméru dutiny H. Pomoci limitniho pfechodu (pfipadné jinym zpusobem)
nésledné odvod'te moment setrvacnosti J; homogenni kulové slupky o poloméru R. (2,5 bodu)

. 2 RS- H° _ 2.5

Hypotetické centralni fyzikdlni pole, definované pro r > 1, je uréeno potencidlem ¢ = —Ar?Inr? + B, kde
konstanta A gkéluje velikost r polohového vektoru 7, konstanta B nastavuje hodnotu potencidlu ¢ v minim&ln{
definované vzdalenosti od bodu z,y, z = (0,0,0). Urcete vektor intenzity E tohoto pole a dokazte, ze divergence
tohoto pole, tedy V - E = A (61n7? + 10). (2,5 bodu)

Vysledek: E = 2A7 (ln r? 4+ 1) =2A(x,y, 2) {111(:1;2 +yt 24+ 1] , V- E=A (6 Inr? + 10).



