Cviceni z termodynamiky a statistické fyziky

1. Bud’ dw = A(z,y)dz+B(z,y)dy libovolna diferencidlni forma (Pfaffian). Ukazte,
ze v piipadé, ze dw je uplny diferencidl (existuje funkce F'(z,y), tak, ze dw = dF),
musi platit

0A 0B
a) aiy = %, b) fdw = 0,

(b) pro kazdou uzavenou integracni cestu.

2. Bud’ dw = (22 —y) dz + 2 dy. Je to tplny diferencidl, je dw/x? iplny diferencial?
Vypoctéte integral [ dw mezi body (1,1) a (2,2) podél piimek (1,1) — (1,2) —
(2,2) a (1,1) — (2,1) — (2,2).

3. x, y a z jsou 3 stavové velic¢iny, spojené stavovou rovnici f(z,y,z) = 0. Ukazte
platnost vztahu

G- ()36,
(@)~ (@) @), (5)

pricemz dolny index oznacuje konstantni velicinu a w je dalsi stavovou veli¢inou,
w=w(z,y,2).

4.
Ou  Ou du
ox dy T 0z
v Ov v
a(u,'U,...,’U)):det oz Biy e B
oz, y,...,2) : : :
dw  dw dw
or Jdy " 0z
je Jacobidn prechodu proménnych (x,y, ..., z) — (u,v,...,w). Ukazte nasledujici
vlastnosti:

Ou ~ O(u,y,...,2)
oz /), . C0(z,y,.. ., 2)]
(u,v,...,w) (v, u,...,w)

oz,y,...,2) Nz, y,...,2)’

—_
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Pti adiabatické expanzi 6 litr Hélia o teploté 350K klesa tlak ze 40 atm na 1 atm.
Vypoctéte vysledny objem a teplotu. Ziskané vysledky srovnejte s hodnotami,
které by vysly pro izotermickou expanzi (k = 1,63).

Odvod’te z existence stavova rovnice f(p, V,T) = 0 vztah

o = p . /8 - K
mezi termickém koeficientem roztaznosti a := % (%) , koeficientem izochorické
P
rozpinavosti § := 5 ( 8T)V a koeficientem izotermické kompresibility x := —1; ( 5

Stavova rovnice ma tvar p = f(V) - T'. Dokazte:

oFE
) (),
)

b) pokud plati a), pak () =0.
) o (5, )

Ukazte relaci ¢, — ¢y = R (Mayerova relace) mezi izobarickym a izochorickym
specifickym teplem jednoho molu idealniho plynu.

Ukazte platnost relace pV* = konst. (k = ¢,/cy je adiabatickym exponen-
tem) v kvasistatickém adiabatickém procesu idealniho plynu a odvod’te praci W,
kterou vykondva plyn kvasistatickym, adiabatickym prechodem od (p1, V3, T}) do
(p2, Vo, Ty). Pedpokladejte konstantni specifické teplo.

Tyc¢ zkroucena momentem sily M o thel ¢. Najdéte vztah mezi (%—M> .
¥ / adiab
(52)
¢ /izoterm’

Magnetizovatelné véalcové téleso je obklopeno civkou. Ukazte, ze pii magnetizaci
vykonava elektricky proud v civce praci

M o,
w= [ fast
0
v jednotkovém objemu za predpokladu, ze intenzita magnetického pole Ha mag-

netizace M jsou stejné v celém télese.

Pti zméné magnetizace M o dM vykona systém praci dW = —HdM , kde H
je intenzita magnetického pole. (Jde o praci vykonanou jednotkovym objemem;
objem V = konst. = 1.) Urcete rozdil tepelnych kapacit c; —c;; pii konstantnim

poli H a pii konstantni magnetizaci.
Urcete rovnici adiabaty izotropniho magnetika.

Hustota vnitin{ energie u je funkef jen teploty T, stavova rovnice je p = 3 u(T).
Urcete tvar funkce u(T).

)T’
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Urcete entropii Van der Waalsova plynu a vypoctéte:
a) praci van der Waalsova plynu pi vratné izotermické expanzi,
b) zménu teploty van der Waalsova plynu pii expanzi do vakua.

Ukazte, ze termicky koeficient roztaznosti

L L(ov
T v\or )

a5 1%
(%)J‘ (w);‘“

oV

spliuje relaci
z duvodu

Ukazte, zZe specifické teplo pi konstantnim tlaku, ¢,, a pfi konstantnim objemu,
¢y, splnuji vztah

c—c—T@ a—v——Ta—S a—s
v \ar ) \or ) ov ) \op),

Dvé stejnd mnozstvi idealniho plynu se stejnou teplotou 7" a ruznymi tlaky py,
p2 jsou od sebe oddélena pepazkou. Urcete zménu entropie nasledkem smiseni
obou plynt.

Urcete maximalni praci, kterou lze ziskat pri slouceni stejnych mnozstvi téhoz
idealniho plynu se stejnou teplotou Ty (a ruznmi objemy popi. tlaky).

Vypoctéte icinkovy koeficient Carnotova cyklu (1. izotermickd expanze, T, =
konst, 2. adiabaticka expanze, S = konst, 3. izotermicka komprese, T = konst, 4.
adiabatickd komprese, S = konst) pro idedlni plyn pomoci jeho stavové rovnice.

Vypoctéte ucinkovy koeficient nasledujiciho cyklu. Muze tento proces byt vedeny
vratne?

1. izotermicka expanze Ty = konst

2. izochorickd ochlazeni V, = konst

3. izotermickd komprese T} = konst

4. izochorickd ohiivani V; = konst.

Urcete tc¢inkovy koeficient (idealizovaného) Ottova motoru, ktery pracuje s idedlnim
plynem o specifickém teple ¢y = %R/ mol pfi kompresnim poméru 10:1.

1. adiabaticka komprese,

2. izochorickd ohiivani (=spéleni paliva),

3. adiabatickd expanze (vykonani prace),

4. ochlazeni (=vyfuk horkého plynu, novy, studeny plyn je naséty).
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Dieseliv cykl se sklada téchto casti

1. adiabaticka komprese atmosférického vzduchu,

2. spaleni vstitknuté smeési a izobarickd expanze,

3. adiabatickd expanze

4. a izochorického ochlazeni

Urcete tcinkovy koeficient cyklu v zavislosti na kompresnim poméru.

Volnd energie systému F(V,T) = —%-CODSt-VT4. Urcete jeho tlak, vnitini energii,
entropii a Gibbsuv potencial.
Jouleuv-Thompsonuv déj (Jouleuv-Thompsonuv koeficient A = — (%—Z)H).
a) Ukazte, ze dH =TdS + Vdp a A = Clp(l —Tay).
1 (Vv . . . c 1 . .
ap = 1 (ﬁ)p je koeficientem izobarické roztaznosti.

b) Ukazte, ze

9 9
T (%), +V (3),
5 :
Cp- (ﬁ>T
c¢) Ovérte, ze A = 0 pro klasicky idedlni plyn.
d) Ukazte, ze pro van der Waalstuv plyn plati

A:

bptyr = ¥

A= .
(p_%—F%)'Cp

e) Vyjadrete rovnici inverzni kiivky, ktery v p—V diagramu predstavuje rozhrani
mezi oblasti A > 0 a A < 0 pro ptipad Van der Waalsova plynu.

Dokazte, ze pro T' — 0 neexistuje systém popsatelny pV = const-T.

Jaka je celkova zména entropie, kdyz smichdme 2 kg vody o teploté 363 K adia-
baticky a pfi konstantnim tlaku s 3 kg vody o teploté 283 K? (¢, = 4184 J/K kg)

Chladni¢ka muze za hodinu preménit 10 litra vody o 0°C v led o téze teploté. K
tomu se musi odevzdat skupenské teplo Q = 800 kecal (= 800 x 1,163 Wh) do
vzduchu (27,3°C). Jaky nejmensi piikon musi chladnicka mit?

Uzavteny systém se sklada ze dvou jednoduchych podsystému, které jsou oddélené
pohyblivou sténou, kterd umoznuje

a) jen vymeénu tepla,

b) jak vyménu tepla, tak vyménu hmoty,

¢) ani vyménu tepla, ani vyménu hmoty.

Jak jsou odpovidajici podminky rovnovahy?

a) Céstice se miize nachizet se stejnou pravdépodobnost! kdekoliv na obvodu
kruznice. Oznac¢me ¢ thel mezi osou z, kterd lezi v roviné kruznice a prochazi
jejim sttedem a mezi pruvodicem castice. Jaka je pravdépodobnosti toho, ze
tento thel lezi mezi hodnotami ¥ a ¢ + dv?



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

b) Céstice se muze nachdzet kdekoliv na povrchu koule. o je ithel mezi osou
z a pruvodicem céstice. Jaka je pravdépodobnost toho, ze tento tihel lezi mezi
hodnotami ¢ a ¥ + di?

Matematické kyvadlo kond kmity podle zdkona ¢ = ¢ - cos (ﬁ t). Urcete
pravdépodobnost toho, ze nahodné zméreni vychylky da hodnotu mezi ¢ a p+de.

Najdéte fazovou trajektorii jednorozmérného pohybu télesa hmotnosti m v ho-
mogennim gravitacnim poli. Ovérte platnost Liouvilleovy véty v tomto pripadé

Najdéte fazovou trajektorii a urcete casovou zménu fazového objemu dx dp pro
linearni harmonicky oscilator s tfenim tmérnym rychlosti.

Najdéte pocet kvantovych stavu o energii mensi nez F pro ¢astici ve dvourozmérné
(¢tvercové) a v jednorozmérny nadobé o hrané L. Srovnejte ziskany vysledek s
objemem klasického fazového prostoru. Najdéte hustotu stavu I'(E).

Vypoctéte objem N-rozmérny koule o poloméru R. K tomu pouzijte vztahu

- 0 6VN 2
ANz e = / dR=—=¢ %,
/ 0 OR
kde Vv je objem a %Lé\’ je plosni obsah povrchu N-rozmérné koule. VSimnéte si,
ze musi platit Viy oc RY.

Idedlni plyn tvorfeny N stejnymi bodovymi molekulami je uzavien v nadobé o
objemu V. Najdéte pocet stavi (fazovy integral) n(FE), jejichz energie je mensi
nez E a odvodte z néj stavovou rovnici (molekuly plynu povazujte za klasické
castice).
Néavod: Objem ,koule o poloméru R“ v k-rozmérnym prostoru je roven
k
T2 &
r(k+1)

Ukazte platnost Stirlingova vzorce pro velké n:
n! =~ V2rnn"e " [1+O0(n™).

Navod: pouzijte representaci I'-funkce
F'n+1)=n!= / dra"e™
0

a rozvinte integrand kolem extremalni hodnoty z; vSimnéte si konvergence tohoto
rozvoje pti velmi velkém n.

Nédoba o objemu V, naplnén plynem, je rozdélen do dvou oblasti pV a ¢V
(p+q =1). Jakd je pravdépodobnost Wy (n), ze se n ¢éstic z celkového poctu
N nachézi v oblasti pV'?
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Ukazte, ze ziskana pravdépodobnost je normovana na jednicku a vypoctéte ocekdvanou
hodnotu veli¢iny n, stfednou kvadratickou odchylku a vysetiete chovani pii N —

00.

Navod: Vysledkem je binomické rozdéleni

Wa(n) = g ( N )

Najdéte stredni velikost rychlosti, nejpravdépodobnéjsi velikost rychlosti, stredni
kinetickou energii a sttedni kvadratickou odchylku kinetické energie molekul idedlniho

plynu.
Odvod'te barometrickou formuli pro idedlni plyn v homogennim gravitaénim poli.

Vypoctéte fazovy objem Q(E,V, N) pro energii idedlniho plynu od nuly do E.
Ukazte, ze odtud vyjde stavova rovnice.

Magneticky dipol o momentu p = |fi| se nachdzi v konstantnim vnéjsim mag-
netickém poli, t.z. Hamiltonidn je H = —ﬁé. Vypoctéte pomoci kanonického
rozdéleni ocekavanou hodnotu magnetického momentu ve sméru vnéjsiho magnet-
ického pole a uvazujte limitu vysokych a nizkych teplot. (Staci provézt vypocty
pro jednu &stici, ponévadz plati Z = 2V bez interakce.) Jak vypadaji ostatni
slozky magnetického momentu?

Vypoctéte grandkanonickou stavovou sumu pro jednoatomovy idedlni plyn totoznych
¢astic a odvod'te stavovou rovnici pomoci velkého kanonického potencidlu. Co se
déje, kdyz céstice jsou povazovany za rozliSovatelné

Ukazte pomoci velkého kanonického rozdéleni
N(T

2) (AN?) = g2V TV )

o

odtud ¥ = O (N=2)?

b) Ukazte, ze izotermicka kompresibilita musi byt kladna

, kde N je ocekavana hodnota poctu castic; vychéazi

10V(p,N,T
HZT - (pa ) ) > 0.
1% dp T

Pouzijte Gibbsovy-Duhemovy relace Ndu = Vdp — SdT, dosad’te diferencidl
dp(V, T, N), ziskejte odtud %}’f/’“) a pouzijte vztahu p(V/N,T) = p(v,T), ktera
vypliva z toho, ze p je intenzivni veli¢ina.

Predpokladejte systém N nezavislych, rozlisitelnych ¢astic, které se mohou nachazet
ve dvou energetickych stavech, ¢, =0 a €5 = ¢ > 0. Urcete:

a) entropii systému,

b) nejpravdépodobnéjsi hodnoty obsazovacich ¢isel obou trovni

c) teplotu jako funkci celkové energie a ukazte, ze muze byt i zdporna



d) Jak je prubeéh specifického tepla systému v zavislosti na teploté

e) Co se déje, kdyz dva takové systémy o ruznych teplotéch si mohou vyménovat
teplo? Jakym smérem tece teplo?

Napoveda: Vypoctéte teplotu pro dva podsystémy Ny = Ny = N/2, By} = eN/8,
Ey = 3eN/8 a pro celkovy systém v rovnovaze. Pouzijte mikrokanonicky soubor.



