Cviceni 4 - Gaussuv zakon v elektrostatice

Jedna se o metodu, kterda ndm umoznuje nalézt intenzitu elektrického pole, popiipadé elektricky
potencial od téles vykazujicich ur¢ité typy symetrie.

Lze ukazat, Ze plati
# B.a§= 9
€0

kde plosny integral je pocitan pres libovolnou uzavienou plochu ohranicujici uréity objem a @
je celkovy naboj uzavieny uvnitf této plochy. Naboj uvniti objemu ohrani¢eného danou plochou
lze vypocist pomoci objemového integralu

Q:///pdv.

Sférickou symetrii si lze predstavit tak, Ze studovany problém se nezméni, pokud budeme stu-
dovany systém natacet kolem pocéatku (nebo jiného vhodné zvoleného bodu). Typickymi piiklady
jsou bodovy naboj, homogenné nabité koule, homogenné nabita sférickd slupka. Dalsimi p¥ik-
lady pak mutze byt naptiklad soustava soustfednych sférickych slupek, homogenné nabita tlusta
sférické slupka nebo jiz zminéné télesa nabité tak, ze hustota naboje zavisi pouze na vzdélenosti
od stiedu.

Postup pro zjisténi intenzity elektrického pole a potencidlu si ukaZeme na piikladu koule
poloméru R homogenné nabité hustotou naboje p (stfed koule umistime do pocatku). Jak jiz
bylo zminéno, sférickou symetrii pozname tak, Ze pokud budeme natacet systém kolem pocatku,
tak nepozname, Ze se néco zménilo. Muzeme si to predstavit tak, Ze téleso (kouli) pozorujeme v
riznych soustavach, které jsou vici sobé natoceny, a ve viech soustavach vypada téleso (koule)
stejné. Pokud vypada téleso stejné v riizné natocenych soustavach, tak také rozloZeni elektrického
pole od tohoto télesa musi vypadat stejné ve vSech rizné natoc¢enych soustavach.

Intenzita elektrického pole miize v tomto pfipadé zaviset pouze na vzdalenosti od stiedu.
Argumentovat muZzeme tak, Ze vzdy muZeme natoCit soustavu tak, aby pozorovany bod lezel
na ose z, t.j. vSechny body v dané vzdalenosti od stfedu pak skonéi v daném bodé na ose
z. Protoze rozloZeni elektrické intenzity je invariantni (neménné) vici nataceni soustav kolem
stfedu, musime vzdy v tomto bodé dostat tu samou hodnotu. Co se tyce sméru vektoru elektrické
intenzity, tak si muzeme elektrickou intenzitu rozlozit na ¢ast smérujici od stfedu E, a st
kolmou na smér ke stiedu koule E;. Nato¢ime-li systém podél osy prochézejici stfedem a bodem,
kde elektrickou intenzitu zjistujeme, tak se ¢ast elektrické intenzity sméfujici od stfedu nezméni,
zatimco ¢ast kolma na tuto osu se bude ménit. To znamené, Ze aby rozlozeni elektrické intenzity
nebylo nezéavislé na otaceni vuci stfedu, tak musi byt ¢ast kolmé na smér od stfedu nulova.

Sféricka symetrie
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Dospéli jsme tedy k zavéru, ze vektor elektrické intenzity musi smérovat od stfedu koule a
jeho velikost miize zaviset pouze na vzdalenosti od stiedu.



Dalsim krokem je, Zze uzijeme Gaussuv zakon, k tomu, abychom urcili zévislost elektrické
intenzity na vzdalenosti od stfedu. Za timto téelem si predstavime myslenou plochu tvorenou
plastém koule poloméru r se stfedem v pocatku. V daném bodé na povrchu této plochy je vektor
elektrické intenzity rovnobéZny s normalovym vektorem k této plose (oba vektory sméfuji od
stfedu). Plosny integral z elektrické intenzity pres tuto plochu je tedy

# B(F) -5 = # E(r)ds,

kde jsme uzili toho, Ze skalarni souc¢in dvou vektortu lze zapsat jako velikost prvniho vektoru krét
velikost druhého vektoru krat kosinus thlu, ktery sviraji (E(r) znaéi velikost vektoru elektrické
intenzity). ProtoZe velikost elektrické intenzity F(r) zavisi pouze na vzdalenosti od stfedu, ktera
je stejna pro vSechny body na plose pies kterou integrujeme, muzeme ¢len E(r) vyjmout pired

integral #E(F) 4S5 — #E(r)dS = E(r) #ds

V dalsim kroku vyuZzijeme toho, zbyly plosny integral je roven velikosti plochy, pfes kterou
integrujeme (t.j. plocha plasté koule poloméru r)

# ds = 4nr?

Dostaneme tedy pro levou stranu Gaussova zakonu

# B() - dS = 4m2E(r)

Pro urceni néboje @) na pravé strané Gaussova zdkonu musime rozlisit dva piipady.

Pokud je cela koule uvnit¥ myslené plochy uzité pro Gausstv zakon, pak lez{ uvnitf této
plochy cely naboj koule, ktery muZzeme vypocist v pfipadé homogenné nabité kole jako soucin
jejiho objemu a objemové hustoty naboje

4
Q = §7TR3p.
Gausstv zakon tedy vede k rovnici
4T R3p pR3
Anr?B(r) = =  E(r)= :
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Pokud uvniti myslené plochy lezi pouze ¢éast koule, tak musime vzit v ivahu, ndboj Q je pouze
¢ast z celkového naboje, ktera je obsazena uvnitt myslené plochy (t.j. uvniti koule poloméru r)

4
Q= gm"gp.
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Gaussuv zakon tedy vede k rovnici

4 3
4 B(r) = 7;;"0,0 = E(r)=—.

Velikost intenzity elektrického pole je tedy

L <R,
380
IE(T) = ]%3
id r > R.
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P1i urceni potencialu elektrického pole muzeme vyjit z urené intenzity. Vime, Ze musi platit
E(F) = —V¢(7). Vzhledem k symetrii problému lze ocekévat, Ze potencidl bude zaviset pouze
na vzdalenosti r od stfedu, t.j. ¢(7) = ¢(r). Pii vypoctu gradientu vyuzijeme toho, ze zavislost
potencialu na x, y a z je dana funkei slozenou z funkce ¢(r) zavisejici na r a funkce r(z,y, z) =

/22 4+ y2 + 22. Naptiklad pacialni derivace vzhledem k z je pak dana

0¢(r(z,y,2))) deor do T

Ox _Ea_dr,/q;Q_Fy?_FZ?'
Stejnym zptsobem muzeme dopodist i derivace podle y a z potfebné k vyjadieni gradientu

do 7
Vo(r) = —-.
¢(r) drr
Uvédomime-li si, ze 7/r je jednotkovy vektor sméfujici od stfedu — t.j. jednotkovy vektor ve
stejném sméru jako vektor elektrické intenzity, mizeme zapsat vztah mezi potencidlem a velikosti
elektrické intenzity jako

E(r) = fj—f = o(r) = /E(r)dr.

V oblasti vné koule (r > R) dostaneme

pR3 pR3
N =— [ E(r)dr = — dr = ,
dr>gr(T) / (r)dr /3507"2 r Seor + Cy

zatimco v oblasti uvnitf koule (r < R) dostaneme

2
pr pr
r)=— [ E(r)dr=— [ —dr =—-"—+4C5.
renlr) = [ Bw) = 10,
Jak jste si mohli v8&imnout, vysledky obsahuji dvé integracni konstanty Cy a Cs. Tyto konstanty
nejsou nezavislé, nebot potencial musi byt spojitou funkci. Pro hodnotu » = R, kdy lze potencial
vyjadiit obéma z rovnic tedy musi platit

]%2 1%2 ]%2
br<r(R) = d>r(R) = P i=C"10 = o=C"4c.
beo 3eo 2e0
Potencial elektrického pole je tedy dan jako
2 2
R
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Valcova symetrie

Valcova symetrie se vyznacuje tim, Ze existuje osa podél niz se mizeme posunovat a kolem niz
se muzeme otacet bez toho, abychom pozorovali jakoukoliv zménu. Tato symetrie se uplatni p¥i
hledéani elektrického pole (a potencialu) od primky, nekoneéné dlouhého vélce, nebo nekonecné
dlouhého pléasté vélce, pokud je zaroven splnéna podminka, Ze hustota naboje zavisi pouze na
vzdélenosti od osy.

Jako piiklad si spolteme elektrickou intenzitu a potencidl od nekonecné dlouhého vélce
poloméru R nabitého hustotou naboje zavislou na vzdalenosti od osy valce jako p(r) = Kr,
kde K je konstanta a 7 je vzdalenost od osy.

Podobnym zpisobem jako v pfipadé sférické symetrie mizeme dojit k zavéru, ze elektricka
intenzita nemtize zaviset na poloze podél osy vélce (souradnice z ve valcovych souradnicich), a na
poloze kolem osy (1hel ¢ ve valcovych soufadnicich). Jediné na ¢em mize zaviset je vzdalenost od
osy vélce, kterou budeme znacit r. Co se tyce sméru vektoru elektrické intenzity, tak tento vektor
si miZzeme rozlozit na tii Casti — Cast E}, ktera sméfuje smérem od osy, Cést Ez, ktera smétuje
podél osy a cast E¢, kterd je tecna ke kruznici obfhajici osu. Nyni si mizeme predstavit, Zze
provedeme otoceni o ihel 7 kolem osy kolmé na osu Valce V porovnani s neotoCenym systémem
se nam zmeéni smér vektoru E a E¢, zatimco vektor E zustane nezménén. Protoze zkoumany
systém je totozny pied i po provedeni otoceni, vektor elektrické intenzity by mél ztistat nezménén.
Tuto podminku je mozné splnit pouze pokud budou vektory Ez a E¢ nulové. Dosli jsme tedy k
zévéru, ze vektor elektrické intenzity musi sméfovat smérem od osy valce a jeho velikost miize
zéviset pouze na vzdalenosti od osy.

Pro uziti Gaussova zédkonu budeme uvazovat plochu obklopujici valec poloméru r a délky [.

~: ¥z

Plo$ny integral na levé strané Gaussova zakona muzeme rozd€lit na tii ¢asti

#E(f‘)-dﬁ:// E(f‘)~d§+// E(f‘)-d§+// B - d§
plast valce 1. podstava 2. podstava



Jelikoz normalové vektory k podstavam valce jsou kolmé ne vektory elektrické intenzity, budou
diky skalarnimu soucinu (skalarni soudin vzajemné kolmych vektori je nula) vysledky druhého
a tfetiho prispévku rovny nule. Jediny nenulovy piispévek bude od plasté valce. Uzitim toho, Ze
normélovy vektor k plasti valce je ve v8ech bodech rovnobézny s vektorem elektrické intenzity,
ze velikost elektrické intenzity zavisi pouze na vzdalenosti od osy, ktera je stejna pro vsSechny
body plasté valce a vzorce pro plochu plasté valce dostaneme

# E(f)-dS = // E(f)-d§ = // E(r)dS = E(r) // dS = 27l E(r).
plast valce plast valce plast valce

¥ vz

V pripadé, Zze r > R je naboj uvnitf myslené plochy dan nabojem uvnitt ¢asti valce délky [
a poloméru R. Vzhledem k tomu, Ze hustota naboje neni konstantni, musime vypocist naboj @
pomoci objemového integralu z hustoty objemového naboje

Q= /// (FdV’ = /%// Kr' - r'dr'dy'de’ = K%fgl

kde jsme vyuzili parametrizace ve valcovych soufadnicich (dV’ = r'dr’dz'd¢’). Carkované souiad-
nice jsme uzili proto, aby nemohlo dojit zdméné integraéni proménné r’ s parametrem r, kterym
znaCime polomér plasté valce u myslené plochy v Gaussové zakonu. Z Gaussova zékona tedy
dostaneme

2w R% KR?
=  BE(r)=
3o (r)

V pripadé, ze r < R tak musime vzit v Gvahu, naboj Q) je pouze ¢ast z celkového naboje,
ktera je obsaZena uvnitf myslené plochy

2 plo opr 3
- 2
Q= /// p(rdV’ = / / / Kr'-r'dr'dZ'd¢’ = K il l,
o JoJo 3

7 Gaussova zakona tedy dostaneme

2rrlE(r) = K
3€0T

27131 Kr?
= E(r) =
350 (T> 360

2rrlE(r) = K

Podobnym zptsobem jako v piipadé sférické symetrie lze ukazat, Ze elektricky potencial musi
byt funkci pouze vzdélenosti od osy a ze plati

E(r)= (jlf = o(r) = —/E(r)dr

kde r = /22 + 42 je vzdalenost od osy. V oblasti vné a uvnit¥ valce pak miiZeme vypocist
potencial jako

KR3
Or>R(T / E(r Inr + Cq,
 3g0
zatimco v oblasti uvnit¥ koule (r < R) dostaneme
3
st =~ [ B =2,
9 €0
7 podminky, Ze potencial je spojity pro r = R pak muZeme vyjadrit jednu z integracnich konstant
KR KR?
qbrgR(R) = gbrzR(R) = Cy = — InR+ C.
960 360

Velikost elektrické intenzity a potencidlu je tedy déana jako

Kr? KR3
37; r < R7 — 3 Inr + Cl r < Ra

E(r) — 0 _ 0
Y ke r>R o Kt KR OKRY b r>R
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Rovinna symetrie

Rovinna symetrie znamené, Ze existuje rovina podél niz se lze posouvat bez toho, abychom
pozorovali jakoukoliv zménu. Rovnéz lze bez pozorovani jakykoliv zmén provadét otaceni kolem
osy kolmé na tuto rovinu. V tomto piipad€ lze ukéizat, Ze vektor elektrické intenzity je kolmy
na tuto plochu a jeho velikost zavisi pouze na souradnici ve sméru kolmém k této plose (kterou
budeme znadit z).

Typickym piikladem, ktery uzijeme jako piiklad, kdy se tato symetrie se uplatni, je hledani
elektrické intenzity a potencidlu od nekonecné velké rovné desky nabité konstantnim plosnym
nabojem o. V tomto piipadé rovnéz muzeme uzit toho, Ze nebudeme pozorovat zadnou zménu,
kdyz desku prevratime. Uvazujme elektrickou intenzitu ve dvou bodech stejné vzdalenych od
desky, ale lezicich naproti sobé na opac¢nych stranach desky. Po preklopeni desky dojde k zaméné
téchto bodt a zarovenn k otoceni smért elektrické intenzity. Protoze pfeklopeni nemiize zménit
rozlozeni intenzity elektrického pole, musi mit elektrické intenzity v obou uvaZovanych bodech
stejnou velikost a opa¢ny smér.

Jako myslenou plochu zvolime povrch valce poloméru R a vysky 2] umistény tak, Ze jeho osa
je kolma na nabitou desku a stied valce lezi na této plose, t.j. stejné ¢ast valce je v prostoru nad
deskou a pod deskou.

-

Plogny integral na levé strané Gaussova zédkona muzeme rozdélit na t¥i ¢asti

# B() - dS = // B(Mds + // B(7ds + // B(ds
plast valce podstava nahore podstava dole

Protoze normélovy vektor k plasti valce je vzdy kolmy ke sméru elektrické intenzity, nedostaneme
zadny piispévek od integralu pies plast valce. Protoze horni a spodni podstava maji stejnou
vzdélenost od desky, musi mit elektrickd intenzita na téchto podstavach stejnou velikost (ale
opa¢ny smér). Vezmeme-li v ivahu, Ze normaly k podstavam jsou rovnobézné s vektory elektrické
intenzity, miZzeme psat

#E(F) Ld§ = // £(1) - a5 + // B() - ds
podstava nahore podstava dole
= E(l) // ds + E(1) // dS = 2rR*E(),
podstava nahore podstava dole

kde E(l) znaci velikost elektrické intenzity ve vzdalenosti [ od desky.



N&aboj uvnitf myslené plochy je dan nédbojem plochy nesené kruhem vytyCenym prunikem
valcem s nabitou plochou, t.j.

Q = mR%0.
7 Gaussova zakona tedy dostavame
TR%0 o
2rR°E(l) = =  EBE(l)=-—.
TRE() = — =52

Uvézime-li, ze v prostoru nad deskou smétuje elektrické intenzita nahoru a v prostoru pod deskou
dolu, mizeme z-tovou slozku elektrické intenzitu vyjadrit jako

2i z >0,
13
E.(z) = - 0

Ze symetrie plyne, Ze potencial mize zaviset pouze na soutadnici z. Ze vztahu mezi elektrickou
intenzitou a potencidlem pak plyne

E.(z)= —j—f = o(z) = —/E(z)dz.

Integraci elektrické intenzity a volbou integra¢nich konstant tak, aby byl potenciél spojity pak

dostavame vysledek
oz

—?—i-C ZZO,

o() =4 oz
+—4+C z < 0.

260

S uzitim absolutni hodnoty pak muzeme elektrickou intenzitu a potencial zapsat jako

B() = o) = -2
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