Cviceni 6 - Dielektrika

Polarizaci dielektrika popisujeme pomoci vektorového pole P. V Gaussové zakonu pak kromé
objemové hustoty naboje p odpovidajici generujicim nabojim uvazujeme rovnéz objemovou hus-
totu naboje ppo1 vzniklou v diisledku polarizace dielektrika. Lze ukéazat, Ze tuto hustotu naboje
lze vyjadrit pomoci vektoru polarizace jako

Ppol = ~VP.

ZapiSeme-li Gausstiv zékon zahrnujici obé zminéné hustoty naboje a vyuzijeme vyjadieni ppo
pomoci P, tak dostaneme

_ VP =5
VE:m:ﬁ_i = V(eoE+ P) =p.
£0 €0 €0

Vyraz uvnitf zavorky definuje nové vektorové pole D nazyvané elektricka indukce
D =¢eyE + P.
S pomoci tohoto vektorového pole lze zapsat Gausstiv zdkon velmi kompaktnim zptsobem

VD = p.

V integralnim tvaru pak dostaneme Gaussiuv zédkon dany nasledovné

#ﬁ-dng,
S

kde @ reprezentuje velikost generujiciho naboje ohrani¢eného plochou S.
Kromé Gaussova zékona budeme jesté potifebovat Faradaytv zékon

VXE:O,

yﬁﬁ.df:o.

V mnoha ptipadech lze predpokladat, ze vektor elektrické indukce je linearné tmérny elek-
trické intenzité

nebo v integralnim tvaru

— —

D= E()ETE,

kde konstanta ¢, se nazyva relativni permitivita.

Gaussiv zakon pro dielektrika

Uvazujme kouli z dielektrika s relativni permitivitou €, poloméru Re s kulovou dutinou poloméru
Ry. Ve stiedu kulové dutiny, kteréd splyva se stfedem koule, je umistén bodovy néaboj velikosti
Q. Nasim tkolem je urcit rozlozeni elektrické intenzity, elektrické indukce a polarizace.




Nejdfive uréime elektrickou indukci. Ze symetrie problému vime, Ze elektrickd indukce musi
v8ude sméfovat od stfedu a jeji velikost bude zaviset pouze na vzdalenosti od stfedu, kterou
budeme znacit symbolem r. Pro Gausstv zédkon budeme uvazovat mySlenou plochu tvorenou
povrchem koule poloméru r (a stfedem ve stejném bodé jako je st¥ed koule a dutiny). Z Gaussova
zékona dostaneme

4nr?D(r) = Q,

kde jsme vyuzili toho, Ze vektor elektrické indukce je vzdy rovnobé&zny s normalovym vektorem k
ploSe a velikost elektrické indukce zévisi pouze na r. Poznamenejme, Ze at je polomér r jakykoliv,
myslena plocha vzdy obklopuje bodovy naboj Q. Velikost elektrické indukce je tedy (nezavisle
na tom, zda se bod, ve kterém ji uréujeme, nachazi uvniti nebo vné dielektrika)

Q

Vztah mezi elektrickou indukei a elektrickou intenzitou bude jiny, budeme-li uvnit¥ nebo vné
dielektrika. Pro r < R; (mimo dielektrikum, kde predpokladdame vakuum) plati

5 = D(r) Q
D =¢FE E(r) = = .
=0 = (T) €0 47[‘60’/“2
Pro Ry < r < Ry (v dielektriku) plati
D(r) @

5 = €o€ E = FE((r)= = .
" (r) E0Er 4dmege,r?

Pro Ry < r (mimo dielektrikum, kde predpokladame vakuum) plati

D(r) Q

g0 Amegr?’

D=¢E = E(r)=

Velikost vektoru polarizace mizeme urcit ze vztahu mezi vektorem elektrické indukce, elektrické
intenzity a vektorem polarizace

D= €OE +P = P(r) = D(r) —eoE(r)

Elektricka intenzita a polarizace jsou tedy dény vztahem

Q
4dmeqr? r< R, 0 r < Ry,
Q Q 1
Er)y=¢ ——— Ri<r<R P(r)= 1-—— R <r < Ry,
(r) dmege,r? L= 2 (r) 472 & L= 2
Q RQ < T, 0 RQ <r.
\ 47eqgr?

Objemovou hustotu polariza¢niho naboje lze vypocist vztahem
Ppol = -VP

V oblastech r < Ry, R1 < r < Ry a Ry < r je objemova hustota polariza¢niho nédboje rovna
nule, jak lze snadno ovérit dosazenim do tohoto vztahu. Na povrsich dielektrika, tj. pro poloméry
R; a Ry se vSak nachézi indukovany naboj, ktery mtizeme popsat pomoci plogné hustoty naboje.

Predstavme-si rozhrani mezi dvéma dielektriky s relativnimi permitivitami .4 a €,p (tento
pripad zahrnuje i to, kdyZ je nékteré z prostfedi vakuum, které ma relativn{ permitivitu rovnu
jedné). Nyni si pfedstavme myslenou plochu tvaru povrchu vélce zanedbatelné vysky, ktera je
umisténa tak, Ze jedna z podstav se nachazi v prvnim prostiedi a druhé postava se nachézi v
druhém prostiedi.



\\‘i
Ze vztahu mezi ppo & P dostaneme s uzitim Gaussovy véty (kterda ndm umozni pfevést objemovy
integral na plosny integréal)

Ppol = —VP = Qpo= /// PpoldV = // VPV = — # P.dS.
\% \%4 S

Budeme-li predpokladat, ze polomér R podstav je tak maly, Ze vektor elektrické polarizace a plos-
nou hustotu nédboje na rozhrani lze povazovat v oblasti valce z konstantni, pak z vySe uvedeného
vztahu dostaneme pro vyse popsanou plochu

onlz’/TRZO'pOl:—#ﬁ‘dgz—ﬁR2ﬁ'ﬁA+ﬂR2ﬁ-ﬁB = O'polz—’r_i‘PA-l-ﬁ-ﬁ,
S

kde ndboj Qo1 jsme vypocetli z plosné hustoty naboje a velkosti plochy rozhrani uzaviené uvniti
valce. VSimnéte si, ze z ploSného integralu jsme dostali pouze piispévky odpovidajici podstavam
valce, prispévek odpovidajici plasti valce jsme mohli zanedbat, protoze predpokladame, Ze valec
mé zanedbatelnou vysku.

Pomoci tohoto vztahu mizeme vypodist velikost plosnych naboji na povrchu dielektrika (t.j.
rozhrani mezi vakuem a dielektrikem)

Q 1
OR, = _PR1<T<R2(R1) + PT<R1 (Rl) == _47TR% 1-— ; )

Q 1
ORy, = _PR2<7'(R2) + PR1<T<R2 (RZ) - m 1- ; .

Nyni provedeme vypocet elektrické intenzity s uzitim bez uziti vektoru elektrické indukce. K
tomu uzijeme Gaussova zakona ve tvaru kdy naboj na pravé strané zahrnuje jak generujici tak
polariza¢ni naboje

Pro r < R; je myslenou plochou obklopen pouze bodovy naboj Q

Q Q
4rr’B(r) =< = E(r)=-——.
mrB(r) €0 (r) 4degr?
Pro R; < r < Ry je myslenou plochou obklopen jak bodovy naboj ) tak plosny naboj og,
rozprostieny po vnitini plose dielektrika

Q
= FEIr)=-———.
E0Er (r) dmeoe,r?

1
4rr?B(r) = = (Q+ ATRiopR,) =
0

Pro Ry < r je myslenou plochou obklopen jak bodovy naboj ) tak plosné naboje or, a org,
rozprostiené po vnitini a vnéjsi plose dielektrika

1 Q ¢
42 E(r) = o~ (Q + 4nRiop, + 47 R30p,) = 2 = E(r) = pr—



Kondenzator s dielektrikem

Nasim tkolem bude urcit kapacitu kondenzéatoru s elektrodami tvorenym soustiednymi kulovymi
slupkami s poloméry Ry a Ra. Prostor mezi elektrodami je vyplnén dielektrikem, jehoz relativni
permitivita zavisi na vzdalenosti od stredu podle predpisu €,(r) = Kr.

Pro vypocet predpokladejme, Ze vnitini elektroda je nabitd nabojem +@ a vnéjsi nabojem
—Q. Z Gaussova zakona muzeme vypocist velikost elektrické indukce v prostoru mezi elektrodami,
kde vzdalenost od stiedu elektrod spliiuje podminku Ry < r < Ro

4r?D(r)=Q = D(r)= —432
7 velikosti elektrické indukce pak muzeme spocist velikost elektrické intenzity
S 5 _ D(r) @

D =¢pe.(r)E = E(r)= Py o Rl ey o
T

V piipade sférické symetrie plati mezi elektrickou intenzitou a potencidlem vztah E(r) = —¢'(r),
kde ¢arka znaci derivaci podle r. Napéti mezi elektrodami tudiz mtzeme vypocist nasledovné

Ro Ro
U=¢(R1)—d(Ry) = = [¢(")][25, == |  ¢'(r)dr= [  E(r)dr= @ (1 _1>7

R R 87T€0K Rif ng

kde jsme vyuzili toho, Ze ¢(r) je primitivni funkce k ¢'(r). Kapacita kondenzatoru je tudiz rovna

Q 8meg K
s s
Rl R2

Kapacitu uvazovaného kondenzatoru miZzeme vypocist i jinym zpisobem. Prostor mezi elek-
trodami si mizeme rozdélit na tenké kulové slupky velmi malé tloustky. Kazdou kulovou slupku
si pak predstavime jako samostatny kondenzator. Z uspofadani slupek je zifejmé, Ze ptvodni
kondenzator dostaneme tak, Ze tyto kondenzatory sefadime do série, t.j. musi platit

11 n 1 n
cC ¢ O ’
kde Cy,Cs, ... jsou kapacity kondenzatortu tvofenymi jednotlivymi slupkami. V piipadé, Ze jsou

slupky velmi tenké, tak miizeme zanedbat k¥ivost elektrod a vypocist kapacitu téchto kondenza-
tort jako kdyby se jednalo o deskové kondenzatory
€0 S

. =
k I ;

kde S je plocha elektrod, [ jejich vzdalenost a e, je relativni permitivita dielektrika. Rozdélime-li
interval od R; do Rs na nekone¢ny pocet infinitesimélné dlouhych tsekd, t.j. provedeme rozdéleni
na infinitesimalné tlusté slupky, pak ve vztahu pro kapacitu kondenzatoru musime ze sumy udélat

integral
1 R /1
c - d ( > ’
C R C

kde s vyuzitim vztahu pro deskovy kondenzator miZeme zapsat prispévek od jedné infinitesimélné

tlusté slupky jako
d 1Y\ _ goer(r)dmr? - B dr
c) dr  dmr2epe.(r)’

kde jsme za plochu desek dosadili plochu povrchu koule 4712 a za vzdalenost desek dr. Poz-
namenejme, ze pii dosazovani za relativni permitivitu nesmime zapomenout na to Ze se jedna o
funkci vzdalenosti od stfedu. Dostaneme tedy

1 [y(L _/RQdT_/RZ dr 1 (1 1
C R c) R drrlegen(r) R AregKr3  8megK R? R%)’
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Odtud dostaneme

- 8megK
-1 _ 1-
Rf  R3

Vtahovani dielektrika do kondenzatoru

Uvazujme deskovy kondenzator s elektrodami tvaru ¢tverce s hranami délky a vzdalenosti elek-
trod L. Vzdalenost elektrod je mnohem mensi nez rozméry elektrod. Do prostoru mezi elektrody
Ize zasouvat desku z dielektrika, kterda ma stejnou tlouStku jako je mezera mezi elektrodami.
Nasim tkolem bude zjistit silu, kterou je tato deska vtahovana do prostoru mezi elektrody,
pokud je napéti na kondenzatoru rovno U.

H

Predvedeme si dvé metody jak se dostat k tomuto vysledku.

Kondenzétor si muzeme rozdélit na dvé ¢asti, ¢ast ke neni zastréené dielektrikum a ¢éast do
které je zastréené dielektrikum. Kazdou ¢ast si muzeme predstavit jako samostatny kondenzétor,
a kapacitu kondenzatoru zahrnujici obé ¢asti pak spocist jako paralelni spojeni téchto dvou
kondenzatort.

eola —x)a
Chez dielektrika = (L)a Cs diclektrikem =
goa(a + (er — 1x)
i3 .

Prvni metoda vyuzije principu virtudlni prace a bude pfedpokladat, ze ndboj na deskéch je
konstantni. Dojde-li k zasunuti desky z dielektrika o infinitesimalni vzdélenost dx, vykondme na
systému praci —Fdz, kde F' je velikost sily, kterou je deska vtahovana mezi elektrody (ptisobici
ve sméru zasouvani desky). Vnitini energie se musi zvysit o vykonanou praci

E0ErTaA
L )

C(x) = Cbez dielektrika 1 C's dielektrikem =

d€ = —Fdx.
Energie kondenzatoru kapacity C(z) nabitého ndbojem @ je dana vztahem
Q2
- 2C(x)

Jelikoz predpokladame, Ze naboj na deskich ztstava béhem procesu zasouvani desky nemeénny,
miiZe se energie kondenzatoru meénit jen diky zavislosti kapacity na zasunuti x desky z dielektrika.
Zménu energie pii zasunuti o dr muZzeme vypocist pomoci derivace vzhledem k x

£

dé Q?* doC dC  eo(er — 1)a
dé = —dzx = ————d —_— =
dz 2C%(x) dx “ dzx L
Dosazenim do rovnice pro zménu vnitini energie dostaneme
Q? dC Q?* dC
—————dzx = —-Fd = F=_———.
2C%(z) dx v v 2C2%(z) dx

Jelikoz naboj kondenzatoru lze zapsat jako @ = C'(z)U, lze tento vysledek zapsat také jako

p_ UPC _ U2 s(er = 1a
2dx 2 L '



Poznamenejme, Ze dosazeni za () jsme museli provést az poté co jsme provedli derivaci energie
podle x.

Druhé metoda rovnéz vyuzije principu virtualni prace, nyni vS8ak budeme pfedpokladat,
Ze napéti na deskich je konstantni. Dojde-li k zasunuti desky z dielektrika o infinitesimalni
vzdélenost dz, vykoname na systému mechanickou praci —Fdz, rovnéZz vSak pfi tomto procesu
dojde k vyméné naboje mezi zdrojem a kondenzatorem. Aby ztstalo napéti na kondenzatoru kon-
stantni, musi se naboj na deskach zvysit o dQ). Muzeme si to predstavit tak, ze ze zaporné elek-
trody odebereme naboj velikosti dQ, takZze se naboj na této elektrodé zméni z —Q) na —Q —dQ), a
tento naboj presuneme ke kladné elektrodé, takze naboj kladné elektrody se zvysi z QQ na Q+dQ.
P1i tomto procesu musime naboj d@ presunout pies potencidlovy rozdil rovny velikosti napéti
na kondenzatoru, musime tedy vykonat praci UdQ. Pro zménu vnitini energie tedy plati

A€ = —Fdz + UdQ.

Energie a naboj kondenzatoru kapacity C'(x) nabitého na napéti U jsou dany vztahy

C(x)U?
&= (’;) Q= C(z)U.
Zménu energie a ndboje pfi zasunuti o dr miZeme vypocist pomoci derivace vzhledem k x
d& U?dc dC

Jelikoz predpokladame, Ze napéti na deskach ztistava béhem procesu zasouvani desky konstantni,
pii derivaci £ a @ jsme U povaZovali za konstantu. Dosazenim do rovnice pro zménu vnitini
energie dostaneme

U?dc U 2dc

dC
Z dr=—F 2= F=_ "
5 dxda: de +U dxdx = 5 1

Nemélo by byt prekvapivé, Ze jsme dosli ke stejnému vysledku jako v pripadé prvni metody.

Naboj pohibeny v dielektriku

Predstavme si rozhrani mezi dvéma dielektriky. Na rozhrani si mtizeme predstavit mysSlenou
plochu tvaru povrchu valce zanedbatelné vysky, ktera je umisténa tak, Ze jedna z podstav se
nachazi v prvnim dielektriku a druhd v druhém dielektriku. Polomér valce mutzeme zvolit tak
maly, Ze zména vektoru elektrické indukce v prvnim a druhém mediu bude tak mal4, Ze tyto
vektory budeme moci povazovat v této oblasti za konstantni. Nebudeme-li uvazovat na rozhrani
zadné generujici naboje (ne rozhrani budou polarizaéni naboje, ale vliv téchto naboju je jiz
zahrnut do pole elektrické indukee), pak z Gaussova zédkona dostaneme

fpoas= [ Base | Bease | BaS—awiiDa-nstiBa—o.
1.podstava 2.podstava plast

pricemz prispévek od plasté jsme mohli zanedbali protoze predpokladame, Ze valec ma zaned-
batelnou vysku. Dostavame tedy podminku

it Dy =it Dg,

ktera riké, Ze ¢ast vektoru elektrické indukce kolmé4 k rozhrani se zachovava.

Podobnym zptisobem si miizeme u rozhrani predstavit kifivku tvaru obdélniku umisténou
tak, Zze horni hrana lezi v prvnim dielektriku a spodni hrana ve spodnim dielektriku. Zvolime-li
navic bo¢ni strany obdélniku tak malé, Ze jejich prispévky do kiivkového integréalu budeme moci
zanedbat, pak z Faradayova zdkona dostaneme

yﬁﬁ.df:/ E-df+/ B.dl=Lf By~ Li- By =0
horni hrana dolni hrana
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kde # je vektor jednotkové velikosti sméfujici podél spodni a horni hrany obdélniku a L je délka
téchto hran. Z umisténi obdélniku u rozhrani je zfejmé, e t je vektor te¢ny k rozhrani. Ziskana
podminka

t-E,=1t-Ep
tedy ik, Zze ¢ast vektoru elektrické intenzity teéna k rozhrani se na rozhrani mezi dielektriky
zachovava.

A

2 =
=2 /\DA E7 /EA
. Lt
— ==
| /Dn " , ,7/\ .
T P

Predpokladejme, Ze v poloprostor z < 0 je vyplnén dielektrikem s relativni permitivitou &,
zatimco poloprostor z > 0 je prazdny (vakuum). Uvnitr dielektrika je ve vzdélenosti L umistén
bodovy néaboj velikosti ). Nasim tikolem bude urcit rozloZzeni elektrické indukce a intenzity v
tomto systému.

Budeme postupovat tak, ze vyuzijeme metodu zrcadlovych néboju a elektrickou indukci a
intenzitu si vyjadiime zvlast pro poloprostor z < 0 a z > 0. Takto zapsané vysledky budou zaviset
na velikostech (zatim neznamych) zrcadlovych naboju. V dalsim kroku pak ur¢ime velikosti téchto
naboju tak, aby byly pro elektrickou intenzitu a indukci splnény podminky na rozhrani.

Pro urceni elektrického pole v oblasti z < 0 si predstavme, Ze cely prostor je vyplnén dielek-
trikem s relativni permitivitou ,. Naboj @ je umistén v bodé (0,0, —L). Kromé tohoto naboje
budeme uvazovat dalsi naboj velikosti Q' umistény zrcadlové vi¢i tomuto naboji vzhledem k
roviné z-y, t.j. v bodé (0,0, L). Vektory elektrické indukce a intenzity je pak mozné vyjadiit
pomoci superpozice pfispévkt od jednotlivych bodovych naboji

O P A G M) O @yz=l)
AT, Y, A7 ($2—|—y2+(2+[/)2)3/2 A (1}2—|—y2—|—(Z—L)2)3/27
/ —
EA($>y7 Z) = Q (l‘,y,Z—FL) Q (Z‘,y,Z L)

 dmeoey (22 + 2+ (2 4+ L)2)3/2  dmeoer (22 492 + (2 — L)2)3/2°

Pro urceni elektrického pole v oblasti z > 0 si predstavme, Ze cely prostor je vakuum. V horni
Casti poloprostoru se nenachézi zadny naboj a ve spodni ¢asti poloprostoru budeme uvazovat
naboj Q" v bodé (0,0, —L). Vektory elektrické indukce a intenzity jsou pak dany jako

— Q” (LU,y,Z-i-L)
D ==

B2 = o @ T 4 1 L
EB(JZ’ y Z) Q// ((IZ,y,Z—i—L)

- dreg (22 + 42 + (2 + L)2)3/2°

Na rozhrani mezi dielektrikem a vakuem (t.j. pro z = 0) se musi zachovat te¢né slozky
elektrické intenzity (t.j. = a y slozky) a rovnéZz slozka elektrické indukce kolmé k rozhrani (t.j.
slozka z). Musi tedy byt splnény podminky

EA,:E(J:7y7O) = EB’x(l',y,O), EA’y(CL',y,O) = EB,y(xayvo)v DA,Z(x’yvo) = -DB,Z(xaya 0)7

Po dosazeni dostaneme nasledujici podminky:

Q T Q' T Q" "

dreper (22 + y2 + L2)3/2 + dreger (22 + y2 + L2)3/2 ~ 4reg (22 +y2 + L2)3/2
Q y L9 y _ @ y

dreger (22 4+ y2 + L2)3/2  dmepe, (22 +y2 + L2)3/2 dmeg (a2 4 y2 + L2)3/2°
Q L Q' —L Q" I

E(:pz +y2 + L2)3/2 + E(xz + 2+ L2)32 E(xz +y2 + L2)3/2



které jsou splnény pro pravé kdyz plati

Q+Q :Q//, Q_Q/:QH-

Er

Z téchto dvou podminek miZzeme najit feseni pro Q' a Q"

2

; &r—1 "n__
Q_er—FlQ’ @ _5r+1Q'
Vysledkem je tedy
(2
Q (x,y,2+ L) .0,
B ) e+ 14w (22 + 92 + (2 + L)2)3/2
T,Y,2) =
4 Q (x,y,z+ L) & —-1Q (x,y,z— L) v <0
A (22 +y2 + (2 + L)2)3/2 e+ 1dm (22 +y2 + (2 — L)2)3/2’ ’
2 L
Q (z,y,2+1L) 20,
E( ) er + 1dmeg (22 + y2 + (2 + L)2)3/2
x,Y,z) =
Y Q (xayaz+L) 57'_1 Q (.’L‘,y,Z—L) 2 <0
\47T€0€7~ ($2+y2+(Z+L)2)3/2 €T+147r€0€7“ ($2+y2+(z—L)2)3/2’ )



