Cviceni 7 - Ohmiv zakon a Kirchhoffovy zakony

Hustota elektrického proudu a proud

Elektricky proud lze vyjadrit jako mnozstvi elektrického naboje presunutého za jednotku casu

_dQ
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Proud protékajici danou plochou lze také zapsat pomoci plosného integralu II. druhu z hustoty
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Je-li proud tvoren rovnomérnym pohybem nabitych ¢astic, pak lze proudovou hustotu zapsat
jako soucin vektoru rychlosti téchto ¢astic a objemové hustoty naboje téchto céstic

elektrického proudu ;

J = pv.

Uvazujme tyc¢ kruhového priifezu poloméru R homogenné nabitou objemovou hustotou naboje
p. Osa tyce splyvé s osou z a tyc¢ se pohybuje rychlosti v ve sméru své osy. Ukolem bude urcit
velikost proudu, kterd protéka pres plochu tvorenou rovinnou x-y.
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Proud muzeme vypocist dvéma zpiisoby. Uvazujme kratky ¢asovy tsek dt. Za tento Cas se pres
plochu pfesune kus nabité tyce délky vdt a objemu wR?vdt. ProtozZe je ty¢ homogenné nabita,
odpovida to mnozstvi nadboje dQ = mwR?pvdt. Proud pak miizeme vyjadfit jako mnozstvi naboje
preneseného za jednotku casu

Druhy zpusob jak postupovat, je to ze si vyjadiime vektor hustoty elektrického proudu uvnit¥
tyCe (vné tyce je nulovy)
= pt = (0,0, pv).

Proud pak mutzeme vypocist pomoci plosného integrilu

I:// j-dﬁ:// j-dS =wRpv,
rovina xy prufez tycCe

kde jsme vyuzili toho, Ze nenulovy prispévek dostaneme pouze v mistech roviny xy, kde se tato
rovina protina s tyci.

Ohmiv zakon
Ohmiv zékon udéava linearni zavislost mezi ubytkem napéti a proudem
U = RI,

pri¢emz konstanta timérnosti se nazyva elektricky odpor. Soucéstka, které je vytvorena tak, aby
pokud mozno co nejidealnéji realizovala toto chovani se nazyva rezistor.



V diferencidlnim tvaru reprezentujeme Ohmuv zdkon jako zdkon tmérnosti mezi vektorem
elektrické intenzity a vektorem proudové hustoty

E:ij,

kde konstanta tumeérnosti se nazyva rezistivita (nebo mérny elektricky odpor). Pfevracena hod-
nota rezistivity o,, = 1/py, se nazyva konduktivita (nebo mérna elektricka vodivost).

Nasim tikolem bude urcit elektricky odpor rezistoru tvoreného kvadiikem z materidlu s rezis-
tivitou py,. Dvé protilehlé stény kvadriku jsou pokryty vodivymi elektrodami se zanedbatelnym
odporem a k témto elektrodam jsou pripojeny vyvody rezistoru. Plocha kazdé ze stén je rovna
S. Délka kvadriku je takova, Ze vzdéalenost mezi elektrodami je L.
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Mizeme piedpokladat, ze vektor proudové hustoty je konstantni v celém objemu kvadiiku a
sméfuje od jedné elektrody k druhé, t.j.

7 =1(0,0,7,).

Proud vtékajici/vytékajici z rezistoru lze vypoéist plosnym integralem pies plochu elektrody

I—//}dﬁ—jz//dS—sz,

kde jsme vyuzili toho, Ze vektor proudové hustoty je rovnobézny s normaélou k plose a toho,
ze j, je konstantni. Vektor elektrické intenzity vyjadiime z vektoru proudové hustoty pomoci
diferencidlniho Ohmova zékona .

E = ij: (0,0, pmj=)-

Napéti mezi elektrodami pak muzeme vypocist pomoci kiivkového integralu z vektoru elek-
trické intenzity pres kiivku zacinajici na jedné elektrodé a koncici na druhé elektrodé. Nebo,
uvédomime-li si, ze vektor elektrické intenzity je konstantni a sméfuje od jedné elektrody k
druhé, mtzeme napéti vypocist jako soucin velikosti elektrické intenzity a vzdalenosti elektrod

U=EL=pj.L.

Elektricky odpor pak muZzeme vyjadrit jako podil ubytku napéti na rezistoru (napéti mezi elek-
trodami) a proudu protékajiciho rezistorem (proud pfes elektrody)
R = g = M
1 S
Jako dalsi priklad si vypocteme odpor rezistoru vytvoreného tak, Ze vyvody rezistoru jsou
pripojeny ke dvéma vodivym elektrodam zanedbatelného odporu tvaru kulovych slupek s poloméry
Ry a Ry. Stredy kulovych slupek tvorici elektrody lezi ve stejném bodé. Prostor mezi elektrodami
je vyplnén prostiedim s rezistivitou zavislou na vzdalenosti od stfedu podle predpisu pp,(r) = Kr.



Ze symetrie problému je ziejmé, ze vektor hustoty elektrického proudu (a rovnéz vektor elektrické
intenzity) musi sméfovat od stfedu a velikost tohoto vektoru muze zaviset pouze na vzdalenosti
od stfedu. Predpokladejme, Ze proud vtéka do vnitini elektrody a vytéka vnéjsi elektrodou.
Pfedstavme si myslenou plochu tvaru povrchu koule poloméru r, kde R < r < Rs. VSechen
proud co vtéka vnitini elektrodou (a vytéka vnéjsi) musi téct pies tuto plochu. Plati tedy

I://}-d§:j(r)//dsz4wr2j(r) = j(r)zﬁlrzv

kde jsme vyuzili toho, Ze vektor hustoty proudu je kolmy k této plose a méa ve vSech bodech plochy
stejnou velikost. Z proudové hustoty mizeme pomoci diferencidlniho Ohmova zakona vypodcist

elektrickou intenzitu KT
E(r) = pm(r)j(r) = P

Napéti mezi elektrodami lze poté vypocist integralem z elektrické intenzity

Rz KI
U= E(r)dr = —ln&.
R 47 R1

Odpor rezistoru je pak dan jako podil napéti mezi elektrodami a proudem rezistorem

R = v = K In @

I 47 Ry

Odpor rezistoru lze vypoéist i jinym zptisobem. UvaZzovany rezistor si miizeme predstavit jako
sériové zapojeni mnoha rezistoru tvorenych velmi tenkymi kulovymi slupkami. Protoze tloustka
kazdé ze slupek je velmi mald, mtuZeme zanedbat kiivost této slupky a elektricky odpor této
slupky vypodist jako by se jednalo o rezistor tvaru kvadiiku se stejnou (velmi malou) tloustkou
a plochu rovnou povrchu kulové slupky. ProtoZe se vzdalenost od stfedu v ramci kulové slupky
zméni jen o nepatrnou hodnotu, miZzeme rovnéz zanedbat zévislost rezistivity na r a provést
vypocet jakoby kdyby byla rezistivita konstantni. Elektricky odpor kulové slupky poloméru r a
tloustky dr je pak roven
(r)dr  Krdr
S 4pr?’
Protoze se jedna o sériové rfazeni rezistoru, je celkovy odpor dan souctem odporu jednotlivych
slupek. V limitnim prechodu, kdy budeme uvaZzovat nekone¢ny pocet infinitesimalné tlustych
slupek pak musime vysledek vyjadrit pomoci integralu

dR = P

f2 2 Kdr K
R=| dR= PR R
Ry Rr, 4mr  Am Ry

Kirchhoffovy zakony

Prvni Kirchhofftv zékon fiké, Ze soucet vSech proudu pritékajicich do uzlu je roven nule. Pri
uziti této formulace uvazujeme proudy pritékajici do uzlu jako kladné a proudy vytékajici z uzlu
jako zaporné. Znacime-li proudy pomoci Sipek, pak to znamena ze proudy reprezentované Sipkou



sméfujicich do uzlu pfi¢itdme a proudy reprezentované Sipkou sméfujicich od uzlu odé&itédme.
Druhy Kirchhoffiiv zédkon fika, Ze soucet vSech napéti v uzaviené smycce musi byt roven nule.

Budeme uvazovat zapojeni znizornéné na obrazku (varianta RC obvodu). Ukolem bude vy-
pocist zavislost proudu odebiraného ze zdroje a napéti na kondenzatoru na c¢ase. V caset = 0 je
kondenzator vybity, t.j. napéti na kondenzatoru je rovno nule.
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7 prvniho Kirchhoffova zédkona dostaneme pro uzel A a uzel B

(A) L —1,—Io=0,
(B) —Lh+Ih+1Io=0.

Z druhého Kirchhoffova zakona dostaneme pro smycky znazornéné na obrazku napravo

(A)  U=RiI — Ryl =0,
B) Ryl —Uc =0,
€) U-Uc—Rid =0.

Je zfejmé, vySe uvedené rovnice nejsou nezavislé. Rovnice pro oba uzly jsou si ekvivalentni a
rovnice (C) je rovna sou¢tu rovnic (A) a (B). Samoziejmé sta¢i uvazovat pouze rovnice od tolika
uzld a smycek, tak abychom dostali aplny systém nezévislych rovnic.

Velikost proudu pfitékajictho do kondenzatoru lze zapsat pomoci ¢asové derivace naboje na
kondenzatoru, ktery lze vyjadrit jako soucin kapacity a napéti na kondenzatoru

_dQ _ d(Cle) _ ,dUc
At At dt

Nyni vyuZijeme rovnice co jsme dostali z prvniho Kirchhoffova zakona k vyjadieni proudu pres
rezistor Ry pomoci proudu pfes rezistor Ro a proudu kondenzatorem

Ic

L =105L+Ic
Z rovnice (B) co jsme dostali z druhého Kirchhoffova vyjadiime proud rezistorem Ry

_Ue

Ir = —.
2R2

Z rovnice (A) co jsme dostali z druhého Kirchhoffova zédkona pak dostaneme

R +R dU,
U=Ri[ + Roly = (R1 + RQ)IQ + Rilo = (1R+2)UC + Rlch,
2
nebo po upraveé
dU¢q R1+R2U . U
At | RiR.C ¢ RiC

Jedné se o nehomogenni linearn{ obycejnou diferencialnf rovnici prvniho fadu, ktera se se da fesit
tak, Ze nejdiive vytesime odpovidajici homogenni rovnici a pak pomoci metody variace konstant
najdeme FeSeni nehomogenni rovnice.



Nejdiive vyfesime homogenni rovnici (vypustime ¢len na pravé strané, ktery nezavisi na Ug
nebo jeho derivaci)

dUc Ri1+ Rs
dt R1RC

Uc=0 = Uc(t)—KeXp< R1+R2t),

" R1RyC

kde K je integra¢ni konstanta. Regenf nehomogenni rovnice najdeme metodou variace konstant,
t.j. misto konstanty K budeme uvazovat funkci K (t) zavislou na ¢ase. Funkce Uq () a jeji derivace
jsou pak rovny

Ue(t) = K0 exp (~ - 2¢)

" R1R,C

Ri + Ry Ri+ Ry
/ g _
Up(t) = K'(t) exp < RiRC t)

kde ¢arka znaci derivaci vzhledem k t. Po dosazeni do nehomogenni rovnice dostaneme

—R1+R2t B U
R1RC - RiC
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dUc Ri+ Rs
dt R1RC

Uc = K'(t) exp <
Odtud dostaneme

~RiC P\ RiR,C
B U ox Ry + th dt — RyU oxc Ri+ Ry
N R C P R1R5C - R1+ Ry P R1RsC

K1) )+ 4,

kde A je integracni konstanta. Dosazenim této zavislosti do vztahu pro Ug(t) ziskdme zéavislost
napéti na kondenzatoru na ¢ase vyjadienou jako

RQU Rl + R2
Uc(t) = Bt i + Aexp (_R1R2C t) .

Hodnotu integra¢ni konstanty A uréime z podminky, Ze v ¢ase t = 0 je napéti na kondenzatoru
nulové

 RwU
R+ Ry

Vyslednou zavislosti napéti na kondenzatoru na case je

RU Ri+R

Proud odebirany ze zdroje pak vyjadiime jako

Ue dUc U uvouU Ry + Ry
L=D+lo=-C+c%c_ - STy
1=htlo=3" 40 m+m+(m m+&>m% m&c>

RU

TI) L
R+ Ry

0= Uc(0)

Tento vysledek lze snadno interpretovat. V ¢ase ¢ = 0 je na kondenzéatoru (a tudiz také na
rezistoru Ry nulové napéti) a napéti od zdroje musi byt rovno abytku na rezistoru R;. Z Ohmova
zékona pak zjistime, Ze v Case t = 0 je ze zdroje odebiran proud U/R;. V ¢ase t = oo je
obvod v ustaleném stavu, kdy se jiz napéti na jednotlivych prvcich v obvodu neméni. Napéti na
kondenzatoru je tedy konstantni a protoze proud vtékajici do kondenzatoru je imérny Casové
zméné napéti na kondenzatoru, netece pies kondenzétor zadny proud. Obvod se tedy musi chovat
tak, jako kdyby v obvodu kondenzator tedy nebyl. To znamena stejné jako kdyby byl zdroj
pripojen k sériové zafazenym rezistorim R; a Ry. Proud odebirany ze zdroje je tedy U/(R1+ Rs).



