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Uvod

Méreni

proces experimentalniho ziskavani jedné nebo vice hodnot veliCiny, které mohou byt diivodné
prifazeny velic¢iné

m Z&dné méfeni neni pfesné. Vysledek méfeni zavisi na méficim systému, metodé,
dovednostech obsluhy, laboratornich podminkach apod.

m | pfi snaze zachovat vSechny parametry méreni dostavame rGizné hodnoty.

m Mérena hodnota je tedy pouze pfiblizenim ¢i odhadem méfené veli¢iny a musi byt
doplnéna o hodnoceni kvality tohoto odhadu.
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Uvod

Kvalita méreni

m Pro porovnani vysledk méfeni (hodnot) pouzivame mezinarodni soustavu jednotek Sl.
m Pro porovnani kvality méfeni bychom se méli fidit

m BIPM: JCGM 100:2008 ,Evaluation of measurement data — Guide to the expression of
uncertainty in measurement®, GUM
m CSN P ENV 13005 Smérnice pro vyjadreni nejistoty méreni

m GUM je k dispozici na interativni osnové pfedmétu v ISu.
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Uvod

Koncept chyby méreni a nejistoty méreni

chyba méreni

nameérfena hodnota veli¢iny minus prava hodnota veli€iny

nejistota méreni

parametr pfidruzeny k vysledku meéfeni, ktery charakterizuje rozptyleni hodnot, jez by mohly
byt divodné prisuzovany k mérené veliiné
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Uvod

Prava hodnota fyzikalni velic¢iny

(Konvencni) pravou hodnotu bychom zméfili v idealnim méfeni, které vSak neexistuje. Prava

hodnota je tedy v principu nepoznatelna.
m PY. Rydbergova konstanta

R.. =10973731,568160(21)m ™", r(R.) =1,9-10""

m PY. gravitaCni konstanta

6.669 6.670 6.671 6.672 6.673 6.674 6.675 6.676
NIST-82(64ppm) y 4 ' '
TR&D-96(75ppm)

LANL-97(100ppm)
UWash-00(14ppm) -
BIPM-01(40ppm)
UWup-02(150ppm) °
MSL-03(40ppm) R
HUST-05(130ppm)
UZur-06(19ppm)
HUST-0927ppm) re
JILA-10(21ppm) oy
BIPM-14(24ppm)
LENS-14(150ppm)
CODATABoMi7ppm) o1

- ppm
HUST-18_TOS(12ppm) 61
HUST-18_AAF(12ppm)

s s n . L L
6.669 6.670 6.671 6.672 6.673 6.674 6.675 6.676

k =6,67430(15) - 107" m®kg~"s72, r(x) = 2,2- 10~° (CODATA 2018)

G (x10" m’kg's™)
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Uvod

Vlivy ovlivaujici méreni

m hrubé chyby a omyly
m systematické vlivy — ovliviiuji méfeni deterministickym zplisobem, za predpokladu
dobré znalosti téchto jevu Ize vlivy odstranit korekcemi.

m nahodné vlivy — ovliviiujici méfeni nepredvidatelnym zplsobem, nelze je vyloucit ani
kompenzovat — musime méfit vicekrat a data statisticky zpracovat.
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Uvod

Presnost méreni

X nepravdivé nepravdivé pravdivé pravdivé
neprecizni precizni neprecizni precizni
nepresné nepfesné nepresné presné

presnost (accuracy) = pravdivost (spravnost, trueness) + preciznost (precision)

Y Y 4

systematické vlivy nahodné vlivy
popisuje chyba méfeni popisuje systematicka chyba popisuje néhodna chyba

m Preciznost méfeni Ize posuzovat na zakladé relativni statistické nejistoty méreni.

m Presnost méfeni na zakladé relativni chyby méfeni (pokud ji mGzeme stanovit).

m Opakovani méreni nezajisti spravnost, tj. potlaéeni systematickych vlivl, mdze je vSak
odhalit.

Terminologie od r. 2008, dfive jinak (pfesnost byla spravnost, preciznost byla presnost). 8/65



Trochu statistiky

Simulovany experiment 1
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Trochu statistiky

Simulovany experiment 2
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Trochu statistiky

Normalni (Gaussovo) rozdéleni

B spojité rozdéleni je vyjadfeno pomoci hustoty pravdépodobnosti:

1 (x—p)p

B Vero P 202 ’
1 je stfedni hodnota, o tzv. smérodatna odchylka.

m obecny vyznam hustoty pravdépodobnosti:

fgauss(X)

I
—

b 0o
pstla< X < b) = /f(x)dx, / f(x)dx

Hustota pravdépodobnosti
Hustota pravdépodobnosti

T T + T T T T
0 5 10 15 20 a b

Nahodna veli¢ina 4 £ velidi
HT Nahodné veli¢ina 11/65



Trochu statistiky

Statisticky vyznam smérodatné odchylky

T T T T T T T T T
014 I 5 =0,9973
(zelend + modra plocha)

012
p=0,6827
(zelena plocha)

0,10
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Hustota pravdépodobnosti

0,02

Nahodna veli¢ina
pto
o —smérodatna odchylka, [ f(x)dx = 0,6827
n—o

HtR
x = 3o —krajni odchylka, [ f(x)dx =0,9973

n—K
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Trochu statistiky

Odhad parametra Gaussova rozdéleni

m Idedlni je ziskat velké mnoZstvi hodnot, zkonstruovat histogram a nalézt jeho stfedni
hodnotu a Sitku. To vétSinou nelze.
m Nejlepsim odhadem stfedni hodnoty p je aritmeticky pramér

- Column Statistics of Table1

Collx] RowsMYl MeanrY] StandardDevlYl | StandardError[vErl VariancelVl sumfy] Max
1 [1: 30] 5,6/ 0,6519202405203) 0,2915475947423 0,425 28
<

| >

m smérodatna odchylka = standard deviation
m smérodatna odchylka aritmetického priméru = standard error

Stfiska (") zduraziuje, Ze jde o odhad, nikoliv o pfesny vypocet parametr.
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Vysledek méreni, nejistota typu A

m Vysledkem opakovaného méreni fyzikalni veliCiny X je aritmeticky primér x
z namérenych hodnot. Nejistota primeéru je dana jeho statistikou.

m Jako statisticka nejistota méreni ua(x) se proto bere smérodatna odchylka
aritmetického priméru

un(x) = () = 0 [ X (= XP?

TUN | N(N-1)

m Smérodatnd odchylka aritmetického priiméru 5(x) je mensi nez smérodatna odchylka
&(x) a nelze je vzajemné zaménovat.

m Nejistota urCena statisticky se také oznacuje jako nejistota typu A.
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Pro¢ jsou o(x) a o(x) odliSné?

100000 vybért s N vzorky
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Vybérovy primér
m N = 1: histogram méfenych hodnot
m N > 1: histogram stejného poCtu primérd postupné ziskanych vzdy z N méfenych hodnot

Statistika méfenych hodnot a priméru se lisi, protoze primérovanim se rozptyleni
hodnot snizuje.

Se zvySujicim se poc¢tem hodnot pro vypocet priméru se primér vice blizi skute¢né (stfedni) hodnoté. Protoze
smérodatna odchylka aritmetického priméru o (x) udava $itku histogramu pro pramér, je mensi nez smérodatna
odchylka ptivodniho souboru méfenych hodnot o(x). Plati o(X) = o(x)/V'N.
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Kvalita odhadu Gaussova rozdeéleni

fury
=

----- skute¢na hodnota u =10

=
o

Aritmeticky pramér

------ skute¢na hodnota o =3

Smérodatnd odchylka

10! 102 103 104 10°
Pocet méreni

m Maly pocet méreni poskytuje Spatné odhady stfedni hodnoty a nejistoty.
m Kolik hodnot staci zméfit?
m Jak zaokrouhlovat nejistotu? 16/65



Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Kvalita odhadu Gaussova rozdeéleni

fury
=

----- skute¢na hodnota u =10

=
o

Aritmeticky pramér
(e
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m Maly pocet méreni poskytuje Spatné odhady stfedni hodnoty a nejistoty.
m Kolik hodnot staci zméfit? Aspon 30—40 pro dobré odhady. Akceptované minimum 10.
m Jak zaokrouhlovat nejistotu? 16765



Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Kvalita odhadu Gaussova rozdeéleni

fury
=

----- skute¢na hodnota u =10

=
o

Aritmeticky pramér
(e

----- skute¢na hodnota o =3

Smérodatnd odchylka

10t 102 103 104 10°
Pocet méreni

m Maly pocet méreni poskytuje Spatné odhady stfedni hodnoty a nejistoty.
m Kolik hodnot staci zméfit? Aspon 30—40 pro dobré odhady. Akceptované minimum 10.
m Jak zaokrouhlovat nejistotu? Pro 10 méfeni ma vyznam je prvni platna Cislice. 16/65



Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Standardni a rozSirena nejistota

m V fadé situaci je potfeba zarucit presnost vysledku (napf. v energetice).
m Presnost méfeni Ize zajistit kalibraci pfistroje u vyrobce &i u CMI.

m Pii méfeni nesmi nastavat neocekavané systematické vlivy.

m Potom interval dany standardni nejistotou

(X — u(x), X + u(x))

by pfi velkém poctu méfeni mél obsahovat pravou hodnotu veli¢iny s Gaussovym
rozdélenim s pravdépodobnosti 68,3 %.

Problémy
m Nepraktickd hladina 68,3 %. Vynasobime tfemi?

m Potfebujeme zohlednit kvalitu stanoveni u. Pfi malém po¢tu méfeni neni hladina
zaruCena. — rozSifena nejistota
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Rozsifena nejistota U(x)

Umoznuje s uritou spolehlivosti urcit interval, ve kterém prava hodnota veliCiny lezi
(intervalovy odhad).

Rozsitena nejistota je definovana
U(x) = tp, u(x),
kde t,,, je Studenttiv koeficient pro hladinu p a stuprid volnosti v = N — 1.
Do intervalu
(X = tou(x), X + b, U(X))

pak prava hodnota x spadne s pravdépodobnosti p.
Ve fyzice obvykle pracujeme s p = 68,3% a 99,7 %.

Studentlv koeficient pocita funkce t,,, = TINV(1 — p; v).
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Test konzistence — odstranéni hrubych chyb

Lezi-li nékterda z namérenych hodnot mimo interval vymezeny krajni odchylkou x(x), je
pravdépodobnéjsi vychyleni mérené hodnoty hrubou chybou nez souhlasnym plsobenim
mnoha nahodnych vliv( (s pravdépodobnosti 1 — 0,9973). Hodnotu proto vylouéime.

Postup:
1. Uréime aritmeticky prdmér x a odhad krajni odchylky (nikoliv krajni nejistoty)

i al | ol (i = X)?
R(x) =36(x)=3 }Vf

Pokud je pocet méfeni N maly, misto trojky mizeme vzit Studentiv koeficient f 9973 n—1-

S malym poctem méreni bychom ale test konzistence délat neméli.

2. Ur€ime hrani¢ni body intervalu X — &(x) < X <X + &(x) a vySkrkame ty namétené
hodnoty, které lezi vné tohoto intervalu.

3. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud vSechny hodnoty nelezi uvnitf uvedeného
intervalu.
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Nejistota typu B

m Nejistotu méfeni miZzeme ziskat i jinym postupem nez statisticky, napt. ze specifikace
pfistroje od vyrobce.

m Typicky nejistota pfistrojl, konstant, hodnot etalont apod. zahrnujici systematické i
nahodné vlivy.
m Nejistota urCena jinak neZ statisticky se oznacuje jako nejistota typu B a znaci se ug.
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Kombinovana nejistota (C)

Mohou nastat dvé situace:

1. Ctena hodnota na pfistroji se pfi opakovaném méfeni neméni, nebot nahodné fluktuace
jsou mensi nez posledni zobrazené misto (obvykle méfeni elektrickych veliin nebo
vazeni).

V tomto pripadé méfime jen jedenkrat a nejistota méreni je dana nejistotou ug.

2. Ctena hodnota na pfistroji se pfi opakovaném méfeni méni.

Ukazuje-li pfistroj pfi opakovaném merfeni rizné hodnoty, statistickym zpracovanim
stanovime nejistotu ua. Celkovou kombinovanou nejistotu vypocteme jako

u(x) = \/UR(X) + Uj(x)
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Zapis vysledku méreni, zaokrouhlovani

m Nejistota se zaokrouhluje na jednu platnou &islici, aritmeticky primér pak na stejné
desetinné misto, jako je fad nejistoty.’

m Spravna forma zaokrouhleni vysledkd zvySuije Citelnost zapisu (a patfi k zakladnim
pozadavkim pfi zpracovani méreni).

Rozsifena nejistota — zapisujeme jako interval

x=X+Us(x)j (p=....v="..)

Priklady
[=(209,9+0,1)m (p=0,6827,v =9)
= (2099 + 1)dm (p = 0,6827,v = 9)
/=(20990 +10)cm (p =0,6827,v =9)

I = (20991 + 14)cm'  (p = 0,6827,v = 9)
I = (20991 + 15)cm'  (p = 0,6827,v = 9)

v

Mizeme vyjime&né pouzit dvou platnych mist v zapisu nejistoty, zejména kdyz by zaokrouhlenim na jedno misto
nejistota znacné vzrostla/klesla. Potom priimeér zaokrouhlujeme na stejné desetinné misto, jako je nizsi platné misto
nejistoty. Pouziti vice mist vyzaduje mnohonasobné opakovani méfeni a je spiSe metrologickou zaleZitosti.
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Zapis vysledku méreni, zaokrouhlovani

Standardni nejistota — nezapisujeme jako interval

= X(u(x)) |
Priklady
| =209,9(0,1) m
I =209,9(1) m « zkraceny zapis, nejistota je opét 0,1 m
/'=2099(1)dm

I = 20990(10) cm
I = 20991(14) cm

k = 6,67384(0,00080) - 10~ m3kg~' 52
r = 6,67384(80) - 10~""mkg ™" s « zkraceny zapis

R, =10973731,568 160(21) m~' <« zkraceny zapis

m Zaokrouhlovani se fidi stejnymi pravidly jako u rozSifené nejistoty.
m Vysledky pfesnych méreni ¢asto udavaji nejistotu zkracené v fadu posledniho platného
mista hodnoty. Chybné zaokrouhleni vysledku v tomto pfipadé zméni fad nejistoty!
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Nalezeni nejistoty typu B

m Vyrobce vétSinou udava krajni nejistotu ,accuracy“jako +a.
m Standardni nejistotu spo¢teme podle vztahu

UB(X) = a/kv
k zavisi na typu predpokladaného statistického rozdéleni.
Rozdéleni k Priklad uziti

f(x)
normalni . . 3 kalibr.ované pr,istroje
i i (multimetry, vahy)
y 1 ~

V3 odhad z nejmensiho dilku

rovnomerne I—ﬁ (méfitka délky)

T <a—N X
f(x)
bimodalni Diracovo 1 trida presnlostl "y
(analogové el. méfidla)
l—» X

a

m U analogovych pfistroji nejistotu mizeme odhadnout podle nejmensiho dilku, ktery je typicky 1 mm (a = 0,5 mm).

m Pocet stupnit volnosti u nejistoty specifikované vyrobcem je ~ 30—50 — ,dobfe zméfeno*.
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Nejistota typu B digitalnich vah

Vyrobce vah udava vétsinou dva udaje

m citlivost, readout d — nejmensi hodnota ¢tena na displeji, mize byt shodna
s reprodukovatelnosti,

m ovérovaci dilek, verification value e — nejvyssi dovoleny rozdil mezi Gdajem vah a etalony
hmotnosti pouzitymi pfi ovéfeni vah.

Za krajni nejistotu méreni tedy vezmeme ovérovaci dilek e. Standardni nejistota je tedy
ug = 6/3.

V praktiku mame vahy, u kterych plati e = 10d. NejdulezitéjSim Udajem vah je ovSem vazivost.
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Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Nejistota typu B digitalnich méridel elektrickych velicin

Pfresnost méfeni (accuracy) zavisi na méfené hodnoté i na zvoleném rozsahu. Krajni
absolutni nejistota je udana zptsobem

Us = £(x% of reading + count),

kde reading je hodnota na displeji a count je ptispévek k nejistoté udany v jednotkach
nejniz§iho zobrazeného mista (digit/resolution).

Pr. Keysight U3402A — stanoveni nejistoty pfi ¢teni 5,0025V DC

V rezimu automatické volby rozsahll a pomalého méfeni pfistroj zvoli rozsah slow 12 V. Krajni nejistota tedy je
Us =0,012-1072.5,0025 V + 5- 100 uV = 1,1 mV. Vysledek zahrnuje nahodné chyby i systematické drifty bé&hem
1 roku od kalibrace.

Rate Range Resolution ~ Maximum  Accuracy Typical input
reading (One year; 23°C + 5°C) impedance (')
120000mV  1pV 119.999 +0.012% +812 10.0 M@
120000V 10.pV 119999 +0.012% +5 10.0 M@
Slow 120000V 100V 11.9999 +0.012%+5 mIme
120000V 1mV 119.999 +0.012% +5 101 M@
100000V 10mV 10000081 £0.012% +5 10.0 MQ
400.00mV 10wV 399.99 +0.012%+5 100 MQ
4.0000V 100 v 3.9999 +0.012%+5 mIme
Medium ~ 40.000 V 1mv 39.999 +0.012% +5 101 M@
400.00V 10my 399.99 +0.012% +5 10.0 M@
1000.0 V 100 mV 1000.0 1 £0.012% +5 10.0 M
4000mV 100 BV 399.9 +0.012% +2 10.0 M@
4.000V Tmyv 3.999 +0.012% +2 mime
. Fast 4000V 10my 39.99 +0.012% +2 101 M@
KeySIth U3402A 4000V 100 mv 399.9 +0.012% +2 10.0 M@

1000V v 10001 £0.012% +2 100 MQ 26/65




Nejistota pfimo méfené velic¢iny

Nejistota typu B ruckovych méridel elektrickych veli¢in

m tfida presnosti pfistroje je uvedena nad
symbolem méfeni stejnosmérné/stridavé
veliCiny

m je to standardni nejistota typu B uvedena
jako procento z rozsahu (k = 1)

m rozsah je dan pouzitymi svorkami pfistroje

VIZ https://shop.normy.biz/detail/503169%#nahled
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Nejistota nepfimo mérené veliciny

Zakon prenosu nejistoty (ZPN)

Necht nepfimo méfena veli¢ina y zavisi na nezavislych, pfimo mérenych veli€inach
X1,X2,...,Xp

.y = f(X17X27' "aXp)'
Necht tyto veli¢iny maji standardni kombinované nejistoty uc(x1), Ue(X2), . . ., Uc(Xp). Pak
nejistotu nepfimo mérené veliciny Ize urcit jako

P 2
i) =3 (55 ) W),

k=1 [x1=X1,X2e=Xz2,...,Xp=Xp]

kde X1,Xa, ..., X, jsou odhady ptimo méfenych veli€in.

Derivace funkce f podle zvolené proménné xx jsou parcialni, Cili pfi tomto derivovani
povazujeme ostatni proménné xi, Xz, ..., Xk—1, Xk+1, - - - , Xp Z& konstanty.
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Nejistota nepfimo mérené veliciny

Pravidla pro pocitani s nejistotami

Necht x1, xo jsou pfimo méerené veliiny se standardnimi kombinovanymi nejistotami u(xy),
u(x2) a y je nepfimo méfena veli€ina z nich pocitana. Dale ozname r(x;) = u(x;)/|Xi| relativni
nejistoty velicin.

Yy =X £X u(y) = VUA(x1) + U?(x2)
y=A-x u(y) = [Al - u(x)
y=x-X,y=35 ry)=vrix)+rix)
y=x" r(y) = Inl-r(x)

m Pravidla obdrzime aplikaci ZPN. Plati tedy stejné pfedpoklady (nezavislost veliCin).
m Pravidla Ize snadno zobecnit i na soucet/rozdil/soucin/podil vice veli€in.
m V prihodnych situacich pravidla velmi ulehéuji vypocet nejistoty.
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Rozsirena nejistota neprimo mérené veliciny

Teoreticky postup podle GUM:

1. Do ZPN nebo pravidel pro pocitani s nejistotami dosadime standardni nejistoty
uc(xq) ... uc(x,) pfimo métenych veli€in x; ... x, (kombinované nejistoty nerozsifené
Studentovym koeficientem).

2. P¥i tomto vypoctu si vS§imneme prispévku od jednotlivych pfimych méfeni u;(y):

be(y) = ﬂ;x:)z 2o+t (Y o) = fdn + - B0

8Xp

3. Rozsitenou nejistotu nepfimo méfené veliiny y pak spocteme

U(y) = tp7Veffu(y)7

kde v ¢ 0znacuje efektivni pocet stupnll volnosti dany Welchovou-Satterthwaiteovou
formuli

u(y)
i U (y)
=1

Veft =
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Nejistota nepfimo mérené veliciny

Rozsirena nejistota neprimo mérené veliciny

Pfedesly postup je slozity a v nasich podminkach nema vyznam. Mozné alternativy, jak si
ulehgit praci:
m VsSechna pfima méfeni provedeme se stejnym poétem stupnil volnosti (resp. poétem
méreni, obvykle v; = N — 1). Vysledek bude mit stejny pocet stupfd volnosti.

m Pokud neni zapotfebi, na stanoveni roz§ifené nejistoty rezignujeme a pracujeme pouze
se standardni kombinovanou nejistotu ug(y) vysledku. Vysledek ale musime zapisovat
jako standardni nejistotu (ne konfidenénim intervalem).
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Nejistota nepfimo mérené veliciny

Struktura pojmu vztahujicich se k nejistoté méreni

zpUsob vyjadreni v jednotkach veliCiny v procentech hodnoty

oznaceni absolutni relativni

priklady ua, Ug ra s Re

zplsob stanoveni statisticky jinak vysledek
oznaceni nejistota typu A, nejistota typu B kombinovana
pfiklady Up, Un, Ia, Ra ug, Us, 18, A Uc, Ue, rc, Rc
hladina spolehlivosti | neuréena uréena

oznaceni standardni rozsifena

pFiklady Ua, I'c Un, Rc

zapis X(u(x)) X + U(x)

zplsob méfeni méfeni x y=y(x1, X, ...)

oznaceni pfimé nepfimé

vyhodnoceni Up, Ug — Ug — Ug uc(X;) m uc(y) = Uc(y)
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Jak (ne)ma vypadat graf
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak (ne)ma vypadat graf

nestandardni pozadi
zbyte€na mrizka, neslouzi-li graf k odeétu

Elektricky proud (mA)

0 5 10 15 20 25 30
Elektrické napéti (V)
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak (ne)ma vypadat graf

60 —4—————¥————————7————7—————

40 4

30 | _

20 - . .

Elektricky proud (mA)

10 |- . .

A 1 A 1 A 1 A 1 A 1 A 1
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Elektrické napéti (V)
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak (ne)ma vypadat graf

60 —F——r———F——71——1———

<
E
e]
=] vug s
g 30 - nevyuzity prostor v grafu
? [ ]
S 20t .
2
o =
L
10 | .
u
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Elektrické napéti (V)
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Jak (ne)ma vypada

25

mA)

Elektricky proud (

Jak (ne)ma vypadat graf

t graf

10 15 20
Elektrické napéti (V)

25

30
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak (ne)ma vypadat graf

T T T T T T T T T T T
malo popiskl na svislé ose
u
g 25 1 . -
g n
>
o
o
> n
X
©
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°
LLl
u
OF =m -
| ' | ' | ' | ' | ' | ' |
0 5 10 15 20 25 30
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Jak (ne)ma vypadat graf

Elektricky proud (A)
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Jak (ne)ma vypadat graf

Elektricky proud (A)

0.0325 -

0.0260 -

0.0195

0.0130

0.0065

0.0000

Jak (ne)ma vypadat graf

nevhodna jednotka na svislé ose
| nevhodny krok Cislovani osy
chybéjici jednotka na vodorovné ose
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Elektrické napéti

25

30
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak (ne)ma vypadat graf

T T T T T T T T T T T
na osy nevynasime namérené hodnoty n
30 .
n
< n
E 20} .
©
>
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< .
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£
X
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i
0 T -
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Jak (ne)ma vypada

Elektricky proud (mA)
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t graf
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Jak (ne)ma vypada

Elektricky proud (mA)

Jak (ne)ma vypadat graf

t graf
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| nerozliSené série méreni
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Elektrické napéti (V)

25
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Jak (ne)ma vypada

Elektricky proud (mA)
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Jak (ne)ma vypadat graf

t graf

10 15 20
Elektrické napéti (V)

25

30

44/65



Jak (ne)ma vypadat graf

Jak (ne)ma vypadat graf

Elektricky proud (mA)
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mérené hodnoty nevykreslujeme carou ale body,
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dobry diivod (rozliSeni vice zavislosti
v grafu, kalibrace)
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak (ne)ma vypadat graf

Husté mérené zavislosti (spektra, osciloskopicka méreni) kreslime ¢arami.
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak (ne)ma vypadat graf

Standardni nastaveni programu nemusi byt vZdy to ne  jlepsi
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak ma vypadat graf

Elektricky proud (mA)
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Jak (ne)ma vypadat graf

Jak ma vypadat graf

m Na vodorovnou osu vynasime nezavisle proménnou, na svislou zavisle proménnou.

m Jednotky na osach, pocatek os a dal$i parametry grafu volime tak, aby graf pokryl na
Sitku i vySku cca 80% plochy, graf by nemél byt natésnan v Uizkém prouzku.

m Do grafli nezakreslujeme mfizky ani pozadi.

m Stupnice popisujeme rovnomérné, nevynasime na né namefené hodnoty. Vhodné fady
pro popis Usecek jsou

0,1,2,3 ... 0,2,4,6 ...
0,5,10,15,20 ... 0,25,50,75,100 ...

m U kazdé osy uvedeme méfenou veli¢inu a jeji vhodnou jednotku (10" Pa, pA).

49/65



Jak (ne)ma vypadat graf

Jak ma vypadat graf

m Body vyznacujeme kiizky, kolecky, ¢tvereCky atd. vhodné velikosti, ne teCkami, nikdy
k nim nevypisujeme hodnoty.

m Misto propojeni jednotlivych bodl se snazime body prolozit pfedpokladanou zavislosti.

m Pokud pro stanoveni vysledku méreni bylo nutné body prolozit krivku (regrese),
prolozena krivka musi byt soucasti grafu.

m Je-li v grafu vice kfivek, odliS§ime je barevné i typem Cary a pfidame legendu.
m Do zahlavi grafu nebo do popisku obrazku zapiSeme nazev vystihujici obsah grafu.

Doporuceny program

Mame kampusovou licenci k programu QtiPlot (obdoba Originu).
Ke stazeni na https://is.muni.cz/auth/el/sci/jaro2021/F2180/software/.
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Aproximace zavislosti

Aproximace

m Mame zméfenou zavislost y = f(x), tj. fadu dvojic [x;, yi]. Hledame funkéni pribéh, ktery
ji nejlépe aproximuje.

m Nepozadujeme, aby prabéh zméfenymi hodnotami prochazel.

m Jak zvolit prokladanou funkci y = f(x)?
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Aproximace

Aproximace zavislosti

m Mame zméfenou zavislost y = f(x), tj. fadu dvojic [x;, yi]. Hledame funkéni pribéh, ktery
ji nejlépe aproximuje.

m Nepozadujeme, aby pribéh zméfenymi hodnotami prochazel.

m Jak zvolit prokladanou funkci y = f(x)?
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Aproximace

Aproximace zavislosti

m Mame zméfenou zavislost y = f(x), tj. fadu dvojic [x;, yi]. Hledame funkéni pribéh, ktery
ji nejlépe aproximuje.

m Nepozadujeme, aby pribéh zméfenymi hodnotami prochazel.

m Jak zvolit prokladanou funkci y = f(x)?
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Aproximace

Aproximace zavislosti

m Mame zméfenou zavislost y = f(x), tj. fadu dvojic [x;, yi]. Hledame funkéni pribéh, ktery
ji nejlépe aproximuje.

m Nepozadujeme, aby pribéh zméfenymi hodnotami prochazel.

m Jak zvolit prokladanou funkci y = f(x)?
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Aproximace

Metoda nejmensich ctvercu

Typ a hodnoty parametr( funkce f(x; by, b, b . ..) hleddme tak, aby tzv. suma Ctverci S méla
minimalni hodnotu

yIYl &

S="1 (fx) - y)?
i=1

X[>a

Kdyby byl proklad pfesny, bylo by S = 0, obvykle je S malé kladné Cislo.
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Aproximace

Metoda nejmensich ctvercu

Hledani optimalnich hodnot parametrd b; funkce f, pfi které suma S nabyva minima, se
provadi derivovanim S podle parametrt b; a poloZzenim derivaci rovnym nule. ReSi se tak
systém m rovnic

Je vhodné rozliit dva pfipady:

linearni regrese

funkce f zavisi linearné na parametrech by, by ...

PY: f(x; bo, by, b2) = by + b1 x + box?
Obecné vztahy pro optimalni hodnoty parametrli odvodit Ize.

nelinearni regrese

Pr: f(X; bo,b1) = by - ebix
Obecné vztahy odvodit nelze, optimalni hodnoty se hledaji iteratné. Nékdy je moznost, jak
prevést druhy pfipad na prvni — linearizace.

A
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Aproximace

Linearni regrese linearni zavislosti y = by + b1 x

Méreni poskytlo n dvojic [x;, yi], n > 3

Odhady optimalnich hodnot parametra (sCitdme pres vSechna n)
by = SRV x> Xl by = N XiYi=3 %3 Vi

nye X=X Ny X (X x)?

Odhady nejistot parametru jsou

2
u(bo) = 5y msirie Ub) = -\ oy

So

n_p% SOZZ(bO‘f'tHXi—YI)Z

S =

Vysledkem je tedy intervalovy odhad parametr(i by a by
bo = bo + U(bo)tpm_g b1 = b1 + U(b1)tp7n_2,
kde t, »—» jsou koeficienty Studentova rozdéleni.
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Aproximace

Linearni regrese v QtiPlotu

Translate

Subtract
Differentiate
Integrate..
Integrate Function..
Smooth

FFT filter

Interpolate ...

it slope

it Polynomial

Fit Exponential Decay
Fit Exponential Growth
Fit Boltzmann (Sigmoidal)
Fit Gaussian

Fit Lorentzian

it Mult-peak

Fit Wizard., ..
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Aproximace

Linearni regrese v QtiPlotu

. QtiPlot - untitled

Fle Edt View Saiptng Graph Data Anslyss Format Windows Help
EESHR S S890 @ 0 - Y
) BEkA-s4erbes =T BO
9e smmn)/ Oy = 00 0
z |
dal ™ Jam X
| 20
e T T T T T
A - Dataset: Table!_2
2 i Function: A*x+B /
urgy - 15[ | Chi*2/doF = 4.7248484848485¢-01 . ]
] I RA2 = 0.9879579125491
Ll SEEY, | © [| B=8.5454545454545-02 +/- 4.0400747340550e-01
2| B SINTE || £ 1| A=1.9387878787879e+00 +/- 7.5677533472911e-02 1
s = T .
4B | o
z|u | | 3,
e -
L 1 I 1
Bk | —
e | 1 —
ol £ [ — : 2 4 & : 10
NE I Nap&tf (V)
Ll |Resuits Log 8 x
2 [ Linear Regression of dataset: Table1_2, using function: A™x+8 ~
Weighting Method: No weighting |
Famx 20 wx=s
g B (y-intercept) = 8.5454545454545e-02 +/- 4.0400747340550e-01
e A (slope) = 1.9387878787879e+00 +/- 7.5677533472911e-02
Chi*2/doF = 4.7248484848485¢-01
5 R~2 =0.9879579125491
Adjusted R~2 = 0.9845173161345 L]
+§ | RMSE (Root Mean Squared Error) = 0.6873753330495
RSS {Residual Sum of Squares) = 3.779878787879 v
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Aproximace

Linearni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U2 + 2U% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA
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Aproximace

Linearni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U2 + 2U% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

.
I @ meenadata

7E —— polynom prvniho stupné e

[ I=hebrU ]

[ by =-1,09516156871360+03 +/- 4,0833667822550e+02 ]

B b =4,7648557758731e+02 +- 4,9639911657090e+01 ° 3

[ Chirg/doF =6,8995363221064e+05

_ 5L Re2=08763526690231 3
< [ Adusted R'2 =0,8557447805269 ]
= [ RVSE (Root Mean Squared Eiror) = 830,6345960834 ]
B 4L RsS(Residual Sum of Squares) = 8 9609 399,816738 -
g | :
3F 4
2L .
1F 4

[ P BRI B

o
OL

o

le

2 4 6 8 10 12 14
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Aproximace

Linearni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U2 + 2U% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

by 77777
I @ meenadata

7E —— polynom druhého stupné ¢

[ I=btb Ut U2 ]

[ by =3,0042085071655+02 +- 9,5817263060738e+01 1

6 b =-1,6762938522663e+02 +- 3,1768138824359¢+01 —

[ b, =4,6008211629567e+01 +- 2,1883921764807e+00 ]

. 5L  Chifo/doF = 1,9756470165527+04 -
< [ R2=099%7317748948 ]
~ I Adusted R'2 =0,9958404407752 ]
B 4L RWVSE (Root Mean Squared Eror) = 140,5577111564 -
© |  RSS(Residual Sum of Squares) =237 077,6419863 ]
o ,f ]
Sk -]
2L ]
1F ]
(0] Y ) PP BT B

0 2 4 6 8 10 12 14
Napéti (V)
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Aproximace

Linearni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U2 + 2U% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

by 77777
I @ meenadata

7TE —— polynom tietiho stupné -

[ 1=t Uy "W U ]

[ by =7,8884705829749e+01 +- 8,9758388506951e+00 1

6 b =6,2833124472464+01 +- 5,7524133522498e+00 .

[ b, =34051068436433¢+00 +/- 9,7509089394799%-01 ]

[ b, =2,0287192755202e+00 +- 4,5718708304110e-02 -

5L .
L [ Chi2/ooF =1,1973336119463e+02 ]
~ | R2=0,9999818436217 1
B 4L  Adusted R2 =0,9999745810704 .
© [ RVSE(Root Mean Squared Error) = 1094227404129 ]
o 3 [ RSS(Residual Sum of Squares) =1 317,066973141 ]
2L ]
1F ]
oL PP BT B
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Aproximace

Linearni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U2 + 2U% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

1777
I @ meenadata

7E —— polynom &tvrtého stupné -

[ I=btb Uth, s Ush U ]

[ by =-1,0951615687136e+03 +/- 4,0833667622550e+02 ]

B[ b =47648557758731e+02 +- 4,9639911657090e+01 3

[ b =4,6008211629567e+01 +- 2,1833921764807e+00 ]

[ b, =1,6054468499383e+00 +/- 3,4629617407968e-01 ]
_BF  bi=151168723422100-02 +/- 1,2264363822171e-02 3
< [ Chir2/doF = 1,1433601450617e+02
T4F  R2=09999842380508 4
© [ Adusted R'2=0,9999754817235 ]
@ [ RVBE(Root Mean Squared Eror) = 10,69280199509 ]
3| RSS (Residual Sum of Squares) = 1 143,360145062 4
20 ]
1F 4
oL PP BT B
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Aproximace

Linearni regrese polynomem

I(U) = 80 + 60U + 4U2 + 2U% + N(0, o) mA, [U] =V, o = 10mA

by 77777
I @ meenadata

7TE —— polynom patého stupné g

[ 1=y, * U, * Uz, * U+, U+ *Us ]

N by = 8,9647484229078e+01 +/- 9,1409927040152e+00 1

6 b =29845841016634e+01 +/- 1,4892402566839%+01 —

[ b, =1,9755625163605e+01 +- 7,2065364153795e+00 ]

F b; =-9,0575257796255e-01 +- 1,3547788235624e+00 E

5L b, =2,1978125003659%-01 +/- 1,0807258982063¢-01 -
2 [ bs = -5,8475536484108e-03 +- 3,0719970945320e-03 1
-g 4L Chi’2/doF = 9,0575224363121e+01 -
o [ R"2 =0,9999887624072 ]
& b Adusted R2 = 0,9999803342126 ]
3k RMSE (Root Mean Squared Error) = 9,517101678721 |

[ RSS (Residual Sum of Squares) = 815,1770192681 ]

2L ]
1F ]
oL P R RS B
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Aproximace

Nelinearni regrese v QtiPlotu

Pfesné nalezeni rovnovazné polohy, frekvence kmitani a koeficientu tlumeni Cavendishovych

torznich vah

Vi chylka (px)

y(t) = yo + A0 sin(wt + ¢)

[0
]

Function:

<. QtiPlot - Fit Wizard

Tiumene_kmity (x, A, gamma, omega, phi, x0, y0) |

‘w+n'ﬂw(rm))‘§(mm‘x+ phi) ‘

Intial quesses

Parameter Value Constant Error
A 64.7726773458 300 +2.3296763637860-01
gamma  |0.000234827056838 & [ +1.9221160775209-06
omega 0.0 O +1.80587465 11860e-06
phi 005617157434 O  4.6393250706904-03
x0 4000
v oramommor o[ < 25720703 109902
Data Set
Cuve  [popresuny B [1:729] | Fromx= 3802 el
coor | W ogeen Jrox- [10 3
Weighting [No weightng ]
Agorithm
[Scaled Leverberg Marquardt v tterations [1000 2] Tolerance [0.0001 £
Fleees fskericn

select Function | (] [EEECREREWN (]| custom output
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Aproximace

Platnost metody nejmensich ¢tverct

m Mezi veliCinami x a y opravdu existuje zavislost.

m K urgeni hledanych parametrd funkce f staci teoreticky naméfit alespon tolik riiznych
dvojic [x;, yi], kolik je hledanych parametr( (napf. na proklad pfimkou y = by + by x
alespon dvé dvojice).

m Ve skutecnosti potfebujeme mnohem vice hodnot. Napf. 10—12 pro posouzeni linearity.

m Predpokladame, Ze hodnoty x nejsou zatizeny zadnou chybou. Pokud tento predpoklad

neplati, pouzivame tento postup védomé se systematickou chybou. Pfesngjsi je
v takovémto pripadé pouzit ortogonaini regresi.

m Hodnoty y; jsou nahodné, nejsou vSak zatizeny hrubymi nebo systematickymi chybami.
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Aproximace

Linearizace exponencialni zavislosti y = b - e?*

Zavislost prevedeme na linearni tvar:

y = bg-eP*
Iny = In(bg-e®)
Iny = Inbo+In(e2¥)
Iny = Inby +(bix)
- —
ozn. Y ozn. By

Y = By+bx.

m Staci tedy do grafu vynaset misto dvojic hodnot [x, y] dvojice hodnot [x, Iny] = [x, Y],
a pak témito body proloZit pfimku. In y si predem spocitdme v tabulce.

m Prokladem stanovime optimalni hodnoty a nejistoty konstant By a b;. Optimalni hodnoty a
nejistoty puvodnich konstant dopocitavame ze ZPN.

V tomto ptipadé by = e, u(by) = |eB| - u(By), tedy r(by) = u(Bp).
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Interpolace

Interpolace a extrapolace

Interpolace a extrapolace jsou metody nalezeni odhadu hodnoty veli¢iny uvnitf a vné intervalu
dvojic veli¢in [x;, yi],i=1,...,n,n>2

m Typické pouziti: presny odecCet hodnoty funkce dané tabulkou.

m Hodnoty, ze kterych vychazime, povazujeme za presné. PoZzadujeme tedy, aby zavislost
body prochazela.

m Interpolace pfimkou, polynomem, splajnem...
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Interpolace

Interpolace a extrapolace

Pokud o zavislosti nic nevime, pouzijeme vétSinou linearni interpolaci. Pfedpokladame, ze
hodnoty v tabulce jsou natolik blizké, aby funkéni zavislost mezi nimi byla priblizné linearni.

Napét (V)

Cas (ms)

Napéti (V)

I 2I IZ.SI III 3
Cas (ms)
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Interpolace

Linearni interpolace a extrapolace

A
y[Y]
ol e EEEGECEEE LR +
Y1 --- —-!- E
X Xinter 2 x[X]

Hledanou hodnotu y pfisluSsnou k danému x vypocteme ze vztahu:

Y2*Y1(

X — Xt).
X2 — X4

y=w-+
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Interpolace

Linearni interpolace a extrapolace

ylY]

Yo bomeo L

>

X Xinter "2 X[X]

Hledanou hodnotu y pfisluSsnou k danému x vypocteme ze vztahu:

ﬁ*%(

X — Xt).
X2 — X4

y=w-+
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Interpolace

Linearni interpolace a extrapolace

A
ylY]
Y b e
Yinter [------ S LLLLETEETEERREp :
Yi|---- :
X Xinter 2 x[X]

Hledanou hodnotu y pfisluSsnou k danému x vypocteme ze vztahu:

ﬁ*%(

X — Xt).
X2 — X4

y=w-+
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Interpolace

Linearni interpolace a extrapolace

A
ylY]
Yo b
yinter ------ e E
N |es :
% Xinter % x[X]

Hledanou hodnotu y pfisluSsnou k danému x vypocteme ze vztahu:

ﬁ*%(

X — Xt).
Xo — X4

y=yi+
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Interpolace v tabulce

4E. Hustota vzduchu v zdvislosti na tlaku a teplot¥

21,3°C

Interpolace

vz [kg'm™] — hustota suchého vzduchu. 1014,1 Pa

tlak [hPa] 993 1000 1007 1011 1013 1016 1019 1021 1024 1027 1033
tlak [mmHg] 745 750 755 758 760 762 764 766 768 770 775
teplota [°C] Pz Pz Pz Pw Py Py Pve Pu Pz Pz P
15 1,201 1,210 1,218 1,223 1,226 1,229 1,232 1,236 1,239 1,242 1,250

16 1,197 1,205 1,213 1,218 1,221 1,224 1,228 1,231 1,235 1,238 1,246

17 1,193 1,201 1,209 1,214 1,217 1,220 1,223 1,227 1,230 1,233 1,241

18 1,189 1,197 1,205 1,210 1,213 1,216 1,219 1,223 1,226 1,229 1,237

19 1,185 1,193 1,201 1,206 1,209 1,212 1,215 1,219 1222 1,225 1,233

20 1,181 1,189 1,197 1,202 1,205 1,208 1,211 1,215 1,218 1,221 1,229

21 1,177 1,185 1,193 1,198 1,201 1,204 1,207 1,210 1,213 1,216 1,224

22 1,173 1,181 1,189 1,194 1.197 1,200 1,203 1,206 1,209 1,212 1,220

23 1,169 1,177 1,185 1,190 1,193 1,196 1,199 1,202 1,205 1,208 1,216

24 1,165 1,173 1,181 1,186 1,189 1,192 1,195 1,198 1,201 1,204 1,212

25 1,161 1,169 1,177 1,182 1,185 1,188 1,191 1,194 1,197 1,200 1,208

26 1,157 1,165 1,173 1,178 1,181 1,184 1,187 1,190 1,193 1,196 1,204

27 1,153 1,161 1,169 1,174 1,177 1,180 1,183 1,186 1,189 1,192 1,200

28 1,150 1,157 1,165 1,170 1173 1,176 1,179 1,182 1,185 1,188 1,196

29 1,146 1,153 1,161 1,166 1,169 1,172 1,175 1,178 1,181 1,184 1,192

30 1,142 1,150 1,158 1,163 1,165 1,168 1,171 1,174 1,177 1,180 1,188
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Extrapolace —
220

200

180

160

O 140

1
1

Teplota (°

2
0
80

0
0

60
40
20

Interpolace

odstrasuijici pripad

teplota za 25 minut?

rr1rr1 r1rr1rr1rrr1 r1 r1rvr1r1

15
Cas (min)

20 25 30

Extrapolace je rizikovy druh interpolace generujici hodnoty vné oblasti namérenych hOdHOtgms



Interpolace

Extrapolace — odstrasuijici pripad
220

200 _ teplota za 25 minut? /
180 | o

160 -

O 140
120 L
100 L

Teplota (°

80 |-
60 [
sl
20

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30
Cas (min)

Extrapolace je rizikovy druh interpolace generujici hodnoty vné oblasti namérenych hOdHOtgms



Extrapolace — odstrasuijici pripad
220

200 teplota za 25 minut?

180 |
160 -

1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Cas (min)

Extrapolace je rizikovy druh interpolace generujici hodnoty vné oblasti namérenych hOdHOtgms



Interpolace
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