1 Harmonicky oscilator

1.1 Vlastni funkce harmonického oscilatoru

e Schrédingerova rovnice pro 1D harmonicky oscilator

e vlnové funkce a energie vlastnich stavii (normovani W,,: [ |0, (z)|?dz = 1)
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e vlnova funkce zdkladniho stavu

1
wo@) = (T5) " e (~55+°) ®)
e redukovand soufadnice a energie
h E
£= z jednotkou g =1/— € = — s jednotkou Ej= %hw (4)
o mw Ey

e redukovany tvar Schrodingerovy rovnice
V= (& o)W (5)

e vlnové funkce a energie vlastnich stavii v redukovaném vyjédien{ (normovdni ¥,,: [ |¥,(£)>d¢ =1)
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1.2 Hermitovy polynomy
e prvnich nékolik Hermitovych polynomu
Hy(z) =1 Hy(z) = 162" — 4822 4 12
Hi(z) = 2z Hj(x) = 322° — 1602° + 120z
Hy(z) = 42® — 2 Hg(z) = 6425 — 480z + 7202 — 120
Hs3(z) = 82° — 122 Hy(z) = 12827 — 13442° + 33602° — 1680z
e rekurentni relace
Hy1(x) =2zH,(x) — 2nHy,_1 () H) (x) = 2nH, () (7)
e Rodriguesova formule
2 d” 2
Hy(w) = (—1)"e’ T e (5)
e ortogonalita Hermitovych polynomu
o0
/ Hy(2)Hy (z) e dz = 270! /7 S 9)
—0o0

e Hermitovy polynomy lze ziskat Taylorovym rozvojem tzv. vytvorujici funkce
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1.3 Algebraicky pristup
e pomocné operatory
A mw . 1 1 . . 1 . .
=y/—%& P= 7 a=-—(Q+iP) a'l=-—=(Q—iP 11
Q=™ —; _(Q+iP) S@-ip)
e Hamiltonidnu a korespondence vlastnich stavu
A 1
H = hw (Q* + P?) = hw (&Ta + ) In) < W,(z) (12)
e pusobeni zebiikovych operatoru
ala|n) =n|n) alln) =vn+1|n+1) aln) =+vnln—1) (13)
2 Moment hybnosti
2.1 Vyjadreni operatoru ve sférickych souradnicich
o sférické soufadnice
x =rsint cos y =rsindsinp z =rcost (14)
e operatory momentu hybnosti
L b | si 0 + cotan ¥ cos 0 (15)
=ih(sinp — n —
L, = —ih ( cos 9 cotan 9 sin 9 (16)
0
L, =—ih— 17
=iy a7)
A 1 0 0 1 02
L = —n? — (| sind— — = 18
[sinz? 99 (Sm &9) T nZo &,02} (18)



2.2 Spolecény vlastni problém pro I?al,

e vlastn{ problém pro L2 a L, s vyhodnym zépisem vlastnich hodnot

L2f(9.9) = U1+ 1) f(0,0)  L.f(9,0) = hn f (0, ) (19)
e diferencidlni rovnice vzniklé dosazenim separovaného tvaru f (9, p) = O(9)P(p)
1 d d m?
il 1) — —— = 2
oo <Smﬁd19®>+ [l(l—i— ) sinQﬂ]G 0 (20)
? 2 72 d 7
— = i — & =imd i 1
i ®+m® =0 (zrovnices L) a4 im® (z rovnice s L) (21)

Reseni rovnic (21) je snadné, ®(p) = ™%, z rovnice (20) se po substituci & = cos® a P(£) = O(1)
stane Legendrova diferencidlni rovnice, jejimz fesenim jsou Legendrovy polynomy P;(£) (pro m = 0)
nebo pridruzené Legendrovy Py, (§) polynomy (pro m # 0):

d m?
— (l+1)——|P=0 22
|- oger] e - (22)
e fesen{ vlastniho problému — sférické harmonické funkce Yy, (9, p) ~ Py, (cosd) e™?
LY (9, ) = BPU(L+ 1)Yim (9, ) 1=0,1,2,3,... (23)
LY (0, ©) = hmYim, (9, ) m=—l,—l+1,...,+1—1,+l (24)

2.3 Legendrovy polynomy a pridruzené Legendrovy polynomy

e prvnich nékolik Legendrovych polynomu

Py(z) =1 Py(x) = 1(352" — 3027 + 3)
Pi(z)== Ps(z) = é( z° — 702% 4 152)
Py(z) = $(32° — 1) Ps(z) = £(2312° — 3152 + 1052° — 5)
Py(z) = 1(52° — 3x) Pr(z) = (42927 — 6932° + 3152° — 352)
o rekurentni relace
(I+1)Pia(2) = (21 + DaP(x) — 1Py (x) (25)
e Rodriguesova formule
1d ;
e ortogonalita Legendrovych polynomu
/ 2
/P[(l‘)ﬂ/ (.’L’) dz = 0+ 1 5”/ (27)
-1

e Legendrovy polynomy lze ziskat Taylorovym rozvojem tzv. vytvorujici funkce

28

V1— 2zt + 12 Z (28)

e pridruzené Legendrovy polynomy (navzdory svému nézvu jsou skuteé¢nymi polynomy jen pro sudd m)
m

P (z) = /(1 — 22)™ dximpl(ff) (29)

e piidruzené Legendrovy polynomy zahrnujici Condonovu-Shortleyovu fazi (—1)™

m

P e) = ()" =27 S R) (30)



2.4 Sférické harmonické funkce

e definice pro nezapornd m — véetné Condonovy-Shortleyovy faze (—1)™

[20 +1(1—m) .
Yim (0, ¢) = (—1)™ ;;EL+:;am@%ﬂyMW, [=0,1,2,...00; m=0,1,2,....1 (31)

a pro zapornd m = —Il,—l+1,...,—1

Viem = (=1)"Yyp, (32)
e prvnich nékolik sférickych harmonickych funkci
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YOO_T? Y10 = \/ 1 cos ¥ Yoo = 51/ 1= (3cos” ¥ — 1) Y39 = 54/ 7-(5cos”J — 3cos )

Yii = —y/=sinde? Yo = —y/Lsindcosde? Vi = —11/2Lsind(5cos? 9 —1)e¥
81 8w 4 47

Yoo = 14/22 sin? ¥ ¥ Vio = 51/ 25 sin 9 cos ¥ €2
Vg = —11/ B sin® 9
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Vi (9, )2

e ortonormalita na jednotkové kouli

s 27
/ a9 sin / A Y (9, ) Yo (9, 0) = 01 mmy (33)
0 0

e Uplnost souboru sférickych harmonickych funkci pro popis tthlové zavislosti

00 l
Z Z Y5 (9,0) Yim (¥, @) = 6(p — ¢') (cos ¥ — cos?') . (34)
=0 m=-1

2.5 Algebraicky pristup

e komutacni relace

~

(Lo, Ly =ihL.  [Ly,L.]=ihLy  [L.,Ly] =ihL, (35)
e spektrum spoleénych vlastnich stavii L2 a L,
L2|Im) = K1(L + 1)|Im) 1=0,1,2,3,... (36)
L.|lm) = hm|lm) m=—l,—1+1,...,+l—1,+I (37)
e korespondence (R je libovolnd radidlni funkce)
[im) <> R(r) Yim (9, ¢) (38)

e zebiikové operatory

A A

Li=1L,+il, L_=1L,—il, (39)
e pusobeni zebiikovych operatora

Ly|ltm) = h/Il+1) —m(m+1)|I,m+1)  L_|lm)=h/I1l+1)—m(m—1)|l,m—1) (40)




3 Atom vodiku

3.1 Schrodingerova rovnice s centralnim potencialem

e laplacian ve sférickych soufadnicich

1 9? 1 9 ov 1 9%
29 — =2 _(pw | siny=— e — 41
v r Or? (r?) + 2snd a9 \" Y a9 2 sin? 9 Op? (41)
e Schrodingerova rovnice ve sférickych souradnicich
h? 1 92 1 . N 10 [ ,00
—ﬂ;w(r\l’) -+ 2[“/["2 L \I’ -+ V\I] = E\IJ alternatlvne: ;ﬁ (T\I]) = 7’725 <T ar> (42)
e radidlni Schrédingerova rovnice pro radidlni funkci R(r) z vyjadieni ¥(r, ¥, ¢) = R(r)Yim (9, ¢)
R% 1 d? P21+ 1)
- —— 4V R=ER 43
2u 7 dr? (rF?) [ 27?2 + (T)] (43)
e radidlni Schrédingerova rovnice pro funkei u(r) = rR(r)
h? d%u R+ 1)
e i S rs =F 44
o dr2 [ 2y + V(r)] u u (44)
3.2 Radialni vinové funkce pro atom vodiku
e Bohrtv polomér a energie vlastnich stava
4rregh? pe 1
_ o =1,2,3,... 4
¢ ue? 2(4meg)2h? n? (n 3re) (45)

e radidlni vinové funkce z U1, (7,9, ) = Rp(r)Yim (9, ¢) (pron =1,2,3,...00al=0,1,2,...,n—1)

B 20 \' g1 (20 r 12 [(n—1-1)
Ry(r) = Ny <na> Lo na ) P (*7) N"l_as/Qﬁ (n+1)! (46)

e Laguerriv polynom
k ¢ s(P+ A
Ly(z) = (-1) o (47)

e vinové funkce 1s, 2s a 2p, stavu

— 1 —r/a _ 1 r —r/2a _ 1 " —r/2a
Uy = T e Uys = N (1 - %) e Uy, = 7 % e cos ¥ (48)
e uzitecny vzorec pro radidlni integraci
RN n!
/0 e dr = IS (49)
e stfedni hodnoty
1
(r)m = 5 (3 —1(1+1)] a (50)
(r?) = 5n2 [5n* +1-31(1+1)] a® (51)

2 1

T+ )20+ 1) a3 170 (54)
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