2 Jednorozmeérna Schrodingerova rovnice

2.1 Volna castice

Najdéte feseni 1D Schrodingerovy rovnice, které odpovida pohybu volné ¢astice s energii E. Dale
diskutujte piipad s konstantnim potencidlem V;, zvlast pro Vo < E a Vy > E.

2.2  VlInové klubko s gaussovskym rozdélenim e

Najdéte vinovou funkei vinového klubka v ¢ase t = 0 vzniklého skladanim feseni 1D Schrodinge-
rovi rovnice pro volnou ¢éstici. Uvazujte gaussovské rozlozeni vinového ¢isla k:

1 k— ko)?
A= e[ GBI
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Zjistéte, jestli je vznikla vlnova funkce spravné normovand. Spocitejte stfedni hodnotu polohy,

kvadratu polohy, stfedni hodnotu hybnosti, kvadratu hybnosti a vyjadiete soucin kvadratickych
odchylek polohy a hybnosti AzAp.

2.3 VlInové klubko s obdélnikovym rozdélenim e

Najdéte vinovou funkei vinového klubka v ¢ase t = 0 vzniklého skladanim feseni 1D Schrodinge-
rovi rovnice pro volnou castici. Uvazujte obdélnikové rozlozeni vlnového ¢isla k:

1
A(k) = T Rz2kz2hk
0, jinak

2.4 Neznamy potencial 1

Céstice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném potencidlu V(z). Vime, ze vinova funkce
jejtho zakladniho stavu je

A
€Tr) =
v(z) cosh Az’
kde A je konstanta a A je normovaci konstanta. S predpokladem, ze potencidl V (x) se v nekonec¢nu

bliz{ nule, naleznéte energii zdkladniho stavu a potencial V' (z).

2.5 Neznamy potencial 2

Céstice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném potencialu V(x). Vlnové funkce jejiho
zakladniho stavu a prvniho excitovaného stavu jsou

1 2 3 2
Po(x) = (%) " exp (_m;uh:c ) a  Yi(z) =27 (%) frexp (_m;uh:c ) :

Najdéte potencial V (z) a rozdil energii uvedenych dvou stavi.

2.6 Hustota toku pravdépodobnosti

S pomoci jednorozmérné Schrodingerovy rovnice popiste ¢asovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti
|(x,t)|* a ukazte, Ze lze zformulovat prislusnou rovnici kontinuity, v niz jako hustota toku
pravdépodobnosti figuruje veli¢ina
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Urcete hustotu toku pravdépodobnosti pro volnou ¢astici s vinovou funkef 4(z, t) = Ae!kz=Et/h),
kde E = h?k?/2m.




2.7 Nekonecné hluboka jama e

Najdéte vinové funkce stacionarnich stavu ¢astice o hmotnosti m pohybujici se v nekonecné
hluboké potencialové jamé o sitce a. Uvazujme dvé moznda zavedeni potencidlu jamy:

(a) V(z) =0pro0 <z < aaV(xr)— oo jinak.

(b) V(z) =0 pro —§ <z < § aV(x) = oo jinak.

Cast fesenf SSR uvnit jamy lze hledat napi. ve tvaru o (x) = Asin(kz) + B cos(kx) nebo napf.
Y(x) = Aexp(—ikz) + Bexp(ikz). Vyzkousejte postupné oba vyse uvedené tvary feseni pro obé
varianty zadaného potencialu.

2.8 Pocitani hladin

Pro elektron, ktery je uzavien v jednorozmeérné krabici o §itce 10nm, vypoctéte pocet energiovych
hladin lezicich mezi 9 a 10 eV.

2.9 Tlak elektronu

Elektron je uvéznén v jednorozmérném chlivku o sfice a = 1071% m. Urcete:
(a) Energii elektronu v zdkladnim a prvnim excitovaném stavu.
(b) Tlak eletronu na stény chlivku v téchto stavech.

2.10 Rozmazani ¢astice v jameé

Pro c¢astici pohybujici se v nekonecné hluboké jednorozmeérné potencialové jamé vymezené x = 0
a x = a ukazte, ze stfedni hodnota jeji souradnice = je (x) = a/2 a stfedni ¢tverec odchylky od
této hodnoty je ((x — (z))?) = (a?/12)(1 — 6/7*n?). Ukazte, Ze v pifpadé, kdy n nabyva velmi
velkych hodnot, tato hodnota souhlasi s hodnotou klasickou.

2.11 Jama s kone¢nou hloubkou

Vypoctéte mozné hodnoty energie ¢éstice pohybujici se v potencidlu V(x), kde V(z) = —Vj; pro
—a <z < +a a V(z) =0 vné tohoto intervalu. Vyjadrete se k existenci vazaného stavu v dané
jame.

2.12 Polovodicova kvantova jama

V polovodicovych heterostrukturach lze pomérné snadno realizovat jednorozmérné kvantové jamy.
Jako priklad ndm poslouzi tenka vrstva InAs obklopend mocnymi vrstvami GaAs. Vrstva InAs
mé tloustku L = 10 nm a chova se jako jama o hloubce V; = 0.5 eV. Je nutno ptihlédnout
k tomu, ze elektrony v polovodi¢ich se pohybuji jako efektivni ¢astice s hmotnosti m* < m,,
kde m,. je hmotnost elektronu. Efektivni hmotnost m* v InAs a GaAs se mirné lisi, vezmeme pro
jednoduchost hodnotu m* = 0.07m.. Vypoctéte energie vazanych stacionarnich stavi a srovnejte
je s odpovidajicimi energiemi v nekonecné hluboké jame.

2.13 Symetricka a asymetricka jama %

Méjme dvé jednorozmérné jamy s potencidly

+o00 <0 0 T < —a
Valz) =< -V, 0<z<a a Ve(z)=¢ -V, —a<z<a
0 a<zx 0 a<zx



(a) Zformulujte rovnice pro vlastni energie castice o hmotnosti m, kterd se pohybuje v potencidlu
V4 resp. Vp.

(b) Jaky je vztah mezi vlastnimi stavy jam, kdyz plati V; = V57

(c) Kolik existuje nezavislych stava pro danou energii £ > 0 a jaky je jejich charakter?

(d) U véazanych stavii porovnejte pravdépodobnost vyskytu ¢dstice uvnitt a vné jamy. Muze byt
v néjakém piipadé pravdépodobnéjsi nalézt ¢astici vné jamy?

2.14 Sousedici jamy %

Uvazujme o systému dvou jam oddélenych prepazkou. Systém je popsan potencidlem

(00 < —L—a V(x)
0 —J-ea<r<-a | v
V(z) =4 Vo —a<z<-+a
0 +a<z<a+L Vo
(0 a+L<z
-L-a -a 0 +a +L+a  x

Najdéte rovnice pro energie vazanych stavi. Vyuzijte pritom zrcadlovou symetrii problému, ktera
rozdéli vazané stavy do dvou tiid. Je-li prepazka dostatecné nepiekonatelnd, 1ze si predstavovat
vézané stavy v systému jako symetrické/antisymetrické kombinace vazanych stavu izolovanych
jam. Tyto kombinace maji velmi blizké energie E;, Fs, jejichz rozdil AF = E, — E; bude zaviset
na amplitudé tunelovani z jedné jamy do druhé. V priblizeni AE <« E » < Vj ukazte, ze skutecné

plati imérnost AE/E oc e™2¢ kde k = /2m(Vy — E)/h.

2.15 J-past

Najdéte vlnovou funkci a energii vazaného stavu jednorozmeérné ¢astice o hmotnosti m pohybujici
se v kratkodosahovém potencidlu V(z) = —Ad(x), kde A > 0.

2.16 Dvojice o-pasti

Najdéte vlnové funkce a rovnice pro energie vazanych stavi jednorozmérné ¢astice o hmotnosti
m pohybujici se v potencidlu

V(z) = =A[d(x —a) + 6(x + a)] (A>0).

Ukazte, ze vzdy existuje nejméné jeden a nejvyse dva vazané stavy.

2.17 o-past v jameé %

Céstice o hmotnosti m je uvéznéna v jednorozmérné nekoneéné hluboké jameé vymezené —a <
xr < 4a. Ve stiedu jamy navic pusobi pfitazlivy potencidl —aCd(x).

(a) Jaké jsou energie staciondrnich stavu, které jsou popsany vlnovymi funkcemi s lichou paritou?
(b) Stanovte hodnotu C' = Cj, pro kterou mé zakladni stav energii £ = 0.

(c) Najdéte vlnovou funkci zakladniho stavu s £ < 0. Hodnota C' musi byt vétsi nez hodnota Cj
stanovend v bodé (b).



2.18 Jednorozmeérny coulombovsky potencial %

Elektron se pohybuje v jednorozmérném poloprostoru z > 0 a podléhd pusobeni potencidlu

62

Viz)=— :
(z) 16megx

Tato situace odpovida elektronu pohybujicimu se nad povrchem dokonalého kovu.

(a) Najdéte energii zdkladniho stavu.

(b) Najdéte stiedni vzdélenost (z) elektronu od povrchu kovu.

2.19 Kronigtav-Penneytv model %

Vyfteste jednorozmeérnou stacionarni Schrodingerovu rovnici pro periodicky potencidl z nasledujiciho

obrazku. Pomuze vam pritom Blochuv teorém, ktery pravi, ze feSeni Schrédingerovy rovnice je
ikx

tvaru e u,,(z), kde u jsou periodické funkce s periodou a + b.
V()
Y2 —
0 a a+b X

Ukazte, ze hodnoty energie zavislé na parametru £ jsou implicitné dany rovnici

) R1 . .
cos k(a4 b) = cos kja cos kab — 3 (— + —> sin kqa sin Kb |
R1 Ra

kde k1 = V2mEy/h a k1 = \/2m(Ex — Vo) /h. Jak je patrné z uvedené rovnice, predpokladame
E, > Vj, 1 kdyz obdobna rovnice se da zformulovat i pro piipad 0 < E < Vj. Numerické teseni
rovnice a nalezeni E) muzete provést, ale neni to nutné.

2.20 Naraz do bariéry

Céstice o hmotnosti m se pohybuje v potencidlu V(zx), ktery je nulovy pro z < 0 a roven
Vo > 0 pro x > 0. Najdéte stacionarni feseni Schrodingerovy rovnice, které odpovidé céstici
narazejici zleva na potencialovou bariéru. Urcete koeficient pruchodu a odrazu, které jsou defi-
novany jako pomeéry toku hustoty pravdépodobnosti prochazejici a odrazené viny ku toku hustoty
pravdépodobnosti viny dopadajici. Zvlast diskutujte ptipady £ > Vy a E < V.

2.21 Seskok ze schodu

Vyfeste tlohu 2.20 pro Vi < 0 (urychlujici potencidl). Smysl mé ptirozené jen piipad E > 0.

2.22 Tunelovy jev e

Céstice o hmotnosti m a energii £ dopadd na bariéru danou potencidlem V(z) = Vi > E pro
0 <z < a, V(z) =0 jinak. Najdéte pravdépodobnost pruchodu ¢astice bariérou a jeji priblizné
vyjadieni pro dostateéné neproniknutelnou bariéru.



2.23 «a-rozpad polonia 212

Vypoctéte pravdépodobnost pruchodu ¢astice bariérou o vysce Vy = 26.4MeV a sitce a = 17.9fm.
Energie ¢éstice je £ = 8.78 MeV, hmotnost uréete z idaje mc? = 3727 MeV. Uvedené hodnoty
se tykaji a-rozpadu jadra polonia 212, kdy se a-¢astice snazi uniknout z prostoru jadra a narazi
pritom na coulombovskou bariéru. S prihlédnutim k frekvenci narazeni a-castice do stény bariéry,
f=1.1x10*"s7!, odhadnéte polocas rozpadu polonia 212. Vyslednd hodnota se o mnoho fadu
lisi od skuteéné. Je to zpusobeno zejména aproximaci potencialu pravothlou bariérou. Vyrazné
presnéjsi odhad je proveden v prikladu 2.26.

2.24 Asymetricky tunelovy jev %

Castice o hmotnosti m a energii F dopada na bariéru danou potencialem

0 <0
Vie)=<Vy O0<zx<a
A z>a.

Zde V; je kladna konstanta a A muze byt kladna i zaporna konstanta. Ve srovnani s tunelovym
jevem z piikladu 2.22 zde dochézi navic ke zpomaleni/urychleni ééstice po pruchodu bariérou.
Najdéte pravdépodobnost priuchodu ¢astice bariérou a prozkoumejte vliv A.

2.25 Rezonance pri prichodu nad jamou e

Vychozi situace je stejna jako v prikladu 2.22, ale zajimame se o pripad, kdy je bariéra nahrazena
jamou o hloubce Vj. Vypoctéte zavislost pravdépodobnosti priuchodu nad jadmou na energii £ a
sestrojte kiivku této zavislosti pro pifpad Vya? = 72h*/m a Vya® = 4w2h* /m.

2.26 Gamowova formule %

Pravdépodobnost priuchodu ¢astice obecnou potencialovou bariérou muze byt velmi zjednodusené
odhadnuta rozlozenim bariéry na mnoho navazujicich pravouhlych bariér. Hledana pravdépodo-
bnost se pak ziska jako souc¢in pravdépodobnosti pruchodu jednotlivymi elementarnimi bariérami.
Odvod'te na zdkladé této piedstavy Gamowovu formuli

P:exp{—%/\/Qm[V(x)—E] dx} |

S pouzitim této formule vyrazné vylepsime odhad provedeny v tloze 2.23. Potencial bariéry
je coulombovsky potencidl popisujici odpuzovéni a-¢éstice (ndboj 2e) a zbytku jadra (naboj
(Z —2)e, Z = 84 pro polonium)

1 2(Z —2)e?

V(T) - 4meq T

Rozsah bariéry je omezen na Ry < r < Ry, kde Ry = 9.0fm je polomér jadra a Ry = 26.9 fm kla-
sicky bod obratu, pro ktery plati E = V(Rz). Energii a hmotnost a-¢astice a frekvenci narazeni do
stény jadra (poc¢itanou jako f = v/2R;) prevezmeéte z piikladu 2.23 a vypoctéte pravdépodobnost
tiniku a-¢éstice z jadra 2'2Po a odpovidajici polo¢as rozpadu. Porovnejte se skuteé¢nou hodnotou
T1/2 =0.3 MUS.



2.27 Gaussovsky balik

Volna castice o hmotnosti m pohybujici se v jednorozmérném prostoru je popsana vinovou funkei
(@t = 0) = Aexp(~2%/a?)

(a) Urcete normovaci konstantu A.

(b) Najdéte amplitudu pravdépodobnosti ¢astice v hybnostnim prostoru.
(¢) Zformulujte relaci neuréitosti pro gaussovsky balik.

(d) Vypoctéte (z,t).

2.28 (Gaussovsky balik v pohybu

Voln4é ¢astice o hmotnosti m pohybujici se v jednorozmérném prostoru je v hybnostni reprezentaci
popsana vlnovou funkei
(p— po)z}

2
40'p

p(p,t =0) = Aexp {—
(a) Urcete normovaci konstantu A.
(b) Vypoctéte vinovou funkei ¢(z,t) v prostorové reprezentaci a presvédcte se, ze pohyb stredu

baliku odpovida pohybu klasické c¢astice s hybnosti pg. VySetiete prostorové rozsitovani baliku
s casem a interpretujte nalezenou zavislost na o,,.

2.29 Prelévani castice v jamé 1 e
Céstice o hmotnosti m je uvéznéna v nekoneéné hluboké potencidlové jameé 0 < x < L. V case
t = 0 je jeji normovand vlnova funkce dana vyrazem

Wz, t =0)=+/8/5L [1 + cos (W—Lx)] sin (%) :

a) Vypoctéte vinovou funkei v case t = t.

b) Jakd je pravdépodobnost nalezeni castice v levé poloviné jamy (tj. v oblasti L/2 < z < L)
v okamziku t = ¢y7

(c) Vypoctéte ¢asové zavislou hustotu toku pravdépodobnosti j(x,t).

(d) Kolik pravdépodobnosti ,protece“ bodem x = L/2 za ¢as t = wh/(Ey — Ey) 7 (e) Spoctéte
casoveé zavislou stfedni hodnotu polohy a hybnosti.

2.30 Prelévani castice v jameé 2 %
Céstice o hmotnosti m se nachézi v nekoneéné hluboké potencidlové jamé vymezené intervalem
0 <x <a. V caset =0 je castice rovnomérné rozprostiena v levé poloviné jamy. Jeji vlnova

funkce tedy jest
2 2
w(x,()):{\/ Ja 0<xz<al

0 a/2 <z <a

(a) Urcete vlnovou funkei ¢(x,t) v libovolném case.
(b) Jaka je pravdépodobnost nalezeni ¢éstice v n-tém vlastnim stavu.
(¢) Zapiste vyraz pro stiedni energii ¢astice. Co o ném soudite?

2.31 Odhad energie zakladniho stavu ¢astice v kvantové jameé e

S pomoci Heisenbergovy relace neurcitosti odhadnéte energii zakladniho stavu c¢astice v jed-
norozmeérné nekonecéné hluboké potencialové jamé o sitce L a srovnejte ji s presnou hodnotou
ziskanou v tloze 2.7.



2.32 Odhad energie zakladniho stavu harmonického oscilatoru e

S pomoci relace neurcitosti odhadnéte energii zakladniho stavu harmonického oscilatoru, ktery
se Tidi stacionarni Schrédingerovou rovnici

2.33 Odhad energie zakladniho stavu atomu vodiku

S vyuzitim relaci neurcitosti odhadnéte polomér atomu vodiku a energii zakladniho stavu. Odhad
proved'te minimalizaci stfedn{ hodnoty energie. Pouzijte aproximaci (1/r) & 1/+/(r?).

2.34 Hybnostni spektrum stavia v jameé

Pomoci prevodniho vztahu
1

o) == [ dlaeira

najdéte hybnostni spektrum ¢(p) n-tého staciondrniho stavu ¢astice o hmotnosti m nachézejici
se v nekone¢né hluboké jameé vymezené x = —L/2 a x = +L/2.

2.35 Neurcitost hybnosti v jamé %

Céstice o hmotnosti m se nachdzi v zékladnim stavu v nekoneéné hluboké jamy vymezené z = —a
a x = +a. Najdéte jeji hybnostni spektrum ¢(p) a vypoctéte s jeho pomoci stiedni hodnotu
kvadratu hybnosti (p*) = [ p*|¢(p)|? dp. Kontrolu provedte srovnénim s energif zdkladniho stavu,
kterd je rovna E = (p?)/2m.



