3 Formalismus kvantové mechaniky

3.1 Vlastnosti hermiteovského sdruzeni a hermiteovskych operatora

(a) Necht A a B jsou linedrn{ operdatory na Hilbertové prostoru. Ukazte, ze (AB)"™ = BTAT.
(b) Ukazte, ze vlastni hodnoty hermiteovského operatoru jsou redlné.

(c) Necht |p) a |1) jsou vlastni vektory hermiteovského operatoru patifci k ruznym vlastnim
hodnotdm. Ukazte, ze (p|t)) = 0.

3.2 Operator souradnice

Uvazujme o Hilbertové prostoru odpovidajicim castici v jednorozmérném prostoru. Vyjadiete
operator soutadnice Z v hybnostni reprezentaci, urcete jeho vlastni hodnoty a vlastni funkce.

3.3 Operator hybnosti

Ukazte, ze operator p, je hermiteovsky.
(a) S vyuzitim hybnostni reprezentace.
(b) S vyuzitim soutadnicové reprezentace.

3.4 Normovani a skalarni soucin e
Méjme systém s ortonormélni bazi {|n)}>2; a v ni zavedené nasledujici stavy:
) = Ni(|1) +12))

o) = Na(|1) — [2))
[€) = Ns(2[1) +[2) —i[3))

=1
n) = Ny Z on n)
n=1

(a) Najdéte normovaci foktory Ny, No, N3, Njy.
(b) Vye¢islete vsechny skalarni souciny mezi vyse uvedenymi stavy.

3.5 Maticové elementy pro nekonecné hlubokou potencialovou jamu e

V predchozi sekci jsme odvodili, ze stacionarni stavy nekonec¢né hluboké potencidlové jamy od

0 po L jsou v soufadnicové reprezentaci vyjadieny (z|n) = \/% sin ®T*. V bazi tvorené témito

stavy spoctéte maticové elementy (z%)11, (p)i2 a (p)21 operdtoru 22 a p.

3.6 Molekula NH; e

Uvazujme zjednoduseny popis molekuly NHj jako dvojhladinovy systém s ortonormélni bazi |1)
a [2). V této bazi jsou vyjadieny nésledujici fyzikalni operdtory:

r Eo =T ~ __[a 0
H_<—T Eg) 2 x_(o —a)’

kde Fy, T'aa jsou redlné kladné konstanty.

(a) Najdéte vlastni stavy a vlastni hodnoty operédtoru z.

(b) Najdéte vlastni stavy a vlastni hodnoty operatoru H.

(¢) Najdéte matici prechodu mezi bazi |1), |2) a bazf vlastnich stavii operdtoru H.
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(d) Vyjadiete operator & v bazi vlastnich stavii operatoru H.

(e) Vyjadrete operator casového vyvoje U v bézi vlastnich stavii operatoru H.

(f) Vyjadrete operator ¢asového vyvoje U v bazi vlastnich stavii operdtoru z.

(g) V case t = 0 mame stav |[¢(t = 0)) = |1). S pomoci operatoru ¢asového vyvoje zapiste stav
[1(t)) pro libovolny budouci ¢as v bazi vlastnich stavii operatoru H i &.

3.7 Dvoustavovy systém 1

Uvazujme o dvourozmérném Hilbertové prostoru. Operator A je v ortonormalni bézi {|1),|2)}
reprezentovan matici
2 V2
—iv2 3 )"
a) Je operédtor A hermiteovsky?

(
(b) Stanovte vlastni hodnoty a vlastni vektory (tyto vyjadiete v bazi {|1),|2)}).
(c) Stanovte matice reprezentujici projektory do vlastnich vektort.

(d) Ovéite, ze je splnéna relace iplnosti.

3.8 Dvoustavovy systém 2

Uvazujme o kvantovém systému se dvéma moznymi stavy. Je popsan hamiltonidnem (pro jedno-

duchost polozme h = 1)
A 0 1
=(10)

~

(a) Najdéte vlastni stavy a vlastni hodnoty H.
(b) Explicitné vyjadiete operator casového vyvoje e

(c) Necht jsou
won=(g) 2 0=(y3)

stavovy vektor v ¢ase t = 0 a operator prislusny pozorovatelné O. Najdéte pravdépodobnost, ze
v ¢ase t > 0 naméiime hodnotu O = 2.

—1Ht

3.9 Dvoustavovy systém 3

Kvantovy systém se dvéma ortogonalnimi stavy |1) a |2) je popsdn hamiltonidnem
H =|2)(1] —i[1){2] .

V ¢ase t = 0 byla zméfena hodnota —1 pozorovatelné O prislusné operdtoru
O = 31111 - 2)2 .

Najdéte nejmensi ¢as ¢t > 0, ve kterém nastane |¢(t)) = |1).

3.10 Vlastnosti komutatoru e

S vyuzitim definice komutdtoru dokazte nasledujici vztahy:
(a)[A, B+ C] = [A, B] + [A, (]

(b)[4, 8B] = B[A, B]

(c)[A, A" =0



3.11 Komutatory pro harmonicky oscilator e

Méjme Hamiltonidn harmonického oscildtoru H = % + smw?@?. S vyuzitim vlastnosti ko-
mutatoru odvozenych v piikladu 3.10 spoctéte komutatory [z, H] a [p, H]

(a) s pomoci elementérntho komutéatotru [z, p| = ih.

(b) v x-reprezentaci.

(¢) v p-reprezentaci.

3.12 Meéreni castice v nekonec¢né hluboké jameé 1

Uvazujme o ¢astici o hmotnosti m v nekonecné hluboké potencidlové jamé o Sifce a. Vlastni
vektory hamiltonidnu oznaéme |1), |2), ... V case t = 0 je stav ¢dstice popsan stavovym vektorem
[¥(0)) = ar[1) + a2|2) + a3]3) + a4l4).

(a) Jaké je pravdépodobnost, Ze ve stavu |¢(0)) naméFfme vyssi hodnotu energie nez 3m2h% /ma??
(b) Jaka je stfedni hodnota energie a stfedni kvadratickd odchylka od této stredni hodnoty ve
stavu |¢(0))?

(c) Urcete stavovy vektor [i(t)) v case t. Budou vysledky bodu (a) a (b) platit pro libovolny cas
t?

(d) Pii méfeni energie byla ziskdna hodnota 872h*/ma?. V jakém stavu se po méfeni Céstice
nachazi? Jak by dopadlo opétovné méreni energie?

3.13 Meéreni castice v nekonecné hluboké jameé 2

Céstice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérné nekoneéné hluboké potencidlové jame vy-
mezené intervalem z € (0,a). V ¢ase t = 0 se ¢astice nachazi ve stavu [¢(0)), o kterém jsou
znamy nasledujici skutec¢nosti:

(a) Vysledek jakéhokoli méfeni energie je mensi 3w2h% /ma?.

(b) Stiedni energie je rovna 772h°/8ma?.

(c) Stfedni hodnota operdtoru hybnosti p je rovna 4h/3a.

Pokuste se co moznd nejpiesnéji urcit stav [¢(0)) a najdéte stfedni hodnotu p* v case t > 0.

3.14 Trojrozmérna vinova funkce

Uvazujme o ¢éstici popsané stavovym vektorem |[¢), kterému v soufadnicové reprezentaci od-
povida funkce i (z,y, z) = ¥(r).

(a) Vyjadrete pravdépodobnost, ze pfi méteni velic¢iny x ziskdme hodnotu v intervalu (xy, xs).
(b) Vyjadrete pravdépodobnost, ze pii méreni veli¢iny p, ziskdme hodnotu v intervalu (py, ps).
(c) Vyjadiete pravdépodobnost, ze pii sou¢asném méfeni veli¢in x a p, ziskame hodnotu z v
intervalu (x1,xs) a hodnotu p, v intervalu (p, ps).

Pomucka: v ¢ésti (a) a (b) pouzijte variantu postuldtu IV odpovidajici spojitému a degenero-
vanému spektru. Za uplny systém vlastnich vektort operatoru & lze vzit {|zyz)}, © € (—o0, 00),
y € (—00,0), z € (—00,00). Za tplny systém vlastnich vektoru operdtoru p, {|p.yz)}, p. €
(—00,00), ¥y € (—00,00), z € (—00,00). K ¢asti (c): vzhledem k tomu, ze operdtory & a p,
komutuji, 1ze uvazovat o jedné kombinované velic¢iné, o jednom méticim pristroji, a lze pouzit
piirozené rozsifeni postulatu IV, kde vystupuje soubor vlastnich vektoru {|zp,z)} kombinované
velic¢iny.

3.15 Operatory spinu

Uvazujme o prostoru spinovych stava ¢dstice se spinem 1/2, [1/2) (] —1/2)) necht znaéi stavovy
vektor s hodnotou prumétu spinu do osy z rovnou /2 (—h/2). Slozky $,, 8, §, operatoru spinu



§ jsou v bézi {|1/2),| — 1/2)} reprezentovény nasledujicimi maticemi

n/0 1 A_EO—Z’ . R(1 0
S*=35\10)°%=3\i 0)*73\0 —1)"

(a) Jaké jsou mozné vysledky meéteni velicin s,, S, S,7

(b) Céstice se nachaz{ ve stavu |1/2). Uréete mozné vysledky méfeni velicin s,, s, a s., jejich
pravdépodobnosti a

(¢) stiedni hodnoty téchto velicin.

3.16 Rotace spinu

Uvazujme o operatoru ¢, pusobicim na Hilbertové prostoru spinovych stavu ¢astice se spinem
1/2, 6, = (2/h)3,, kde operator §, je definovany v zadéni piikladu 3.15. Ukazte, ze

e = Jcosa+ i0,sinc.

3.17 Bakerovo-Hausdorffovo lemma =

Heisenberguv obraz ¢asového VyVOJe pouziva ¢asové nezavislych stavi [i¢) = [¢(0)) a casové
zavislych operatoru A( )= eifl Ae=nH P jejich vypoctu lze casto vyuzit Bakerovo-Hausdorffovo

lemma:
ePAe P = A+ B, Al +
Dokazte jeho platnost.

Népovéda: Pouzijte Tayloruv rozvoj operatoru qu( t) = otB A otB

vzhledem k proménné t.

3.18 Céstice v homogennim poli %

Céstice s hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném potencialu U(z) = —ax (a > 0).

(a) Urcete ¢asovy vyvoj veliciny Ap = 1/(p?) — (p)?, kde p je operdtor hybnosti.

(b) Najdéte ¢asové zavislou vlnovou funkei ¢(z,t), vite-li, Ze 1(z,0) = e®o*/"=i% kde p, a ¢
jsou konstanty.



