5 Moment hybnosti a tilohy s centralnim potencialem

5.1 Komutacéni relace operatoru momentu hybnosti e

Stanovte komutaéni relace mezi slozkami Ly, jly a L, operatoru momentu hybnosti L = # x p
vyjadieného v kartézskych souradnicich. Postupujte jednak s vyuzitim explicitniho vyjadieni
Do = —ihd/0x,, jednak s vyuzitim elementdrnich komutdtoru [Z,,ps] = ihdag. Dale najdéte
komutacni relace L? a jednotlivych slozek momentu hybnosti.

5.2 Operator L, ve sférickych soufadnicich e

- . 0 0
L, = —ih (xa—y — ya—x)

najdéte vyjadreni operatoru L, ve sférickych souradnicich, tj. diferencialni operator pusobici na
vlnovou funkei s proménnymi r, ¢ a . Jako vyznacnou osu sférickych souradnic, od niz je méren
thel ¢, zvolte osu z.

Upravou vyrazu

5.3 Sférické harmonické funkce e

(a) S vyuzitim definice najdéte tvar sférické harmonické funkce Yoo (6, ¢).

(b) S vyuzitim vysledku predchoziho bodu a vyjadieni operatoru L. ve sférickych soufadnicich
naleznéte tvar sférické harmonické funkce Ys(6, @)

(c) Ovérte ortogonalitu sférickych harmonickych funkei Yi0(0, ¢), Y20(8,¢) a Yoo(8, ).

5.4 Meéreni momentu hybnosti 1 e

Céstice se nachdzi ve stavu popsaném vinovou funkef

(a) ¥1(r,0,9) = (2 +a) f(r)

(b) Wha(r, 9, 0) = (2 + y*) f (1)

(c) ¥3(r, v, 0) = (2* = y*) f(r)

Pro kazdou z téchto vinovych funkei najdéte mozné vysledky méteni L? a L,. V pifpadé funkce
1), najdéte i pravdépodobnosti zméfeni jednotlivych moznych hodnot L2.

Pozn.: Povzneste se nad jistou umélost zadanych vinovych funkei. V redlném piipadé (napf.
v problému s centrdlnim potencidlem) se prinejmensim kvantové ¢islo | projevi v efektivnim
potencialu pro radidlni ¢ast vlnové funkce a prispévky do vlnové funkce vyznacujici se ruznym
kvantovym ¢islem [ by tak nesdilely radidlni cast, jako je tomu v zadani.

5.5 Meéreni momentu hybnosti 2

Céstice se nachazf ve stavu, ktery je soucasné vlastnim stavem L?s prislusnym kvantovym ¢islem
| a vlastnim stavem L, s piislusnym kvantovym &fslem m.

(a) Vypoététe stiedni hodnotu L2.

(b) Oveéfte predchazejici vysledek vypoctem pravdépodobnosti jednotlivych vlastnich stavi L,
pro pripad [ =1, m = 1.

5.6 Meéreni momentu hybnosti 3

V case t = 0 je kvantovy stav [1(0)) jisté ¢astice vlastnim stavem L? a L, s vlastnimi hodnotami
2h* a 0. Najdéte casovy vyvoj stavu [¢0(0)), je-li ffzen hamiltonidnem H = AL,. Méfeni L,



poskytlo hodnotu —h. Urcete, v jakych casovych okamzicich ¢ > 0 byl tento vysledek méreni
nejpravdépodobné;jsi.

5.7 Moment hybnosti jako integral pohybu

Uvazujme o ¢éstici v trojrozmérném prostoru v centralnim poli. Hamiltonian ma tvar
.2
p A
H=—+V(7|).
2m

Ukazte, ze ¢asova derivace stiedni hodnoty kazdé ze slozek momentu hybnosti je rovna nule,
tj. moment hybnosti je integralem pohybu.

5.8 Zeemanuv jev e

Atom s orbitalnim momentem hybnosti charakterizovanym kvantovym é&islem [ = 1 se nachazi
v magnetickém poli B = B(sin v cos p, sin ¥ sin ¢, cos ¥). Pusobeni magnetického pole je popséno
Hamiltonidnem H = ,uﬁ - B, kde —pi je operator magnetického momentu atomu. Popiste
vysledné energiové spektrum. Reste tlohu nejprve pro B || z, poté v obecném piipadé. Ne-
poméahejte si pritom oto¢enim souradného systému.

5.9 Nekonecné hluboka sféricka jama

Najdéte vlnové funkce vlastnich stavu a vlastni energie Castice o hmotnosti m nachéazejici se
v nekone¢né hluboké potencidlové jamé vymezené kouli o poloméru R. Pro jednoduchost se
omezte na stavy s nulovym momentem hybnosti.

5.10 Konecéné hluboka sféricka jama =

Najdéte vlnové funkce vazanych stavu a vlastni energie ¢astice o hmotnosti m, ktera se pohybuje
v potencialu konec¢né hluboké jamy dané

-V r<R,
0 r>R.

Omezte se pouze na stavy s [ =0 a [ = 1. Jaka je podminka existence vazaného stavu v jame?

5.11 Vlastni stavy atomu vodiku e

S vyuzitim definiéniho vztahu pro radialni vinové funkce atomu vodiku a sférické harmonické
funkce naleznéte tvar vlnovych funkci vlastnich stavii atomu vodiku 1s, 2s a 2p,.

5.12 Charakteristiky vlastnich stavii atomu vodiku e

(a)Vypoctéte nejpravdépodobnéjsi vzdalenost od jadra rg, stiedni vzdalenost od jadra (r) a
stfedni kvadratickou vzdalenost od jadra 4/(r2?) pro nésledujici stavy atomu vodiku

1

1 r 1 r
_ ~r/a _ (1 _ _) ~7/2a = eraggy

Zde a znaci Bohruv polomeér.
(b)Déle najdéte ihel © takovy, zZe elektron v 2p, stavu se nachézi s pravdépodobnosti 1/2 v
oblasti vymezené min(J, 7 — J) < ©.



5.13 Dipdlovy moment spojeny s prechody v atomu vodiku

Urcete dipélovy moment spojeny s prechody mezi dvojicemi stavu 1s — 2s a 1s — 2p, atomu
vodiku, to jest maticové elementy (1s|7|2s) a (1s|7|2p,). Ptislusné vinové funkce vyjadiené ve
sférickych soutradnicich jsou uvedeny v zadani tlohy 5.12.

5.14 Atom vodiku v hybnostni reprezentaci %

Vypoctéte vinovou funkei stavii 1s a 2s atomu vodiku v hybnostni reprezentaci. Vlnové funkce
téchto stavu v obvyklé souradnicové reprezentaci jsou

1 1 r
- —-r/a — (1 _ _) —r/2a
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kde a je Bohruv polomeér.

5.15 Dvouatomova molekula %

Molekula je tvorena dvéma atomy s hmotnostmi m a M spojenych vazbou délky a a tuhosti
k. Pti vySetfovani rotacné-vibra¢niho pohybu molekuly lze predpokladat, ze elektronovy oblak
obklopujici jadra molekuly se vzdy nachéazi v zakladnim stavu a jeho ptispévek do celkové ener-
gie je zahrnut v tuhosti vazby. Molekulu tedy budeme povazovat za systém dvou jader fizeny
hamiltonidnem r L .

H:% 217—]\24+§k(|%1—f°2|—a)2.

hyb jader a predpokladejte, ze molekula ma zanedbatelnou celkovou hybnost. Pti vySetiovani vib-
raci zanedbejte vliv rota¢niho pohybu molekuly. Pti vySetiovani rotaci zase povazujte vzdalenost
jader za pevnou a rovnou a.

5.16 Rotacni pohyb molekuly metylchloridu =

Na molekulu metylchloridu CH3Cl se lze divat jako na symetricky vlcek, ktery méa vzhledem
k ose vazby C-Cl moment setrvacnosti I, a vzhledem ke dvéma na vazbu kolmym osdm moment
setrvacnosti I,. Urcete rotacni hladiny energie této molekuly. Co byste usoudili z tohoto vysledku
o rotacnich stavech linearnich molekul typu CO5?

5.17 Rozsiteny Sternuv-Gerlachiv experiment e

Sternuv-Gerlachuv experiment spociva v prostorovém oddéleni ¢dstic s ruznymi hodnotami pro-
jekce magnetického momentu do urcité osy pomoci nehomogenniho magnetického pole. Kom-
binaci nékolika Sternovych-Gerlachovych separdtoru a dalsich magnetickych poli 1ze realizovat
mnoho zajimavych experimentu s kvantovym stavem c¢astic. V této loze predpovite vysledky
dvou takovych experimenti. Uvazujme o usporadani z nasledujiciho obrazku. Atomy, jejichz mag-
neticky moment je ddn momentem hybnosti L s [ = 1, vlétaji rychlosti o velikosti v rovnobéznou
s osou y do prvniho separatoru, kde se rozdéli na tii paprsky s L, = +1,0, —1. Prostfedni paprsek
s definovanym stavem momentu hybnosti je dale zpracovavan.

z
l—» Ly=+1 +1

\4
©
=




(a) Mezi separdtory je oblast homogenniho magnetického pole o velikosti B orientovaného ve
sméru osy x. Atomy prolétdavaji timto polem po draze délky L. Interakce atomu s magnetickym
polem je vystizena hamiltonidnem

. 1 A
H = —-ugBL, ,
hMB

ve kterém pup = eh/2m. je Bohruv magneton. Vypoctéte relativni intenzity paprsku za druhym
separatorem za predpokladu, ze jsou umérné pravdépodobnosti nalezeni atomu ve stavech s
L, =+1,0,—1 pri vstupu do druhého separatoru.

(b) Magnetické pole z bodu (a) je vypnuto, ale druhym separdtorem otdcime kolem osy y.
Vypoctéte zavislost relativnich intenzit paprsku na ihlu otoceni ¢. Nejsnadnéjsi cesta je vyuziti
explicitniho vyjadreni sférickych harmonickych funkei
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