
5 Moment hybnosti a úlohy s centrálńım potenciálem

5.1 Komutačńı relace operátoru momentu hybnosti •

Stanovte komutačńı relace mezi složkami L̂x, L̂y a L̂z operátoru momentu hybnosti L̂ = r̂ × p̂
vyjádřeného v kartézských souřadnićıch. Postupujte jednak s využit́ım explicitńıho vyjádřeńı
p̂α = −ih̄∂/∂xα, jednak s využit́ım elementárńıch komutátor̊u [x̂α, p̂β] = ih̄δαβ. Dále najděte

komutačńı relace L̂2 a jednotlivých složek momentu hybnosti.

5.2 Operátor L̂z ve sférických souřadnićıch •

Úpravou výrazu

L̂z = −ih̄
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)
najděte vyjádřeńı operátoru L̂z ve sférických souřadnićıch, tj. diferenciálńı operátor p̊usob́ıćı na
vlnovou funkci s proměnnými r, ϑ a φ. Jako význačnou osu sférických souřadnic, od ńıž je měřen
úhel ϑ, zvolte osu z.

5.3 Sférické harmonické funkce •

(a) S využit́ım definice najděte tvar sférické harmonické funkce Y20(θ, φ).
(b) S využit́ım výsledku předchoźıho bodu a vyjádřeńı operátoru L̂+ ve sférických souřadnićıch
nalezněte tvar sférické harmonické funkce Y21(θ, φ)
(c) Ověřte ortogonalitu sférických harmonických funkćı Y10(θ, φ), Y20(θ, φ) a Y00(θ, φ).

5.4 Měřeńı momentu hybnosti 1 •

Částice se nacháźı ve stavu popsaném vlnovou funkćı
(a) ψ1(r, ϑ, φ) = (z + a)f(r)
(b) ψ2(r, ϑ, φ) = (x2 + y2)f(r)
(c) ψ3(r, ϑ, φ) = (x2 − y2)f(r)
Pro každou z těchto vlnových funkćı najděte možné výsledky měřeńı L2 a Lz. V př́ıpadě funkce
ψ2 najděte i pravděpodobnosti změřeńı jednotlivých možných hodnot L2.

Pozn.: Povzneste se nad jistou umělost zadaných vlnových funkćı. V reálném př́ıpadě (např.
v problému s centrálńım potenciálem) se přinejmenš́ım kvantové č́ıslo l projev́ı v efektivńım
potenciálu pro radiálńı část vlnové funkce a př́ıspěvky do vlnové funkce vyznačuj́ıćı se r̊uzným
kvantovým č́ıslem l by tak nesd́ılely radiálńı část, jako je tomu v zadáńı.

5.5 Měřeńı momentu hybnosti 2

Částice se nacháźı ve stavu, který je současně vlastńım stavem L̂2 s př́ıslušným kvantovým č́ıslem
l a vlastńım stavem L̂z s př́ıslušným kvantovým č́ıslem m.
(a) Vypočtěte středńı hodnotu L̂2

x.
(b) Ověřte předcházej́ıćı výsledek výpočtem pravděpodobnost́ı jednotlivých vlastńıch stav̊u L̂x

pro př́ıpad l = 1, m = 1.

5.6 Měřeńı momentu hybnosti 3

V čase t = 0 je kvantový stav |ψ(0)⟩ jisté částice vlastńım stavem L̂2 a L̂z s vlastńımi hodnotami
2h̄2 a 0. Najděte časový vývoj stavu |ψ(0)⟩, je-li ř́ızen hamiltoniánem Ĥ = AL̂x. Měřeńı Lx
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poskytlo hodnotu −h̄. Určete, v jakých časových okamžićıch t > 0 byl tento výsledek měřeńı
nejpravděpodobněǰśı.

5.7 Moment hybnosti jako integrál pohybu

Uvažujme o částici v trojrozměrném prostoru v centrálńım poli. Hamiltonián má tvar

H =
p̂2

2m
+ V (|r̂|) .

Ukažte, že časová derivace středńı hodnoty každé ze složek momentu hybnosti je rovna nule,
tj. moment hybnosti je integrálem pohybu.

5.8 Zeeman̊uv jev •

Atom s orbitálńım momentem hybnosti charakterizovaným kvantovým č́ıslem l = 1 se nacháźı
v magnetickém poli B = B(sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ). Působeńı magnetického pole je popsáno
Hamiltoniánem Ĥ = µ L̂ · B, kde −µ L̂ je operátor magnetického momentu atomu. Popǐste
výsledné energiové spektrum. Řešte úlohu nejprve pro B ∥ z, poté v obecném př́ıpadě. Ne-
pomáhejte si přitom otočeńım souřadného systému.

5.9 Nekonečně hluboká sférická jáma

Najděte vlnové funkce vlastńıch stav̊u a vlastńı energie částice o hmotnosti m nacházej́ıćı se
v nekonečně hluboké potenciálové jámě vymezené kouĺı o poloměru R. Pro jednoduchost se
omezte na stavy s nulovým momentem hybnosti.

5.10 Konečně hluboká sférická jáma ✡

Najděte vlnové funkce vázaných stav̊u a vlastńı energie částice o hmotnosti m, která se pohybuje
v potenciálu konečně hluboké jámy dané

V (r) =

{
−V0 r < R ,

0 r > R .

Omezte se pouze na stavy s l = 0 a l = 1. Jaká je podmı́nka existence vázaného stavu v jámě?

5.11 Vlastńı stavy atomu vod́ıku •

S využit́ım definičńıho vztahu pro radiálńı vlnové funkce atomu vod́ıku a sférické harmonické
funkce nalezněte tvar vlnových funkćı vlastńıch stav̊u atomu vod́ıku 1s, 2s a 2pz.

5.12 Charakteristiky vlastńıch stav̊u atomu vod́ıku •

(a)Vypočtěte nejpravděpodobněǰśı vzdálenost od jádra r0, středńı vzdálenost od jádra ⟨r⟩ a
středńı kvadratickou vzdálenost od jádra

√
⟨r2⟩ pro následuj́ıćı stavy atomu vod́ıku

ψ1s =
1√
πa3

e−r/a , ψ2s =
1√
8πa3

(
1− r

2a

)
e−r/2a , ψ2pz =

1√
8πa3

r

2a
e−r/2a cosϑ .

Zde a znač́ı Bohr̊uv poloměr.
(b)Dále najděte úhel Θ takový, že elektron v 2pz stavu se nacháźı s pravděpodobnost́ı 1/2 v
oblasti vymezené min(ϑ, π − ϑ) ≤ Θ.
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5.13 Dipólový moment spojený s přechody v atomu vod́ıku

Určete dipólový moment spojený s přechody mezi dvojicemi stav̊u 1s − 2s a 1s − 2pz atomu
vod́ıku, to jest maticové elementy ⟨1s|r̂|2s⟩ a ⟨1s|r̂|2pz⟩. Př́ıslušné vlnové funkce vyjádřené ve
sférických souřadnićıch jsou uvedeny v zadáńı úlohy 5.12.

5.14 Atom vod́ıku v hybnostńı reprezentaci ✡

Vypočtěte vlnovou funkci stav̊u 1s a 2s atomu vod́ıku v hybnostńı reprezentaci. Vlnové funkce
těchto stav̊u v obvyklé souřadnicové reprezentaci jsou

ψ1s =
1√
πa3

e−r/a , ψ2s =
1√
8πa3

(
1− r

2a

)
e−r/2a ,

kde a je Bohr̊uv poloměr.

5.15 Dvouatomová molekula ✡

Molekula je tvořena dvěma atomy s hmotnostmi m a M spojených vazbou délky a a tuhosti
k. Při vyšetřováńı rotačně-vibračńıho pohybu molekuly lze předpokládat, že elektronový oblak
obklopuj́ıćı jádra molekuly se vždy nacháźı v základńım stavu a jeho př́ıspěvek do celkové ener-
gie je zahrnut v tuhosti vazby. Molekulu tedy budeme považovat za systém dvou jader ř́ızený
hamiltoniánem

Ĥ =
p̂2
1

2m
+

p̂2
2

2M
+

1

2
k(|r̂1 − r̂2| − a)2 .

Najděte energiové hladiny tohoto systému. Oddělte přitom pohyb těžǐstě systému a relativńı po-
hyb jader a předpokládejte, že molekula má zanedbatelnou celkovou hybnost. Při vyšetřováńı vib-
raćı zanedbejte vliv rotačńıho pohybu molekuly. Při vyšetřováńı rotaćı zase považujte vzdálenost
jader za pevnou a rovnou a.

5.16 Rotačńı pohyb molekuly metylchloridu ✡

Na molekulu metylchloridu CH3Cl se lze d́ıvat jako na symetrický vlček, který má vzhledem
k ose vazby C–Cl moment setrvačnosti Ia a vzhledem ke dvěma na vazbu kolmým osám moment
setrvačnosti Ib. Určete rotačńı hladiny energie této molekuly. Co byste usoudili z tohoto výsledku
o rotačńıch stavech lineárńıch molekul typu CO2?

5.17 Rozš́ı̌rený Stern̊uv-Gerlach̊uv experiment •

Stern̊uv-Gerlach̊uv experiment spoč́ıvá v prostorovém odděleńı částic s r̊uznými hodnotami pro-
jekce magnetického momentu do určité osy pomoćı nehomogenńıho magnetického pole. Kom-
binaćı několika Sternových-Gerlachových separátor̊u a daľśıch magnetických poĺı lze realizovat
mnoho zaj́ımavých experiment̊u s kvantovým stavem částic. V této úloze předpov́ıte výsledky
dvou takových experiment̊u. Uvažujme o uspořádáńı z následuj́ıćıho obrázku. Atomy, jejichž mag-
netický moment je dán momentem hybnosti L s l = 1, vlétaj́ı rychlost́ı o velikosti v rovnoběžnou
s osou y do prvńıho separátoru, kde se rozděĺı na tři paprsky s Lz = +1, 0,−1. Prostředńı paprsek
s definovaným stavem momentu hybnosti je dále zpracováván.
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(a) Mezi separátory je oblast homogenńıho magnetického pole o velikosti B orientovaného ve
směru osy x. Atomy prolétávaj́ı t́ımto polem po dráze délky L. Interakce atomů s magnetickým
polem je vystižena hamiltoniánem

Ĥ =
1

h̄
µBBL̂x ,

ve kterém µB = eh̄/2me je Bohr̊uv magneton. Vypočtěte relativńı intenzity paprsk̊u za druhým
separátorem za předpokladu, že jsou úměrné pravděpodobnosti nalezeńı atomu ve stavech s
Lz = +1, 0,−1 při vstupu do druhého separátoru.
(b) Magnetické pole z bodu (a) je vypnuto, ale druhým separátorem otáč́ıme kolem osy y.
Vypočtěte závislost relativńıch intenzit paprsk̊u na úhlu otočeńı φ. Nejsnadněǰśı cesta je využit́ı
explicitńıho vyjádřeńı sférických harmonických funkćı

Y1,+1 =

√
3

8π

x+ iy

r
, Y1,0 =

√
3

4π

z

r
, Y1,−1 =

√
3

8π

x− iy

r
.
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