
6 Přibližné metody

6.1 Anharmonický oscilátor 1

Uvažujme o harmonickém oscilátoru popsaném hamiltoniánem

H1 =
1

2m
p̂2 +

h̄2

2mx40
x̂2 ,

kde x0 =
√
h̄/mω, a o anharmonickém oscilátoru popsaném hamiltoniánem

H2 =
1

2m
p̂2 +

h̄2

6mx60
x̂4 .

Variačńı metodou se zkušebńı funkćı ψ(x) = A e−b (x/x0)2 odhadněte energii základńıho stavu
uvedených oscilátor̊u.

6.2 Anharmonický oscilátor 2 ✡

Uvažujme o anharmonickém oscilátoru z př́ıkladu ??. Proved’te odhad energie jeho základńıho
stavu a prvńıho excitovaného stavu pomoćı variačńı metody, tentokrát s vylepšenými zkušebńımi
funkcemi

ψ0(x) = (A+Bx2) e−Cx2

a ψ1(x) = (Ax+Bx3) e−Cx2

.

Porovnejte odhad energie základńıho stavu s odhadem z př́ıkladu ?? a přesvědčte se, že vylepšený
odhad energie má nižš́ı hodnotu.

6.3 Rozt’atý harmonický oscilátor ✡

Částice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozměrném potenciálu

V (x) =

{
∞ x < 0
1
2
mω2x2 x > 0 .

(a) Použijte zkušebńı funkci ψ(x) ∝ x exp(−λx) a odhadněte energii a vlnovou funkci základńıho
stavu.
(b) Jaká je skutečná vlnová funkce a energie základńıho stavu? Porovnejte s výsledky źıskanými
variačńı metodou.

6.4 Atom vod́ıku řešený variačńı metodou ✡

Uvažujme o atomu vod́ıku s centrálńım potenciálem V (r) = −e2/4πε0r. Jako zkušebńı vlnovou
funkci zvolte ψ(r) = Ne−r2/a2 a stanovte:
(a) Normovaćı konstantu N .
(b) Středńı hodnotu energie a r2 ve stavu popsaném ψ(r).
(c) Optimálńı hodnotu a ve smyslu variačńı metody. Př́ıslušnou středńı hodnotu energie a r2

porovnejte s exaktńımi výsledky pro vod́ıkový atom.

6.5 Polarizovatelnost atomu vod́ıku ✡

Elektron v základńım stavu atomu vod́ıku má vlnovou funkci ψ0(r) ∼ exp(−r/a0). Atom vod́ıku
vlož́ıme do homogenńıho elektrického pole ve směru osy z. Hledejte novou vlnovou funkci elek-
tronu ve tvaru ψ = ψ0(1 + γz) = ψ0 + δψ a určete γ z minima energie. Ze známé hodnoty γ
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určete dipólový moment atomu vod́ıku pomoćı vztahu

p =

∫
d3r (−e)z(ψ0δψ

∗ + ψ∗
0δψ)

a ukažte, že polarizovatelnost atomu vod́ıku je rovna α = 4a30 (v CGS jednotkách).

6.6 Deuteron ✡

Interakci mezi dvěma nukleony – protonem a neutronem – v jádře deuteria lze přibližně vystih-
nout Yukawovým potenciálem

V (r) = −V0
r

a
exp

(
−r
a

)
.

Najděte vazebnou energii jádra pomoćı variačńı metody v nejjednodušš́ım př́ıpadě s l = 0.
Relativńı pohyb nukleon̊u přitom popǐste zkušebńı vlnovou funkćı

ψ(r) = C exp
(
−λr

a

)
,

kde λ je variačńı parametr. Zformulujte podmı́nku existence vázaného stavu. Dále zaved’te vhod-
nou veličinu, která by vyjadřovala rozprostřenost jádra v prostoru a stanovte jej́ı hodnotu.
Poč́ıtejte nejprve obecně, poté pro konkrétńı hodnoty: a = 1.4× 10−13 cm, V0 = 50 MeV.

6.7 Vibrace dvouatomových molekul ✡

Vibrace dvouatomových molekul jsou výtečně popsány Morseovým potenciálem

V (r) = D(e−2αx − 2e−αx) , x =
r − r0
r0

.

Následuj́ıćı tabulka udává hodnoty parametr̊u potenciálu pro vybrané molekuly.

molekula h̄2/2Mr20 [cm
−1] D [cm−1] α

H2 60.8296 38292 1.440
HCl 10.5930 37244 2.380
I2 0.0374 12550 4.954

Zde M je redukovaná hmotnost a E(eV) = E(cm−1)×1.2398×10−4. V prvńım přibĺıžeńı lze po-
tenciál nahradit harmonickým potenciálem Vharm(r) źıskaným Taylorovým rozvojem V (r) kolem
r = r0. Vlnové funkce a energie pak snadno źıskáme z řešeńı úlohy o harmonickém oscilátoru.
Poruchovým př́ıstupem určete korekce energie základńıho a prvńıho excitovaného stavu
(a) zp̊usobené rozd́ılem V (r)− Vharm(r),
(b) zp̊usobené rotačńım pohybem molekuly, který charakterizujeme kvantovým č́ıslem l.

6.8 Izotopový posuv hrany K thalia •

Orbital K elektronu v těžkém atomu má středńı kvadratický poloměr jen asi stokrát větš́ı než
je poloměr jádra. Zahrnut́ı vlivu konečné velikosti jádra přináš́ı měřitelný posuv př́ıslušné ener-
gie. S užit́ım poruchové teorie vyč́ıslete tento posuv. Předpokládejte přitom, že náboj jádra je
rovnoměrně rozložen v kouli o poloměru R a zanedbejte st́ıněńı K elektronu. Pomoćı źıskané
formule určete posuv K-hrany dvou izotop̊u thalia (Z = 81), 203Tl a 205Tl. Poloměr jádra je daný
vztahem R = r0A

1/3, kde r0 = 1.2× 10−13 cm.
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6.9 Variačńı odhad energie základńıho stavu atomu vod́ıku •

Variačńı metodou odhadněte energii základńıho stavu atomu vod́ıku. Použijte přitom sféricky
symetrickou zkušebńı funkci

ψ(r, α) =

{
C
(
1− r

α

)
r ≤ α ,

0 r > α ,

kde C je normovaćı konstanta a α je variačńı parametr. Porovnejte optimálńı hodnotu α s
Bohrovým poloměrem a př́ıslušný odhad energie se skutečnou energíı základńıho stavu atomu
vod́ıku.

6.10 Atom vod́ıku v kondenzátoru •

Kondenzátor o kapacitě C je v čase t = 0 zkratován rezistorem o odporu R. Intenzita elek-
trického pole v kondenzátoru se od tohoto okamžiku zmenšuje podle vztahu E = E0 e

−t/τ , kde
E0 je počátečńı intenzita a τ = RC je charakteristický čas vyb́ıjeńı. Předpokládejme, že v kon-
denzátoru se nacháźı atom vod́ıku, který je v čase t = 0 v základńım stavu. S pomoćı nestacionárńı
poruchové teorie stanovte pravděpodobnosti, že během vyb́ıjeńı kondenzátoru přejde atom vod́ıku
do stavu (a) 2s, (b) 2p. Odhadněte hodnoty těchto pravděpodobnost́ı pro E0 = 1 kV mm−1 a
τ = 1 s.

6.11 Harmonicky porušený harmonický oscilátor ✡

Hamiltonián harmonického oscilátoru s frekvenćı ω necht’ naruš́ı harmonická porucha

Ĥ = Ĥ0 +∆V̂ , Ĥ0 =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 , ∆V̂ =

1

2
kx̂2 .

(a) Vypočtěte korekce ∆E
(1)
n energiových hladin E

(0)
n v prvńım řádu poruchové teorie.

(b) Vypočtěte korekce ∆E
(2)
n energiových hladin E

(0)
n v druhém řádu poruchové teorie.

(c) Srovnejte své výsledky s exaktńımi hodnotami a přesvědčte se, že exaktńı energie lze napsat
ve tvaru mocninné řady v poruchovém parametru, jej́ıž prvńı koeficienty se shoduj́ı s výsledky
źıskanými v bodech (a) a (b). Vyjádřete se k rychlosti konvergence poruchového rozvoje pro
r̊uzné hodnoty k/mω2.

6.12 Stark̊uv jev ✡

Atom vod́ıku je vystaven p̊usobeńı elektrického pole E ve směru osy z, které pro elektron s
nábojem −e odpov́ıdá dodatečnému potenciálu

∆V (r) = eEz .

Vyšetřete rozštěpeńı a posuv energiových hladin s n = 1 a n = 2 s využit́ım poruchové teorie
prvńıho řádu.

6.13 Částice na kouli ✡

Částice s hmotnost́ı m se pohybuje na kouli o poloměru R. Vhodným zp̊usobem zapǐste od-
pov́ıdaj́ıćı hamiltonián a najděte spektrum vlastńıch stav̊u, energiové hladiny a jejich degeneraci.
Za poruchu nyńı považujme t́ıhové pole s t́ıhovým zrychleńım o velikosti g. Najděte operátor,
který komutuje s Ĥ0 i s poruchou, ten poslouž́ı ke klasifikaci skupin porušených stav̊u podle
př́ıslušných vlastńıch hodnot. Ukažte, že poruchová teorie prvńıho řádu dává nulovou opravu
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energíı. K posuvu a rozštěpeńı degenerovaných hladin vede až poruchová teorie druhého řádu,
pomoćı ńıž přibližně vypoč́ıtejte nové energiové spektrum.
Pomůcka:

cosϑ Ylm(ϑ, φ) =

√
(l + 1)2 −m2

(2l + 1)(2l + 3)
Yl+1,m(ϑ, φ) +

√
l2 −m2

(2l + 1)(2l − 1)
Yl−1,m(ϑ, φ)

6.14 Harmonický oscilátor ve stř́ıdavém poli ✡

Jednorozměrný harmonický oscilátor s hmotnost́ı m, frekvenćı ω0 a nábojem q je pro t > 0
vystaven p̊usobeńı stř́ıdavého elektrického pole E(t) = E0 cosωt. Vypočtěte v prvńım řádu poru-
chové teorie časovou závislost středńı hodnoty elektrického dipólového momentu ⟨d⟩ = ⟨ψ|qẑ|ψ⟩.
Předpokládejte přitom, že v okamžiku t = 0 se oscilátor nacházel ve vlastńım stavu |n⟩.

6.15 Elektrický pulz ✡

Jednorozměrný harmonický oscilátor popsaný Hamiltoniánem

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2

je v čase t = −∞ v základńım stavu. Na náboj q oscilátoru p̊usob́ı časově závislé elektrické pole

E(t) = Emaxe
−αt2 .

Nestacionárńı poruchovou teoríı prvńıho řádu stanovte pravděpodobnost, s jakou se bude os-
cilátor nacházet v základńım stavu poté, co se pulz přežene.
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