
7 Spin a systémy v́ıce částic

7.1 Rotuj́ıćı spin

Částice se spinem 1/2 interaguje s magnetickým polem B = B0 ez. Interakce je popsána hamil-
toniánem Ĥ = µ σ̂ ·B, kde µ je magnetický moment a σ̂ je vektor Pauliho matic. V čase t = 0
byla změřena hodnota Sx = h̄/2. Určete časovou závislost pravděpodobnosti naměřeńı hodnoty
Sy = −h̄/2 pro t > 0.

7.2 Nukleárńı magnetická rezonance ✡

Jádro se spinem 1/2 je umı́stěno v silném magnetickém poli B0 orientovaném ve směru osy z. Ke
statickému poli je přidána složkaB1 rotuj́ıćı v rovině xy s frekvenćı ω v radiovém oboru. Výsledné
magnetické pole pak jest B = (B1 cosωt,B1 sinωt,B0). Interakce spinu jádra s magnetickým
polem je popsána hamiltoniánem Ĥ = µNB · σ̂. Použijte značeńı h̄Ω∥ = µNB0, h̄Ω⊥ = µNB1.
(a) Jestliže spin jádra v okamžiku t = 0 mı́̌ŕı ve směru kladné osy z, jaká je pravděpodobnost, že
bude mı́̌rit ve směru záporné osy z v pozděǰśıch okamžićıch?
(b) Rozvažte, proč se často v NMR experimentech voĺı hodnota B0 tak, aby Ω∥ ≈ ω/2.

7.3 Skládáńı spin̊u

Uvažujme o dvou částićıch, prvńı má spin 1/2, operátor spinu označme Ŝ1 = (Ŝx1, Ŝy1, Ŝz1),

druhá má spin 1, operátor spinu označme Ŝ2 = (Ŝx2, Ŝy2, Ŝz2), operátor celkového spinu označme

symbolem Ŝ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz), Ŝ = Ŝ1 + Ŝ2. Nalezněte společný systém vlastńıch vektor̊u operátor̊u

Ŝ2 a Ŝz (vlastńı vektory vyjádřete pomoćı společných vlastńıch vektor̊u Ŝ2
1, Ŝz1 a společných

vlastńıch vektor̊u Ŝ2
2, Ŝz2).

K terminologii: Hilbert̊uv prostor patř́ıćı ke spinovým stupň̊um volnosti prvńı (druhé) částice
označme symbolem HS1 (HS2). Je-li |ψ1⟩ ∈ HS1 a |φ2⟩ ∈ HS2, pak do Hilbertova prostoru
složeného systému HS1&S2 patř́ı vektor, který znač́ıme symbolem |ψ1⟩ ⊗ |φ2⟩, nebo zkráceně
|ψ1⟩|φ2⟩, tzv. tenzorový součin |ψ1⟩ a |φ2⟩. Jde o vektor odpov́ıdaj́ıćı takovému stavu složeného
systému, kdy stav prvńı částice je popsán vektorem |ψ1⟩ a stav druhé částice vektorem |φ2⟩.
Je-li {|ui1⟩} báze na HS1, {|vj2⟩} báze na HS2, pak {|ui1⟩ ⊗ |vj2⟩} je báze na HS1&S2. O prostoru
HS1&S2 mluv́ıme jako o tenzorovém součinu prostor̊u HS1 a HS2, ṕı̌seme HS1&S2 = HS1 ⊗HS2.
Uvědomte si, že ne každý vektor z tenzorového součinu Hilbertových prostor̊u lze zapsat jako
tenzorový součin dvou vektor̊u.

7.4 Dipolárńı interakce

Dvě částice se spinem 1/2 maj́ı relativńı polohu danou vektorem a = aez a interakce jejich
magnetických dipólových moment̊u µ̂j = µ0ŝj (ŝj je bezrozměrný spin ŝj = Ŝj/h̄) je popsána
hamiltoniánem

Ĥ =
µ̂1 · µ̂2

a3
− 3

(µ̂1 · a)(µ̂2 · a)
a5

.

Zapǐste hamiltonián pomoćı spinových operátor̊u celkového spinu ŝ = ŝ1+ ŝ2, konkrétně pomoćı
ŝ2, ŝz. Najděte vlastńı energie systému.

7.5 Dvě částice v jámě

Uvažujte o soustavě dvou neinteraguj́ıćıch odlǐsitelných částic o stejné hmotnosti (m) v jedno-
rozměrné nekonečně hluboké potenciálové jámě o š́ı̌rce L.
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(a) Zapǐste hamiltonián, nalezněte, s využit́ım metody separace proměnných, vlastńı hodnoty
energie a úplný soubor vlastńıch funkćı.
(b) Dále uvažujte o stavu, kde se prvńı částice nacháźı v základńım jednočásticovém stavu a
druhá částice v prvńım excitovaném jednočásticovém stavu. Vyjádřete hustotu pravděpodobnosti
současného pozorováńı částice v mı́stě o souřadnici a a částice v mı́stě o souřadnici b, na pořad́ı
nezáviśı.
(c) Navazuje na předchoźı. Jaký výsledek bychom dostali pro totožné bosony? Jaký výsledek
bychom dostali pro identické fermiony? Na spinové stupně volnosti neberte ohled (lze si představit,
že všechny částice maj́ı nastavenu stejnou orientaci spinu, a projev́ı se jen souřadnice). Diskutujte
o souvislosti s úvahami o srážce totožných částic.

7.6 Částice ve vyhřáté jámě

Uvažujte o soustavě N neinteraguj́ıćıch částic o hmotnosti m v jednorozměrné nekonečně hlu-
boké potenciálové jámě o š́ı̌rce L při teplotě T . Stanovte poměr mezi pravděpodobnost́ı nalezeńı
soustavy v základńım stavu (o energii NE1, kde E1 je energie základńıho jednočásticového stavu)
a pravděpodobnost́ı nalezeńı soustavy ve stavu o energii (N − 1)E1 + E2 (E2 je energie prvńıho
excitovaného jednočásticového stavu)
(a) pro př́ıpad, že jde o odlǐsitelné částice a
(b) pro př́ıpad, že jde o totožné bosony.
Neberte ohled na spinové stupně volnosti. Pravděpodobnost nalezeńı soustavy ve stavu popsaném
daným vlastńım vektorem o energii E je úměrná e−E/kBT .

7.7 Pauliho tlak

Uvažujte o soustavě N neinteraguj́ıćıch fermion̊u o hmotnosti m v jednorozměrné nekonečně
hluboké potenciálové jámě o š́ı̌rce L. Vyjádřete śılu, kterou p̊usob́ı na stěnu jámy. Neberte ohled
na spinové stupně volnosti.

7.8 Trojrozměrná nekonečně hluboká jáma

Vypočtěte energiové hladiny a vlnové funkce vlastńıch stav̊u částice o hmotnosti m uvězněné
v trojrozměrné krabici tvaru kvádru s rozměry a, b, c, jej́ıž stěny představuj́ı nekonečně vy-
soké potenciálové bariéry. Tato představa je nejjednodušš́ım přibĺıžeńım k problému elektronu
nacházej́ıćıho se v kvantové tečce nebo kovové nanočástici s rozměry několika nanometr̊u. V ta-
kových př́ıpadech se již výrazně projevuje diskrétńı povaha energiových hladin. Poté předpoklá-
dejte, že a = b = c = L, a stanovte energie základńıho stavu souboru N elektron̊u v krabici pro
všechna N ≤ 12. Spin elektron̊u přitom (a) ignorujte (b) do úvah náležitě zakomponujte.

7.9 Atom hélia ✡

Variačńı metodou odhadněte energii elektronového oblaku v atomu hélia. Považujeme-li jádro za
nehybné, je hamiltonián dvouelektronového systému elektron̊u oblaku dán vztahem
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Jako zkušebńı stav závislý na parametru α použijte stav, jehož prostorová část je daná vlnovou
funkćı

ψ(r1, r2) =
α3

πa30
e−α(r1+r2)/a0

a spinová část je singlet (|↑↓⟩ − |↓↑⟩)/
√
2. Veličina a0 je Bohr̊uv poloměr.
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