7 Spin a systémy vice castic

7.1 Rotujici spin

Céstice se spinem 1 /2 interaguje s magnetickym polem B = Bje,. Interakce je popsdna hamil-
tonidnem H = pé - B, kde p je magneticky moment a & je vektor Pauliho matic. V ¢ase t = 0
byla zmétena hodnota S, = h/2. Urcete ¢asovou zavislost pravdépodobnosti naméfeni hodnoty
Sy =—h/2prot>0.

7.2 Nuklearni magneticka rezonance %

Jadro se spinem 1/2 je umisténo v silném magnetickém poli B, orientovaném ve sméru osy z. Ke
statickému poli je pridana slozka B rotujici v roviné xy s frekvenci w v radiovém oboru. Vysledné
magnetické pole pak jest B = (Bjcoswt, By sinwt, By). Interakce spinu jadra s magnetickym
polem je popséna hamiltonidnem H = punB - a. Pouzijte znaceni I = uy By, h{l, = punDB;.
(a) Jestlize spin jadra v okamziku ¢ = 0 mif{ ve sméru kladné osy z, jaké je pravdépodobnost, ze
bude mifit ve sméru zdporné osy z v pozdéjsich okamzicich?

(b) Rozvazte, proc¢ se ¢asto v NMR experimentech voli hodnota B, tak, aby Q) ~ w/2.

7.3 Skladani spini

Uvazujme o dvou ¢asticich, prvni mé spin 1/2, operator spinu oznacme S, = (gzl,gyl,gzl),
druhd ma spin 1, operator spinu ozna¢me S, = (S}g, gyg, SZQ), operator celkového spinu ozna¢me
symbolem S = (S’x, Sy, S'Z), S =S, +S,. Naleznéte spolecny systém vlastnich vektoru operatoru
S% a S. (vlastni vektory vyjadfete pomoci spolecnych vlastnich vektort S2 5., a spoleénych
vlastnich vektoru S3, S.s).

K terminologii: Hilbertuv prostor patiici ke spinovym stupnum volnosti prvni (druhé) castice
oznac¢me symbolem Hgy (Hge). Je-li [t1) € Hgy a |¢p2) € Hgo, pak do Hilbertova prostoru
slozeného systému Hgiggo patii vektor, ktery znacime symbolem [¢)1) ® |¢2), nebo zkrdcené
[t1)|pa), tzv. tenzorovy soucin |1)1) a |ps). Jde o vektor odpovidajici takovému stavu slozeného
systému, kdy stav prvni ¢dstice je popsan vektorem [¢;) a stav druhé castice vektorem |ps).
Je-li {Jus1)} baze na Hgy, {|vj2)} bdze na Hgo, pak {|ui1) ® |vj2)} je baze na Hgigs2. O prostoru
Hg1g.50 mluvime jako o tenzorovém soucinu prostori Hg; a Hgo, piSeme Hgig90 = Hg1 @ Hgo.
Uvédomte si, ze ne kazdy vektor z tenzorového soucinu Hilbertovych prostort lze zapsat jako
tenzorovy sou¢in dvou vektoru.

7.4 Dipolarni interakce

Dveé ¢éstice se spinem 1/2 maji relativni polohu danou vektorem a = ae, a interakce jejich
magnetickych dipélovych momentu fi; = po8; (8; je bezrozmérny spin 8; = S;/h) je popsdna
hamiltonidnem o
L L (1 - a)(fry - @)
a’ a® '

Zapiste hamiltonidn pomoci spinovych operatoru celkového spinu § = 81 4 8, konkrétné pomoci

52, 5,. Najdéte vlastn{ energie systému.

7.5 Dveé castice v jameé
Uvazujte o soustavé dvou neinteragujicich odlisitelnych ¢éstic o stejné hmotnosti (m) v jedno-
rozmérné nekonecné hluboké potencialové jameé o sitce L.



(a) Zapiste hamiltonidn, naleznéte, s vyuzitim metody separace proménnych, vlastni hodnoty
energie a uplny soubor vlastnich funkeci.

(b) Déle uvazujte o stavu, kde se prvni ¢astice nachazi v zakladnim jednocdsticovém stavu a
druha castice v prvnim excitovaném jednocasticovém stavu. Vyjadiete hustotu pravdépodobnosti
soucCasného pozorovani ¢astice v misté o souradnici a a ¢astice v misté o soutradnici b, na poradi
nezavisi.

(c) Navazuje na predchozi. Jaky vysledek bychom dostali pro totozné bosony? Jaky vysledek
bychom dostali pro identické fermiony? Na spinové stupné volnosti neberte ohled (lze si predstavit,
ze vsechny Castice maji nastavenu stejnou orientaci spinu, a projevi se jen soutadnice). Diskutujte
o souvislosti s ivahami o srazce totoznych castic.

7.6 Castice ve vyhraté jameé

Uvazujte o soustavé NN neinteragujicich c¢astic o hmotnosti m v jednorozmérné nekonecné hlu-
boké potencidlové jameé o Sitce L pii teploté T'. Stanovte pomér mezi pravdépodobnosti nalezeni
soustavy v zakladnim stavu (o energii N Ey, kde F je energie zakladniho jednocasticového stavu)
a pravdépodobnosti nalezeni soustavy ve stavu o energii (N — 1)E; + E5 (F» je energie prvniho
excitovaného jednocasticového stavu)

(a) pro pripad, ze jde o odlisitelné castice a

(b) pro pripad, ze jde o totozné bosony.

Neberte ohled na spinové stupné volnosti. Pravdépodobnost nalezeni soustavy ve stavu popsaném
danym vlastnim vektorem o energii E je imérng e~ F/#57T,

7.7 Pauliho tlak

Uvazujte o soustavé N neinteragujicich fermionu o hmotnosti m v jednorozmérné nekonecné
hluboké potencidlové jameé o sitce L. Vyjadrete silu, kterou pusobi na sténu jamy. Neberte ohled
na spinové stupné volnosti.

7.8 Trojrozmérna nekonecné hluboka jama

Vypoctéte energiové hladiny a vinové funkce vlastnich stavi castice o hmotnosti m uvéznéné
v trojrozmérné krabici tvaru kvadru s rozméry a, b, ¢, jejiz stény pfredstavuji nekonecné vy-
soké potencidlové bariéry. Tato predstava je nejjednodussim ptiblizenim k problému elektronu
nachazejictho se v kvantové tecce nebo kovové nanocastici s rozmeéry nékolika nanometria. V ta-
kovych piipadech se jiz vyrazné projevuje diskrétni povaha energiovych hladin. Poté predpokla-
dejte, ze a = b = ¢ = L, a stanovte energie zdkladniho stavu souboru N elektronu v krabici pro
vSechna N < 12. Spin elektronu pfitom (a) ignorujte (b) do ivah nélezité zakomponujte.

7.9 Atom hélia %

Varia¢ni metodou odhadnéte energii elektronového oblaku v atomu hélia. Povazujeme-li jadro za
nehybné, je hamiltonian dvouelektronového systému elektront oblaku dan vztahem
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Jako zkuSebni stav zavisly na parametru o pouzijte stav, jehoz prostorova cast je dana vlnovou
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a spinova ¢st je singlet (|11) — [{1))/Vv/2. Velicina ag je Bohriiv polomeér.
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