F5330 Zakladni numerické metody — zadani tiloh

Ulohy oznacené e budou FeSeny v rdmeci cviceni, ostatni tlohy slouzi jako zdpoctové. Resent
zapoctovych tloh odevzdavejte ve formeé elaboratu, ktery bude obsahovat zejména:

1. matematickou formulaci problému, ktery je tfeba numericky resit
2. dukladny popis pouzité numerické metody

3. okomentovany zdrojovy kéd programu

4. vysledky, nejlépe prezentované v grafické podobé, a jejich rozbor

Je-li to v zaddni vyZzadovano, nebo piijde-li vdm to zajimavé, proved'te i odvozeni vychozich rov-
nic. V casti s vysledky diskutujte vhodnost pouzité metody a jeji mozné slabiny. Déle analyzujte
(napf. experimenty s délkou integracniho kroku u diferencidlnich rovnic), jak velké numerické
chyby jste se v teSeni dopustili. P¥i zapoctovém rozhovoru bude kromé problému samotného
kladen duraz na porozumeéni pouzité numerické metodé, ktera by méla byt v elaboratu nalezitée
popsana.

P1i fesenti lze pouzit jakykoli programovaci jazyk nebo prostiedi véetné jejich piipadnych knihoven
s numerickymi metodami. Kromé tloh tykajicich se linearni algebry, kde jsou praktické nume-
sestaveny z elementdrnich kroku, ktery bude odpovidat popisu numerické metody uvedenému
v textu elaboratu. Zdrojové kédy z cviceni je pritom mozné zaclenovat a modifikovat dle libosti.



1 ResSeni rovnice s jednou neznamou

1.1 Urceni stari Zemé radioizotopovou metodou e . . . . . . . . . ... ...
1.2 Paseni kozy . . . . . . .
1.3 Parasutista . . . . . . . ..
1.4 Zamrzani vodni nadrze . . . . . . . . ..
1.5 Satelit WIND . . . . . . .
1.6 Umotrovanidluhu . . . . . . . . .. . .
1.7 Pravouhld kvantova jama . . . . . .. ...
1.8 Kroniguv—Penneytuv model . . . . . . .. ...
1.9 Rovnice x =coST . . . . . . . e

Hledani extrému funkce jedné proménné
2.1 Polohamostue . . . . . . .
2.2 Strelba na cil . . . . . L

Numericka kvadratura

3.1 Difrakce na hrané e . . . . . . . .. ..
3.2 Fresnelova difrakce na kruhovém otvoru. . . . . . . .. ..o
3.3 Perioda matematického kyvadla . . . . . ... ... o000
3.4 Padtyce . . . . .
3.5 Magnetické pole solenoidu . . . . . ...
3.6 Magnetické pole toroidu . . . . . ... Lo
3.7 Z&ateni absolutné cerného télesa . . . . .. ..o
3.8 Kramersovy-Kronigovy relace . . . . . . . . ..o L
3.9 Spinové korelace v Kitaevové modelu . . . . . . .. ... ... ... L.
3.10 Uéinny STAZKOVY Prufez . . . . . . . . . . o

Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic s pocateénimi podminkami

4.1 Lisky a zajici . . . . . . oo e
4.2 Epidemie moruv Eyamue . . . . . . .. ...
4.3 Sfienf kapavky . . . . . ..
4.4 Krvetvorba . . . . . .
4.5 Kozaavlk . . . . . . e
4.6 Fatamorgdna . . . . . . .. L
4.7 Zapad slunce . . . . . ..
4.8 Optické vldkno . . . . . . . .
4.9 Balistickd kiivka . . . . ...
4.10 Start rakety . . . . .. L
4.11 Pohyb matematického kyvadla . . . . . . . .. .. ..o oL
4.12 Keplerova rovnice . . . . . . . . ... e e e
4.13 Dréha satelitu . . . . . . . . ..
4.14 Lagrangeovy body soustavy Zemé-Meésic . . . . . . . . ... L.
4.15 Naraz asteroidu . . . . . . . . . . .
4.16 Precese perihélia Merkuru . . . . . . .. ..o Lo
4.17 Exotermickd reakce . . . . . ...
4.18 Pasmova propust . . . . . . ..
4.19 Rabiho oscilace . . . . . . . . .
4.20 Landauuv-Zeneruv model . . . . . . . . .. ...
4.21 Chandrasekharova mez . . . . . . . . . . . . . .. ...



Soustavy linearnich rovnic

5.1 Prokladani dat polynomem e . . . . . . ... ..o
5.2  Extrapolace energie zakladniho stavu Heisenbergova tetizku . . . . . . . . . . ..
5.3 Gaussova predpovéd polohy asteroidu Pallas . . . . . . . . . ... ... ... ...
5.4 Zatizeninosniku . . . . ...
5.5 Ruské kolo . . . . . . .
5.6 Odporova sit . . . . . ..
5.7 Twin-T filtr . . . . . . . e
Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

6.1 Sprazené oscilatory e . . . . . . . . ..
6.2 Kyvani kordlkového zavésu . . . . . . ..o
6.3 Vibrace mostu . . . . . . . ..
6.4 Vibrace molekuly metanolu a jeji infracervené spektrum . . . . . . . . .. . .. ..
6.5 Linearni kvantova jama — feSeni variacni metodou . . . . . . . . . ... ... ...
6.6 Pasova struktura 1D krystalu . . . . . .. .00
6.7 Pasova struktura kremiku pocitand metodou pseudopotencialu . . . . . . . . . ..
Soustavy nelinearnich rovnic

7.1 Epicentrum zemétieseni . . . . . . .. . L
7.2 Pavoukova fetézovka . . . . . ...
Obycejné diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami

8.1 Kvantova jama . . . . . . . ..
8.2 Buben . . . . .
Parcialni diferencialni rovnice

9.1 Elektrostatické pole kondenzatorue . . . . . . . .. ... ... L.
9.2 Elektrostaticka ¢ocka . . . . . . . ...
9.3 Sifenf tepla pii pfipravé pokrmu . . . . . . . . .
9.4 Vafeni vejce . . . . . . . ..
9.5 Elektroforéza . . . . . . . . . .
9.6 Tunelovy jev . . . . . . . e

19
19
19
19
20
20
20
21

21
21
22
22
23
23
23
24

24
24
25

26
26
26



1 ResSeni rovnice s jednou neznamou

1.1 Urceni stari Zemé radioizotopovou metodou e

Mineral zirkon s chemickym vzorcem ZrSiO, je nejstarsim zndmym mineralem na Zemi. Vyznacu-
je se tim, ze pri své krystalizaci ochotné pfijima primés uranu a vytésnuje olovo. Toho lze vyuzit
k radiometrickému urceni staii vzorku zirkonu. Vychézi se pritom z odlisnych rozpadovych tad
izotopu 23U, ktery se s polocasem 7, = 4.5 x 10° let pieménuje v izotop 2°Pb, a izotopu #*°U,
ktery se s polocasem 7, = 0.71 x 10° let pieménuje v izotop 2°"Pb. Analyzou jistého vzorku
zirkonu bylo zjisténo, Ze pomér koncentraci izotopti uranu 23U a 23°U v ném obsaZenych je
137 : 1 a pomér koncentraci izotopti olova 2%Pb a 27Pb je 11.7 : 7.1. Urcéete na zakladé téchto
udaju stari analyzovaného vzorku.

1.2 Paseni kozy

Predstavme si kruhovy travnik s polomérem R homogenné zarostly travou. Na okraji travniku
je zabodnuty kolik. Lanem o délce L je ke koliku pfivazana koza. Koza je nenasytna, takze spase
veskerou travu, kterd je v jejim dosahu. Najdéte délku lana, pri které koza sezere prave jednu
polovinu plochy travniku. Ulohu muZete i rozsitit a najit takovou posloupnost délek {L,}Y
aby koza spasla travnik po N stejnych dilech.

1.3 Parasutista

Vertikalni vzdéalenost, kterou urazi parasutista pred otevienim padéku je dana rovnici

Yy = %ln [cosh(t\/ﬁ)} ;

kde g = 9.8065 m s je tihové zrychleni a k = 0.00341 m~! je konstanta souvisejici s odporem
vzduchu. Parasutista vyskocil z letadla leticitho ve vysce H = 3km a pada volnym padem. Planuje
oteviit padak ve vysce h = 2 km. V jakém okamziku po vyskoku z letadla ma oteviit padak?
Kolik sekund Zivota mu zbyvé, pokud se mu padék neotevie? Reste dlohu numericky a porovnejte
s analytickym feSenim.

1.4 Zamrzani vodni nadrze

Pii vystavbé podzemnich nadrzi na vodu je tfeba zvazit i riziko zamrznuti nadrze v dusledku
déle trvajicich mrazu. Ackoli realisticky vypocet je znacné komplikovany, jisty odhad poskytne
vysledek odvozeny na zakladé predpokladu, ze puda je homogenni a izotropni médium. V takovém
piipadé plati pro teplotu v hloubce z pod povrchem a v ¢ase t po za¢atku mrazu vztah

T(x,t) =T

)

2at)

kde T je povrchova teplota, T; poc¢atecni teplota a « je tepelna vodivost pudy. Pocitejte s hod-
notami T, = —15°C, T; = 20°C, o = 0.138 x 107 m? s7! a zjistéte, jak hluboko je tieba umistit
nadrz, aby zamrzla nejdiive po 60 dnech od zac¢atku mrazu.

Pozn.: Funkce erf z = (2/4/7) fo exp(—t?)dt je tzv. funkce chyb, kterou lze vypocist pomoci

mocninné fady
( 1 n 2n+1

2 o0
fz =
= ﬂzn‘(2n+1

n=0



1.5 Satelit WIND

Satelit WIND, ktery vypustila NASA v roce 1994, pracuje v tzv. Lagrangeové bodé na spojnici
Slunce a Zemé, kde sleduje hvézdny vitr vanouci ze Slunce na Zemi. Lagrangeuv bod je takovy
bod, kde se vyrovnaji sily pusobici na satelit a plati tedy (pro zjednoduseni povazujeme trajektorie
satelitu a Zemé za kruhové)
Mym
=G
72 (R—r)

Zde G = 6.67 x 107" N m? kg2 je gravitacni konstanta, M, = 1.98 x 103° kg hmotnost Slunce,
M, = 5.98 x 10** kg hmotnost Zemé, m nepodstatnd hmotnost satelitu, B = 1.49 x 10 m
vzdéalenost Zemé od Slunce, r neznamd vzdalenost satelitu od Slunce a T = 3.15576 x 107 s
doba obéhu Zemé kolem Slunce. Vypoctéte polomeér r obézné drahy satelitu kolem Slunce a jeho
vzdalenost od Zemé.

M.,m 9
3 + mrw” .

G

1.6 Umorovani dluhu

Pujcéime-li si ¢astku a s rocni urokovou sazbou r, budeme po n letech dluzni
a(l+7r)".

Pravidelné roc¢ni splatky p tuto dluznou ¢astku snizuji na

n—1

a(l—i—r)”—Zp(l—i—T)i:a(l—H“)"—p

(147" —1
—

Dluh je splacen, je-li dluzné ¢astka nulova. Pro zjednoduseni povazujte n za redlné ¢islo.

(a) Pujéime si a = 2000000 K¢ s roéni drokovou sazbou 6% (r = 0.06) a ro¢ni splatkou p =
180000 Ké¢. Jak dlouho potrva splaceni dluhu a kolik celkem zaplatime?

(b) Pujcime si stejnou ¢astku se stejnou tirokovou sazbou. Jakd musi byt roéni spldtka, abychom
dluh splatili po n = 20 letech?

(c) Sestrojte graf zavislosti doby splaceni a celkové zaplacené ¢astky na mésiéni splatce p/12.

1.7 Pravouhla kvantova jama

Céstice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném potencidlu

Vi) = .z Pro—a<x<a
0 jinak

>



ktery odpovida konecné hlubové kvantové jamé o Sitce L = 2a. Najdéte vlastni energie a vinové
funkce vazanych stavu, které splnuji stacionarni Schrodingerovu rovnici

B U(z) + V(2)¥(z) = EV(z) .

2m dx?

Sestavte nejprve obecny program a poté pouzijte hodnoty m = 0.07m,. (efektivni hmotnost
elektronu v GaAs, m, je hmotnost elektronu, m, = 9.11 x 103 kg), L = 10nm a V; = 0.5 eV.

1.8 Kronigiv—Penneytuv model

Vyfteste Schrodingerovu rovnici pro elektron v jednorozmérném periodickém potencidlovém poli
znazornéném v nasledujicim obréazku.

u

Uig fomreeeoeermmmg oo o et I

0 a a+b X

Ukazte, ze vlastni hodnoty energie jsou dany rovnici

1 /k K
cos k(a4 b) = cos aky cosbkg — = (—2 + —1> sin akq sin bksy |
2 K1 Ko

kde

omE V2m(E = Uy)

7 a Ko — 7 .

R1 =

cvv s

ciselné konstanty jsou napt. a =4 A, b=1A a Uy = 5eV.

1.9 Rovnice x = coszx

Pti feSeni rovnice x = cos x iteracni metodou konstruujeme posloupnost ¢isel x,, podle predpisu
ZTpi1 = COS T,. Tato posloupnost konverguje k feSeni z = 0.7390851 . .. uvedené rovnice. Inverzni
posloupnost y,+1 = arccosy, se naopak tomuto feseni vzdaluje. Vykroc¢ime-li vSak do kom-
plexniho oboru, poskytne ndm tato posloupnost feSeni rovnice z* = cos z. Piesvédcte se o tom
a zaroven tuto rovnici vyteste pfevedenim na soustavu dvou rovnic pro redlnou a imaginarni
cast z = x + 1y, ze které jednu nezndmou vyloucite, a na zbylou rovnici aplikujete nékterou
z numerickych metod.

2 Hledani extrému funkce jedné proménné

2.1 Poloha mostu e

Mesta A, B a C jsou oddélena tekou, jejiz koryto je vymezeno piimkami y = r; a y = 7o,
0 <7 < ry < 1. Mésta lezi na soutadnicich P4 = (0,1), Pg = (1,0) a Po = (1,1). Ve kterém
misté je tfeba postavit most ptes feku, aby celkova délka silnic spojujicich most s mésty byla co
nejkratsi? Most bude kolmy na koryto feky.



2.2 Strelba na cil

Strelou, ktera opousti hlaven rychlosti vy se snazime zasahnout cil nachdazejici se ve vysce H
nad trovni usti hlavné. Pro danou rychlost stiely urcete maximalni vodorovnou vzdalenost L
cile, ktery lze zasdhnout a odpovidajici ndmérovy tihel . Pro jednoduchost se dopustte hrubého
priblizeni — zanedbejte odpor vzduchu. Dale predpokladejte, ze vzdalenosti jsou dostateéné malé
a je mozné zanedbat zakriveni zemského povrchu a nehomogenitu tihového pole.

3 Numericka kvadratura

3.1 Difrakce na hrané e

Uvazujme o difrakci rovinné monochromatické viny dopadajici kolmo na ostrou pfimou hranu.
Pro intenzitu ve vzdalenosti L za hranou lze odvodit

Iy T 112 T 11°
-8 @)
(z) 2{{(} . +2] +{S ~)+5
kde C a § jsou tzv. Fresnelovy integraly definované vztahy
Tu? u?

C(z):/ cos — dz , S(z):/ sin —dz ,
0 2 0 2

x méii vzdalenost od konce geometrického stinu a a = /LA/2. Vypoctéte zavislost I(x)/Iy na
x/a a diskutujte obtize spojené s vyéislovanim integralu pro velké z/a.

3.2 Fresnelova difrakce na kruhovém otvoru

Vypoctéte difrakéni obrazec vytvoreny na stinitku ve vzdéalenosti L za kruhovym otvorem o po-
loméru R, na néjz kolmo dopadé rovinnd monochromatickd vina o vilnové délce A. Jsou splnény
podminky Fresnelovy difrakce (nikoli vsak Fraunhoferovy), takze intenzita v bodé r stinitka je
déna integralem pfres plochu otvoru (vektor 7/ probiha body plochy otvoru)

1k|'r r’
=i

kde pro |r — 7’| ve fazovém faktoru pouzijeme kvadratické priblizeni a |r — 7’| ve jmenovateli
povazujeme za konstantni.

Y

3.3 Perioda matematického kyvadla

Pohyb matematického kyvadla délky L se 7idi diferencidlni rovnici

d?p
—— = —gLsinyp,
a2 9 ¥
kde g je tthové zrychleni. Z této rovnice odvod'te vztah pro periodu kmitii matematického kyvadla

T v zéavislosti na amplitudé ¢

s oznacenim Kk = sin ~—

/2
T L/ dg B L/ o 0
4 \29) Veosp—cospo \ 9 /1 k2sin?¥ 2
0 0

Druhy uvedeny integral se oznacuje jako uplny elipticky integral prvniho druhu. Vypoctéte jej
numericky a sestrojte graf zavislosti 7" na .



3.4 PAd tyce

Uvazujme o tyci délky L, jejiz jeden konec se pohybuje po dokonale kluzkém horizontalnim
povrchu. V case t = 0 se ty¢ nachéazi v klidu a svira s povrchem tihel 4. Ukazte, ze cas potiebny
k tomu, aby se ty¢ dostala do polohy, kdy svird s povrchem thel ¥, je dan integralem

/ Yo |14 3cos?p d
sin g — sin o ©»

Vykreslete zavislost ¢ na 9g € (0,7/2) pro ¥ = 0, tedy dobu padu v zavislosti na pocatecnim
sklonu tyce.

3.5 Magnetické pole solenoidu
Numerickou integraci Biotova—Savartova zakona urcete magnetické pole solenoidu. Solenoid o po-

loméru R a délce L majici N zavitu vystihuje parametricka kiivka

L
x = RcosNy , y=Rsin Ny, z:—(£—1> ,
T

kde ¢ nabyva hodnot z intervalu [0, 27]. Kiivkou protéka proud I. Magnetické pole zndzornéte
pomoci velikosti indukce B a velikosti radialni a axialni slozky. Pouzijte pfitom vhodné tezy
polem, napft. roviny zz a xy.

3.6 Magnetické pole toroidu

Numerickou integraci Biotova—Savartova zdkona urcete magnetické pole toroidu. Toroid s N
zavity o poloméru r a celkovym polomérem R parametrizujte jako z = (R + rcos Ny) cos p,
y = (R+rcos Ny)siny, z = rsin Ny, kde ¢ nabyva hodnot z intervalu [0, 27]. Ktivkou protéké
proud I. Magnetické pole reprezentujte pomoci velikosti indukce B a velikosti vhodné zvolenych
slozek pole vykreslenych jako mapy v fezu rovinami zz a xy.

3.7 Zareni absolutné ¢erného télesa

Max Planck odvodil pro spektralni hustotu zareni v absolutné ¢erné dutiné vyhraté na teplotu

T vztah , )
hw hw B

Malym okénkem ve sténé dutiny unika celkovy vykon

1(T) = /OOO © (e, T) dw

vztazeny na jednotku plochy okénka. Ukazte, Ze plati Stefantuv zdkon I(T) = oT* a numericky
vypoctéte hodnotu konstanty o. Porovnejte sviij visledek s pfesnou hodnotou o = 72k% /60h°c2.

3.8 Kramersovy-Kronigovy relace

Dielektrickd funkce souboru Lorentzovych oscildtoru (lze si je predstavit jako nabité kulicky
upoutané na pruzinkach) je dana vztahem

ne? 1

elw)=1+ — .
() meg wi — w? — iyw

8



Zde wy je vlastni frekvence netlumeného oscilatoru, v udava tlumeni, n je pocet oscilatoru v jed-
notce objemu, m a e hmotnost a nédboj kulicky. Z principu kauzality vyplyvaji pro obecnou
dielektrickou funkci Kramersovy—Kronigovy relace

00 / 0o N
Res(w)zl—i-lp/ de’ Ime(w) = 173/ de’

!/ . !/
s o W —w T J N W—w

Pro nékolik sad vhodné zvolenych hodnot parametru se numerickym vypoctem presvédcte, ze
£(w) Lorentzova oscilatoru vskutku spliuje KK relace.

3.9 Spinové korelace v Kitaevové modelu

Kitaevuv model je frustrovany spinovy model na vostinové miizce, jehoz zakladnim stavem se
spinova kapalina vyznacujici se spinovymi korelacemi jen mezi nejblizsimi sousedy. Hamiltonian

modelu jest
H=— Z J,YO';YO'Z ,
(i)

kde index v je ddn smérem vazby (viz obrézek). Pro hodnotu korelace mezi nejblizsimi spiny byl
odvozen vyraz

’YO.’Y

> . \/g/ €k A2k
kde € = 2(J,cosky + Jycosky + J,) a A = 2(J,sink; + Jysink;) a integracnim oborem
je Brillouinova zéna piislusné miizky, tj. plocha Sestitithelnika se stranou 47/3 a dvéma vrcholy
lezicimi na ose k,. Veli¢iny k; a ko jsou projekce k do smért vazeb s J, a J,: ky = (—kx+\/§ky)/2,
ky = (+k. + V3 k,)/2. Vypoététe hodnotu korelace pro symetricky ptipad J, = J, = J..

(o

A
ky

0 O | kx

3.10 Ijéinn}'f srazkovy prurez

Uvazujme o parové srazce ¢astic s hmotnostmi m a M, jejichz vzajemné silové pusobeni je
vyjadieno sféricky symetrickym potencidlem V(r). Relativni pohyb v této dvoucdsticové sou-
stavé je mozné kvantifikovat jako pohyb ¢édstice o hmotnosti = mM/(m + M), kterd v1étd
rychlosti vy do oblasti sféricky symetrického potencidlu V (r). Vzdalenost ¢astice od osy rov-
nobézné s vy a prochazejici stredem potencialu je b. Vyslednou odchylku smeéru castice v je
mozné najit s pomoci zakona zachovani momentu hybnosti a zakona zachovani mechanické ener-
gie. Zakon zachovani momentu hybnosti lze zapsat ve tvaru

L = pbvg = pr*e

a zakon zachovani mechanické energie ve tvaru

1 1
E = i,uvg = §,u(7'“2 +1r2?) + V(r) .



Kombinaci uvedenych dvou rovnic je mozné vyloucit cas a najit tak diferencidlni rovnici pro
trajektorii
d : b
do _ ¢ _

dr 7 T2 /T—0/r2—V(r)/E

jejiz integraci se ziskd thlova odchylka

Y

e b
Y=mm—2 / dr,
ruin T2/ 1 — 02/12 =V (r)/E
kde 7yin je minimalni vzdélenost dand rovnici (vyplyva z 7 = 0)

¥V

r E
Numerickym feSenim predchozi rovnice lze pro dany potencidl najit zavislost r,;, na b a po do-
sazeni do integralu pro 9 pak numerickou kvadraturou zavislost ¥(b). Vypoctéte timto postupem

diferencialni uc¢inny prutez
dr\ _ b |db
dy /) sind |dd

Vir)=—e"/®

r

pro Yukawuv potencial

a srovnejte jej s Rutherfordovou formuli

(@) = (&) v

ktera plati pro Coulombuv potenciél (a — oo). Pro jednoduchost polozte £ =m =k = 1.

4 Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic s pocatec¢nimi
podminkami

4.1 Lisky a zajici

Casovy vyvoj populace lisek a zajicti v izolované oblasti lze pfiblizné popsat Lotkovymi-Volterrovymi

rovnicemi 4 4
T A — W__
i Ax — Bxy , T Cy+ Dxy .

Veliciny = a y oznacuji pocetni stav zajicu (kotist) a lisek (predator). Koeficienty A, B, C, D
vyjadiuji poporadé miru rozmnozovani koristi, vybijeni kofisti, vymirani predatoru a pribyvani
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predatoru v dusledku dostatku potravy. Pro hodnoty koeficientui A =1, B=0.5,C =0.75, D =
0.25 zkoumejte ¢asovy vyvoj populaci s ruznymi poc¢ateénimi podminkami. Napomoc si vezméte
fazové trajektorie, tedy kiivky feSeni v roviné zy, diky nimz zjistite, ze feSeni je periodické
a najdete stacionarni bod, v némz je pocet lisSek a zajici nezavisly na case. Zvolte hodnoty

vvvvvv

4.2 Epidemie moru v Eyamu e

V malé vesnici Eyam lezici asi 10km jihozdpadné od Sheffieldu ve Velké Britanii se v letech 1665-
1666 rozsitila morova nakaza zpusobena infikovanymi blechami. Ty pochazely z baliku latek
privezeného pro mistniho krejéiho z Londyna, kde se v té dobé rozvijela epidemie moru. Aby
zabranili rozsiteni moru do okoli, rozhodli se obyvatelé Eyamu zustat v karanténé. Zaznamy
z kroniky tak poskytuji unikatni kvantitativni informaci o prubéhu epidemie v izolované populaci.
Nasleduje tabulka s pocty zdravych a nakazenych osob v roce 1666:

datum polovina kvétna | 3.7. | 19.7. | 3.8. | 19.8. | 3.9. | 19.9. | 20.10.
zdravych 254 235 | 201 | 153.5 | 121 | 108 | 97 83
nakazenych 7 14.5 | 22 29 21 8 8 0

Prubéh epidemie 1ze simulovat soustavou diferencidlnich rovnic

d

3 = P

d

d—? = fzn —an

s pocatecnimi podminkami z(0) = 254, n(0) = 7. Koeficient a@ ~ 2.82/mésic odpovida je-
dendctidennimu prubéhu nemoci zakon¢enému smrti, koeficient § ~ 0.0177 /mésic vyjadiuje miru
pfenosu nemoci. Proved'te modelovou simulaci a porovnejte s redlnymi daty. Dale prozkoumeijte
vliv koeficientu « a 3.

4.3 Sifeni kapavky

Kapavka zpusobovand bakterii Neisseria gonorrhoeae se prenasi témeér vyhradné pohlavnim sty-
kem. Muze byt vylééena antibiotiky, ale prodélani nemoci nepfindsi imunitu vuéi dalsi nakaze.
Interagujici promiskuitni populace muzu (pocet N,,) a zen (pocet Ny) rozdélime na infikované
(pocty I, Ir) a neinfikované — susceptibilni — osoby (pocty Sy, Sf). Vyvoj poctu téchto osob
v populaci lze popsat soustavou diferencidlnich rovnic (SI model se dvéma populacemi)

drl

— = kSl — ko,
dt 1mly = Fs
dly

— = k3 S, — k4l .
dt 3Sfm 44 f

Sledovanim velkého vzorku byly stanoveny hodnoty: k; = 0.000032 zena~*den~?, ky = 0.2 den™!,

ks = 0.00033 muz 'den~!, bk, = 0.025 den~'. ky je V&tS{ nez k4, protoze u muzu se projevuji
bolestivé symptomy onemocnéni a diive tak vyhledaji 1ékarskou pomoc. Pfenos nemoci z muzu na
zeny je rovnéz vyrazné pravdépodobnéjsi. Simulujte prubéh epidemie kapavky v populaci s N,, =
900 promiskutnimi muzi a Ny = 600 promiskuitnimi Zenami. Zacnete s jednim infikovanym
muzem a sledujte pocty infikovanych po 12 let. Ustali se ¢asem pocty infikovanych? Vyskyt
kapavky bychom pak nazvali endemickym.
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4.4 Krvetvorba

Zralé krevni elementy postradaji schopnost déleni a je tfeba je neustale obnovovat. Zde sehrava
klicovou tlohu kostni dren, kde se krevni elementy tvoii. Pro konkrétnost uvazujme dale o cer-
venych krvinkach. Proces jejich tvorby je velmi slozity, ale jeho zdkladni kvantitativni aspekty
lze vystihnout diferencialni rovnici pro relativni koncentraci
de(®) = —gc(t) + Mc(t =T)] .
dt

Prvni ¢len na pravé strané vystihuje ibytek krvinek, druhy ¢len ptisun novych z kostni diené
spoustény poklesem hladiny kysliku v krvi. Nové krvinky jsou dodavany se zpozdénim T, které
u zdravého c¢lovéka cini asi 6 dni. Mackey a Glass navrhli konkrétni vyjadieni funkce A, s nimz
nabyva predchozi rovnice tvaru

de Ae(t —T)

a- T iret-1)

Upravte Eulerovu metodu tak, aby zahrnovala zpozdéni, a vyteste diferencialni rovnici numericky
pro parametry g = 0.1d™5 X = 0.2d7Y, m = 10 a dvé ruznd zpozdéni T = 6d a T = 20 d.
Hledejte feseni v ¢ase 0 az 1000 dni s pocatecni podminkou ¢(¢t < 0) = 0.1. Prozkoumejte
i, fdzovou* trajektorii slozenou z bodu [¢(t), c(t —T')], kterd ma pro uvedené dva piipady odlisny
charakter.

4.5 Koza a vlk

Koza bézi rychlosti v; po ose y. V okamziku, kdy probiha pocatkem, ji zacne pronasledovat vlk
rychlosti vo > vy. Pocatecni poloha vlka lezi na ose x ve vzdélenosti L od poc¢atku. Rychlost vika
vzdy smétuje k poloze kozy v daném okamziku. Urcete trajektorie vlka pronasledujiciho kozu pro
nékolik sad parametru a zavislost ¢asu T', za ktery bude koza dostizena na poméru vy /v;.

4.6 Fata morgana

Na poustich a nad morem lze nékdy pozorovat podivuhodné atmosférické zjevy zvané fata
morgana. Jsou zpusobené ruznou teplotou vzduchu v ruznych vyskach nad povrchem a néslednym
nepiimocarym Sifenim svételného paprsku ve vzniklém opticky nehomogennim prostiedim. Tra-
jektorie paprsku h(z) (z je vodorovnd vzdélenost, h vyska nad povrchem) je popséna diferencialni

rovnici ,

d?h dh

- = g 1+ _ ,

dz? n dx
ve které vystupuje vyskovy gradient indexu lomu vzduchu g = dn/dh. Za ptredpokladu n ~ 1
a (dh/dz)? < 1 Ize rovnici zjednodusit na h”" = g(h). Déle predpoklddejme exponencialn{ pribéh
indexu lomu n(h) = ng + (An) e " ktery vede na g(h) = —(An)e ", Vygetiete trajektorie
paprsku pro pripad An > 0 a An < 0 a popiSte zjevy, ke kterym tyto trajektorie povedou. Pro
jednoduchost se zaméite pouze na skélované rovnice h” = +e=".

4.7 Zapad slunce

Pti zépadu slunce pozorujeme sluneéni kotouc nikoli kruhového ale eliptického tvaru. Tento jev lze
vysveétlit jako dusledek siteni slunecnich paprsku v optickém prostiedi s nenulovym gradientem
indexu lomu, které predstavuje atmosféra nasi planety.
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Index lomu vzduchu zavisi na teploté a tlaku vztahem

T
(T, p) = 1+ 0.000293 =

Po
V troposfére (oblast atmosféry do vysky priblizné 15km) lze vystihnout zavislost teploty 7" a tlaku
p na nadmoiské vysce h vztahem

Lh\* gM
T =T, — Lh —po (1 - = k=2"—.
0 ) p p0< > ) RL

V této rovnici L = 0.0065 K m~! je teplotni gradient, g = 9.80665 m s2 je tihové zrychlent,
M = 0.0289644kgmol " molarni hmotnost suchého vzduchu, R = 8.31447Jmol ' K~! univerzalni
plynové konstanta a Ty = 298.15 K a py = 101.325 kPa teplota a tlak panujici na drovni morské
hladiny.

Odvod'te diferencialni rovnici pro &feni paprsku v opticky nehomogennim prostiedi se sférickou
symetrii a aplikujte ji na piipad §ifeni slune¢nich paprsku v atmosfére Zemé. Sestavte tabulku
se skutecnou a zdéanlivou ihlovou vyskou nad obzorem. Odhadnéte pomoci této tabulky miru
zplosténi slunecéniho kotouce, jehoz spodni okraj se pravé dotyka horizontu. Uhlovy prumeér
slunecniho kotouce na obloze je ptiblizné 32’.

4.8 Optické vlakno

Vyznamnym vylepsenim optickych vlaken je pouziti parabolického profilu indexu lomu v prufezu
vldkna. Ve srovnani s predchozim typem, kdy se paprsek totalné odrazel na rozhrani homogenniho
jadra a vnéjsi vrstvy vldkna, nedochazi k rozptylu doby putovani paprsku s ruznymi vstupnimi
uhly. Trajektorie paprsku v obou typech vldken jsou schematicky zndzornény v nésledujicim
obrazku.

Sy AR

Index lomu gradientniho vlakna v zavislosti na vzdalenosti od osy popiseme funkci

2
n(r) = nl—(nl—ng)ﬁ r<a,
N9 r>a.

Numericky vypoctéte trajektorie a doby $ifeni paprsku pro parametry a = 50 um, ny; = 1.480,
ny = 1.460 a ruzné vstupni ihly a porovnejte s ptipadem, kdy ma jadro vlakna homogenni index
lomu ns.

4.9 Balisticka krivka

Resen{ tlohy o pohybu télesa sikmo vrzeného v prostiedi bez odporu je dobfe zndmo jiz ze
sttedoskolské fyziky. Trajektorie télesa vrzeného rychlosti o velikosti vg pod uhlem « vuéi vodo-
rovné roviné je dana rovnicemi

1
x(t) = vot cos o, y(t) = vt sinaw — §gt2 .

Vasim tkolem je prozkoumat piipad, kdy proti pohybu ptisobi odporové sila o velikosti F' = —kuv?

a srovnat jej pro ruzné hodnoty k s vySe uvedenym feSenim.

13



4.10 Start rakety

Némecka raketa V-2 o pocateéni hmotnosti my = 12.8 t startuje kolmo k zemskému povrchu.
Raketa spotiebovava palivo rychlosti r = 130 kg s~!, motor m4 tah F' = 250 kN. Najdéte casovy
prubéh rychlosti a vysky rakety, je-li kone¢na hmotnost rakety po spotifebovani paliva m; = 4.0t.
Pii fesenf povazujte tthové pole za konstantni s hodnotou tihového zrychleni ¢ = 9.81 N kg™'.
Srovnejte numerické feseni s feSenim analytickym. V hypotetickém piipadé g = 0 ovérte, ze pro
findlni rychlost plati Ciolkovského rovnice v = v, In(mg/m;y), kde v, je vytokova rychlost zplodin
rakety:.

4.11 Pohyb matematického kyvadla

Pohyb matematického kyvadla délky L se tidi diferencidlni rovnici

@ = —gLsinp .

Polozme pro jednoduchost gL = 1. Najdéte fazové trajektorie matematického kyvadla, tj. kiivky
[o(t), ¢(t)] pro ruzné pocateéni podminky. Provedte srovndni s fesenim ziskanym v harmonické
approximaci sin ¢ & .

4.12 Keplerova rovnice

Pohyb télesa v centralnim gravitacnim poli je vystizen trajektorii
r=acosE —e, y=bsink .

Zde a a b jsou hlavni polosy eliptické trajektorie, e je vzdélenost ohniska od stfedu elipsy a thel
E je nazyvan excentrickou anomélii. Oznacime-li jako ty cas pruchodu télesa bodem nejblizsim
k centru a jako e ¢iselnou excentricitu elipsy e/a, plati Keplerova rovnice tvaru

21
FEF—csinFE = —(t—1y) .
€ sin T( 0)

Ruznymi numerickymi metodami vySetiete pohyb télesa v centralnim poli s vhodnymi pocateénimi
podminkami a ziskejte hodnoty parametri a, b, e, T. Nasledné provérte, ze vami vypoctend tra-
jektorie splnuje Keplerovu rovnici. Dale prozkoumejte casovou zavislost kinetické a potencialni
energie télesa a jejich souctu.

4.13 Draha satelitu

Satelit o zanedbatelné hmotnosti se pohybuje v gravitacnim poli soustavy Zemé-Mésic. Predpo-
kladejme, ze vzdéalenost Mésice od Zemé D je konstantni a Mésic obihd s kruhovou frekvenci €2.
Pohyb satelitu muzeme vySetfovat v neinercialni vztazné soustave, ve které se jevi Zemé a Mésic
Mésic tak, ze Zemé zustavd v bodé (z,y) = (—d,0) a Meésic v bodé (z,y) = (D — d,0), je
trajektorie satelitu fesenim soustavy diferencialnich rovnic

d?x M(z + uD)  m(z — p*D) ) dy
— =—-G Q 20—
de? [ 3 * 3 LT

d?y My my
| =L+ 2 L2y —20
ar { %*r;”}* Y

dz

dt ’

kde G = 6.67259x 10 " 'm3kg ™~ 's~2 je gravitaéni konstanta, M = 5.974x10%*kg je hmotnost Zeme,
m = 7348 x 10**kg, u* = M/(m+ M), p =m/(m+ M), D = 3.844 x 108 m, d = 4.669 x 10° m,
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0 =2.661 x10"%s7! ar (ry) je vzdalenost satelitu od Zemé (Mésice). Poc¢atecni podminky zni
2(0) = 4.613 x 10°m, y(0) = 0m, v,(0) =0ms™*, v,(0) = —1074 m s~ '. Vypoctéte odpovidajici
trajektorii ruznymi metodami na numerické feseni soustav diferencialnich rovnic a prozkoumejte
projevy numerickych chyb.

4.14 Lagrangeovy body soustavy Zemé-Meésic

Pouzijte neinercidlni soustavu zavedenou v tloze 4.13 a prozkoumejte stabilitu Langrangeovych
bodu soustavy Zemeé-Mésic. Lagrangeovy body jsou takové body, ve kterych se kompenzuji gra-
vitaéni sily Zemé a Mésice a odstiediva sila. Vypoctéte nékolik trajektorii zkuSebnich téles se
zanedbatelnou hmotnosti pohybujicich se okolo jednotlivych Lagrangeovych bodu L, az Ls a po-
sud'te tak jejich stabilitu. Parametry soustavy Zemé-Mésic pievezméte z piikladu 4.13.

4.15 Naraz asteroidu

Astronom zaznamenal neznamy asteroid mitici velkou rychlosti do vnitini ¢asti sluneéni soustavy.
V poledne 1.1.2001 GMT se asteroid nachdzel na souradnicich (z,y, z) = (—5.206 x 10! 3.124 x
10',6.142 x 10'%)m a mél rychlost (v, vy, v,) = (11060, —9817, —744)ms™" (vSe vztazeno k tezisti
slunecni soustavy). Vyuzijte data z nésledujici tabulky k simulaci pohybu téles ve slune¢ni sou-

stavé vcetné asteroidu a predpovézte, ktera planeta je jim ohrozena. Kdy nastane ptipadny
dopad?

téleso  hmotnost [kg] x [m] y [m] z [m] vy [m/s] v, [m/s] v, [m/s]
Slunce 1.9891e30 -7.0299e8 -7.5415e8 2.38988e7  14.1931 -6.9255 -0.31676
Merkur 3.302e23 2.60517e10  -6.1102e10  -7.3616e9  34796.0 22185.2 -1379.78
Venuse 4.8685e24 7.2129¢10 7.9106e10  -3.0885e¢9  -25968.7 23441.6 1819.92
Zemé 5.9736e24 -2.91204e10  1.43576ell  2.39614e7 -29699.8 -5883.3 0.050215
Mars 6.4185e23 -2.47064ell -1.03161el0  5.8788e9  1862.73 -22150.6  -509.6

Jupiter 1.8986e27 2.67553ell  7.0482¢l1 -8.911e9  -12376.3  5259.2  255.192
Saturn 5.9846€26 6.999¢11 1.16781el2  -4.817e10  -8792.6 49449  263.754
Uran 8.6832e25 2.65363el12  -3.6396el2 1.37957el0  4356.6 3233.3  -166.986
Neptun 1.0243e26 2.2993el12  -1.90411el2 -3.6864el0  4293.6 4928.1 -37.32

Pluto 1.27e22 -1.31126e12  -4.2646e12  8.3563ell  5316.6  -2484.6 -1271.99
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Udaje v tabulce se vztahuji k 1. lednu 2001 a poledni GMT, pocatek souradné soustavy lezi

4.16 Precese perihélia Merkuru

V pripadé, kdy jsou kinetické a potencialni energie téles dostatecné malé ve srovnani s jejich
klidovymi hmotnostmi, predpovida Einsteinova obecna teorie relativity jen malou opravu New-
tonova gravitacniho zakona. Budeme zkoumat problém pohybu objektu o zanedbatelné hmotnosti
v centralnim poli hmotného objektu o hmotnosti M. Zavedeme k tomu polarni soutradnice r a .
Casova zavislost 7(t) spliiuje diferencidln{ rovnici

dr L %
7”:——GM<—+—) ,

dt? r3 r2 = c?rd

kde L je velikost mérného momentu hybnosti L = r2p. Odvod'te uvedenou rovnici bez rela-
tivistické opravy. Najdéte trajektorii planety Merkur. Jako pocatecni podminky zvolte r(0) =
46.00 x 10% km, 7(0) = 0, L = 2.713 x 10 m? s~!. Hmotnost Slunce je M = 1.9891 x 10** kg.
Srovnejte relativisticky vysledek s trajektorii ziskanou v nerelativistickém priblizeni.

4.17 Exotermicka reakce

Exotermické reakce se nékdy zdaji byti autokatalytickymi, protoze uvoliované teplo urychluje
prubéh reakce. Budeme uvazovat o provazanych chemickych reakcich, jejichz kinetika je popsana
schématem

kq

Al x X Py X +2V By 3y Y R

Koncentrace latek X a Y za predpokladu konstantni koncentrace latky A jsou fizeny soustavou
diferencialnich rovnic

diX] 1 dy] 1
At k4 At ky
Hodnoty reakénich konstant jsou ky(Tp) = 1 x 1076, ky = 55 x 1077, ks = 1, ky = 1 x 1074,
pocatecni podminky [X](t = 0) = [Y](t = 0) = 0. Jednotka ¢asu je 1s, jednotka koncen-
trace je 1 mol 171, Tento systém sam o sobé vykazuje zajimavé oscilatorické chovani, o némz

se presvédcte numerickym feSsenim. Nyni uc¢inme konstantu k; teplotné zavislou podle vztahu
ki(T) = k1(Tp) exp(©), kde © je bezrozmérnd aktivaéni energie hovici diferencidlni rovnici

doe
— =~[Y] - pO.
> = ¥]- 8
Pouzijte hodnoty v = 10, § = 0.5, ©(t = 0) = 0 a prozkoumejte prubéh reakce pro ruzné

koncentrace [A] = amol 17! s a = 0.6000, 0.6500, 0.6870, 0.6970 a 0.7080.

(k1[A] = ko[ X] — ks [X][YT?) (ko[ X] + ks [X][YT? — Ka[Y]) .

4.18 Pasmova propust

Nasledujici obrazek obsahuje schéma pasmové propusti. Parametry soucastek maji hodnoty Ry =
Ry =10k, C; = 15nF a C5 = 4.7nF.

C, R,

U out
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Na vstup propusti vlozme casové zavislé napéti ve tvaru tzv. chirpu

Jak se lze presvédcit rozvojem argumentu jako funkce casu ¢, je okamzita frekvence signalu
f(t) = wot/T apropust tak postupné zkoumame na vyssi a vyssi frekvenci. Sestavte soustavu dife-
rencidlnich rovnic popisujicich obvod propusti a najdéte casovy prubéh napéti Uy (t) pii aplikaci
vyse uvedeného vstupniho napéti. Parametr wy/T a ¢as integrace zvolte tak, abyste na vystupu
ziskali frekvencni odezvu pasmové propusti s dostatecnym rozliSenim. S predpokladem harmo-
nického prubéhu napéti najdéte metodou komplexnich impedanci frekvenéni zavislost |Usyt/Uin|
a porovnejte s vysledkem predchoziho postupu.

4.19 Rabiho oscilace

Uvazujme o dvouhladinovém kvantovémechanickém systému, ktery je popsan casové zavislym

hamiltonidnem .
E, V(i
H= (V(t) B, ) , V(t) = Vycoswt .

Takovym systémem muze byt naptiklad atom nebo molekula v poli laseru. Stav systému zapsany
jako superpozice C|1) 4+ C5]2) se Fidi systémem diferencidlnich rovnic

ihCy = E,C, +V(1)Cy,  ihCy = V(1)Cy + EyC, .

Regenfm téchto rovnic najdéte ¢asovy pribéh pravdépodobnosti nalezeni systému ve stavu |1)
a |2) pro ruzné kombinace w, charakteristické frekvence potencidlu f = V4 /h a frekvence prechodu
wy1 = (Fy—FEy)/h. Méli byste pozorovat tzv. Rabiho oscilace! s frekvenci Qp = \/(w —wi2)? + f2.
Jako pocatecni podminku volte C1(0) = 1, C5(0) = 0.

4.20 Landauuv-Zeneruv model

LZ model popisuje prechody mezi interagujicimi hladinami, jejichz rozstépeni se méni linearné
s casem. V urcitych pripadech je tento model vhodnym néastrojem pro kvantovémechanicky popis
meziatomovych nebo mezimolekulovych srazek. Hamiltonian modelu vyjadreny v bézi stavu |1)

a |2) je prosty:
_1
%:(2N” v ), A(t) = at .

Vo +3A1)
Jeho energiové schéma jako funkce ¢asu je znazornéno nasledujicim obrazkem.
V=0 V>0
b 12) 1)
E
1) 12>
t

sidor Isaac Rabi (1898-1988) byl zidovsky fyzik piivodem z Halice. V roce 1944 obdrzel Nobelovu cenu za
jadernou magnetickou rezonanci.
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Resenim soustavy diferencialnich rovnic pro koeficienty v superpozici C1|1) 4 Cy|2) najdéte pro
ruzné hodnoty parametru « a V cCasovou zdavislost pravdépodobnosti prechodu do stavu |2),
nachézi-li se systém v ¢ase t = —oo ve stavu |1). Porovnejte vyslednou pravdépodobnost s déle
uvedenymi vysledky.

V adiabatické limité zustava systém neustdle v zdkladnim stavu svého Hamiltonidnu a tedy
P — 1. V limité rychlé srazky lze poruchovou teorii odvodit pro P

2mV/?
ha

Landau a Zener nasli univerzalni vyraz, ktery plati jak pro rychlé, tak i pro pomalé srazky

2 2
PLzzl—exp<— WV) .

P p—t

ho

Pozn.: Pocitejte v jednotkéach, kde h = 1.

4.21 Chandrasekharova mez

Bily trpaslik je extrémné husty pozustatek jadra hvézdy o nepiilis vysoké hmotnosti, ve kterém
jiz neprobihaji termojaderné reakce. Pfed uiplnym gravitacnim kolapsem jej chrani tlak degenero-
vaného elektronového plynu vyplyvajici z Pauliho principu. Piekroc¢i-li hmotnost bilého trpaslika
urcitou mez, nestaci jiz Pauliho tlak kompenzovat gravitaci a trpaslik exploduje jako supernova.
Kritickou hmotnost odvodil Subrahmanyan Chandrasekhar (1910-1995) v roce 1930 pfi plavbé
z Indie do Anglie, kde poté zah4jil své doktorské studium na univerzité v Cambridgi. Zejména
za tento objev pak v roce 1983 obdrzel Nobelovu cenu.

V této uloze najdete radidlni profil hustoty bilého trpaslika, zavislost jeho poloméru na hmotnosti
a vyse popsanou kritickou hmotnost oznac¢ovanou jako Chandrasekharova mez.
Predpokladejme, Ze hustoty elektronti, protonu a neutronu jsou stejné, a zavedme n(r) jako
sféricky symetrickou hustotu jednoho druhu ¢astic. Hustota hmoty bilého trpaslika pak cini
ptiblizné p(r) = 2my,n(r), kde m, je hmotnost protonu. Gravitacni tlak zavisly na vzdélenosti
od jadra r je dan diferencialni rovnici

dp _ Gmp
2 )

dr r
kde m(r) je thrnna hmotnost materialu trpaslika nachézejiciho se pod polomérem r. Tu lze ziskat

feSenim diferencidlni rovnice q
m

dr
Gravitacni tlak je v rovnovéaze pravée vykompenzovan Pauliho tlakem pp.u;, ktery je zavisly
na elektronové hustoté n. S vyuzitim kompresibility degerovaného elektronového plynu xy =
dn/dppawi (opét urcend n) lze prvni diferencidlni rovnici prevést na prakticky tvar

dp 5 Gmp

— =—-2m )

dr PX72
Odhad kompresibility elektronového plynu 1ze nejsnaze ziskat pouzitim Sommerfeldova modelu
neinteragujicich elektronu s relativistickou kinetickou energii £ = /m2c* + p?c?, kde p = hk.

= 47r?p .

Vyjde
3 1+ a? hk
X = 5 £ kde zp=—" .
mec? a2 MeC
Resenim soustavy diferencidlnich rovnic pro p(r) a m(r) najdéte radilni profil hustoty bilého
trpaslika. Soustavu feste jako pocéatecni tilohu s p(0) = py, m(0) = 0 a pro ruzné hustoty po (napft.
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v rozsahu 10°—10'kgm—?) najdéte polomer trpaslika R (tedy takové 7, kde hustota pravée klesne
na nulu) a jeho hmotnost M. Jak zjistite, hmotnost nemuze prekrocit asi 1.4 ndsobek hmotnosti
Slunce.

Pozn.: Pti vypoctu je vhodné pouzivat relativni jednotky vztazené k prumérnému poloméru
Slunce R = 0.696342 x 10° m, hmotnosti Slunce M = 1.9891 x 10%° kg a hustoté Slunce pe.

5 Soustavy linearnich rovnic

5.1 Prokladani dat polynomem e

Najdéte zpusob, jak stanovit koeficienty ag, ay, ..., axy polynomu stupné N, Py(z) = Ziv:o apx™,
ktery nejlépe vystihuje soubor M datovych bodu {z;,y;}1., ve smyslu nejmensich étvercu, tj.
Ej]\il ly; — Px(z;)]° je minimélni. Jako konkrétni aplikaci zvolime vyvoj populace USA. Pocty
obyvatel v letech 1900-1970 udava nésledujici tabulka:

1900 75994575 1940 131669275
1910 91972266 1950 150697361
1920 105710620 1960 179323175
1930 122775046 1970 203235298

Prolozte tato data polynomy rtznych stupni a posudte, do jaké miry vystihuji ¢asovy trend.
Extrapolovany soucasny pocet obyvatel porovnejte se skutecnou hodnotou. Odhad poctu obyvatel
USA v roce 2012 ¢ini 315 miliénu.

5.2 Extrapolace energie zakladniho stavu Heisenbergova retizku

Pii feSeni mnohacasticovych kvantové-mechanickych problému je mnohdy obtizné ¢i nemozné
dobrat se vysledku pro nekoneény systém, ackoli pro neptilis velké konecné systémy je snadno
dostupny. Hulthén studoval v roce 1938 periodické jednorozmérné Heisenbergovy fetizky popsané
Hamiltonianem

=z

-1

H= S;-Sjn,

<.
Il
o

kde S ; je operdtor spinu 1/2 na pozici j a pozice 0 je identickd s pozici N. Podafilo se mu ziskat
energie zakladniho stavu Egg nékolika kratkych tetizku. Vyjadreno pomoci energie na jednu
pozici ey = Egs/N a zaokrouhleno na ¢tyfi mista:

gg = —0.7500 &4 = —0.5000 e = —0.4671 eg = —0.4564 ¢£;90= —0.4515

Predpokladejte, ze energii zakladniho stavu lze zapsat pomoci rady

T R
EN =€+ —4+—+ ...+ —+....
N N " N2 N

Omezte se na ¢leny s [ < 4 a najdéte £,,. Vysledek porovnejte s exaktnim e, = % —In2.

5.3 Gaussova piredpovéd polohy asteroidu Pallas

Carl Friedrich Gauss analyzoval pohyb asteroidu Pallas na zakladé nasledujici tabulky zavislosti
pozorované deklinace x na rektascenzi 0:

0 [°] 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330
xz[']|408 89 -66 10 338 807 1238 1511 1583 1462 1183 804
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(a) Prolozte uvedené datové body funkei

5
2kl . [ 2mkO 2mk0
f(g) =ap+ kz:; |:CL]€ COs (%) + bk Sin (W)} -+ ag cos (%) ,

v niz vystupuje dvandct neznamych koeficientu ay (kK =0,1,...,6), by (k=1,2,...,5). K tomu
bude tieba vytesit linedrni systém dvanacti rovnic, kazdému datovému bodu piislusi jedna. Za-
chytte experimentéaln{ body a hladkou kiivku f(6) ve spolecném grafu.

(b) Obdivujte pili a odhodlani C. F. Gausse, ktery vypocet provedl rucné. Muzete uctit jeho
pamétku tim, ze se vzdate pouziti pocitace. 2

5.4 Zatizeni nosniku

Nosnik z obrazku je zatizen zavazim o hmotnosti M, vasim ukolem je stanovit sily, kterymi
jsou natahovany ptripadné stlacovany jednotlivé pruty nosniku. Prutt, o kterych predpokladame,
ze maji zanedbatelnou hmotnost, je celkem 4N — 1, coz ptredstavuje 4N — 1 neznamych sil.
V konstrukei nosniku se nachézi 2NV + 1 uzlu, pro které muzeme zformulovat 4N + 2 podminek
silové rovnovahy. Aby byl systém staticky determinovany zbyva zapojit tii neznamé sily. Budou
to vertikdlni sily Fa, Fg od podlozky v bodech A, B a jedna horizontélni sila pusobici v bodé A.
Konec B nosniku je v horizontalnim smeéru volny, coz odpovida napt. situaci, kdy je polozeny na
valecku. Reste tlohu pro rizna N. Jako rozsfieni miizete vyzkouset biemeno zavésit asymetricky.

FAV\/\/\N k
Fx A B
Mg

5.5 Ruské kolo

Na obrazku nahote je schematicky zachyceno ruské kolo s N = 8 kabinkami. Velmi zjednodusené
si jej predstavime jako soubor kabinek o hmotnosti m spojenych soustavou nehmotnych prutiu
tak, ze kabinky predstavuji vrcholy pravidelného N-tihelniku. S kazdym prutem je spojena jedna
neznama sila, kterd prut natahuje ¢i stlacuje. Pfiddme navic silu pusobici v ¢epu (formdlné
dvé komponenty), a dostaneme tak 2N + 2 neznamych. Ty jsou uréeny soustavou 2(N + 1)
rovnic vyplyvajicich z podminky kompenzace sil v kazdém uzlu konstrukce. Najdéte zavislost
sily namahajici loukoté a obvodové pruty na thlu otoceni kola. Ulohu Feste jako statickou.

5.6 Odporova sit

Uvazujme o pravidelné odporové siti z nésledujiciho obrazku. VSechny rezistory v siti maji stejny
odpor R. V mistech kiizeni jsou vodice spojeny. Realizaci tohoto obvodu by mohlo byt naptiklad
pletivo vyrobené z vodivého materialu. Najdéte odpor mezi vybranymi uzly sité. K matema-
tické formulaci problému pouzijte 1. Kirchhoffuv zédkon aplikovany na jednotlivé uzly sité, jimz

2C. F. Gauss ve skutecnosti uzil obdobu FFT algoritmu, ktery vypoécet znacné zkrati. FFT algoritmus byl
znovuobjeven a dockal se nezmérného rozsifeni az o stoleti a pul pozdéji. (c) Obdivujte genialitu C. F. Gausse.
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piisoudite nezndmé potencialy ¢; ;, i,j € {—N,—N + 1,...,+N}. Proudové bilance bude ne-
nulova jen ve dvou vybranych uzlech, do jednoho bude zvnéjsku vstupovat proud I, z druhého
bude stejny proud vystupovat. Pro neznamé potencidly dostanete linedrni systém rovnic, jehoz
vyfesenim ziskate napéti mezi vybranymi uzly a tedy hledany odpor. V limitée N — oo byste
méli obdrzet V}'fsledek R(OVO)_(L()) = R/2 a R(O,O)—(l,l) = 2R/7T

—
[}
S
)

1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
(@) (@) [ ] [
T 2 2= =
£z 2 8
=

5.7 Twin-T filtr

Twin-T filtr se pouziva pro odfiltrovani rusivého signdlu o urc¢ité pevné frekvenci. Aplikaci Ki-
rchoffovych zdkonu ve vyobrazeném obvodu s komplexnimi impedancemi a naslednym fesenim
vzniklého linearniho systému najdéte frekvencni zavislost amplitudy vystupniho napéti na vstup-
nim. Reste pro hodnoty R = 31.8kQ a C' = 0.1 uF, pro které by filtr mél odstranit parazitni
signaly s frekvenci okolo 50 Hz.

R R
o—¢+— +—+{ _ F——0
U in S— 2C U out
o O

S

6 Vlastni cisla a vlastni vektory matic

6.1 Sprazené oscilatory e

Najdéte vlastni kmitové mody soustavy N kyvadel spojenych pruzinkami. Délka kazdého kyvadla
je L, hmotnost zavazi m a tuhost pruzinek k. Dynamiku systému popisujte v ptiblizeni malych
kmitu. Srovnejte numerické vysledky s vasim oc¢ekdvanim pro limitni piipady k < mg/L a k >
mg/L. Analyzujte ptitom jak vektory vychylek, tak spektrum vlastnich frekvenci.
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6.2 Kyvani koralkového zavésu

Vysetrete vlastni kmity jedné snurky koralkového zavésu, kterou si predstavime jako soustavu N
stejné hmotnych kulicek (hmotnost m) spojenych provéazky délky L. Visici utvar od celkové délce
N L vykonava malé kmity kolem rovnovazné polohy. V limité N — oo pri konstantnim NL =1
ma tato uloha analytické Teseni, se kterym muzete své vysledky srovnat. Vychylka n-tého médu
je popséna Jy(kv/1 — ), kde x méfime od mista zavéseni a k je n-ty kofen rovnice Jy(k) = 0.
Népovéda: Zavedeme-li souradnou soustavu s pocatkem v misté zavéseni a osou x mitici svisle
dolu, plati pro vodorovné vychylky kulicek soustava diferencidlnich rovnic

LY _mg
dt? L

(N =)W1 —ys) + (N +1—3)(y; —yj-1)] -

6.3 Vibrace mostu

Uvazujme o kmitech mostu znazornéného na obrazku. Sklada se z 5Hn vzpér spojenych v 2n
volnych bodech. Vodorovné a svislé vzpéry maji hmotnost m, diagondlni vzpéry hmotnost my/2.
Tuhost kazdé ze vzpér je k.

n+1  n+2 2n-1  2n

Oznacime-li © a y vektory horizontalnich a vertikdlnich vychylek z vyobrazené polohy (vektory
maji 2n komponent), Ize harmonické kmitové médy mostu nalézt fesenim vlastnich problému

Mx = \Kx | My =) Ky .

Zde M je diagonalni matice s prvky M; = (3/2 + v2)m kromé My, = M,, = (3 + v2)m
a Myi1n+1 = Mopon = (14 v2)m. Matice K mé blokovou strukturu (bloky A, B maji velikost
N x N)

4 -1 -1 -1
-1 5 -1 -1 -1 -1

A B
-1 5 -1 -1 -1 -1
-1 4 -1 -1

Frekvence vibraci jsou w = v/\. Najdéte nékolik nejnizsich méda mostu a pifslusné frekvence.
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6.4 Vibrace molekuly metanolu a jeji infracervené spektrum

Vysetiete vlastni kmity molekuly metanolu CH3OH. Geometrii vazeb a vyraz pro harmonicky po-
tencial spojeny s deformacemi vazeb lze najit v ¢lanku A. Serrallach, R. Meyer, Hs. H. Gilinthard,
Journal of Molecular Spectroscopy 52, 94-129 (1974). Piirad te nejvyraznéjsi absorbéni struktury
v infra¢erveném spektru metanolu vlastnim moédum kmitt molekul a interpretujte rozdily v in-
fracervenych spektrech metanolu a etanolu.

METHANOL ETHANOL
INFRARED SPECTRUM INFRARED SPECTRUM
= ("‘"ﬁ 1
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NIST Chemistry WebBook (http://webbook.nist.gov/chemistry) NIST Chemistry WebBook (http://webbook.nist.gov/chemistry)

6.5 Linearni kvantova jama — feSeni variacni metodou

Variac¢ni metodou najdéte zédkladni stav a nékolik nejnizsich excitovanych stavi linearni kvantové
jémy s potencidlem V() = a|z|. Jako zkusebni funkci zvolte superpozici U(z) = 320 ¢, ¥, (z)
vlnovych funkei vlastnich staviu harmonického oscilatoru

W, (1) = ﬁ 1, (5 ) e (_2%22)

s vhodné zvolenym koeficientem o a poc¢tem bazovych vektoru N. Koeficienty ¢, najdete diago-
nalizaci matice hamiltonidnu vyjadieného v bézi ¥, (z).

6.6 Pasova struktura 1D krystalu

Metodou rozvoje do rovinnych vin najdéte vlastni energie elektronu v jednodimenziondlnim po-
tencialu s periodou a zadaném funkci

> (:E—na)Q] |

Uiy = Vo 3 exp [— -

n=—oo

jehoz Fourierovy slozky jsou

2,72

2
UG:—VOﬁgexp(—aG) , G:—Wn.
a 4 a

7 vlastnich energii pro dostateény pocet Blochovych vektoru v 1. Brillouinové zéné sestavte
pasové schéma. Pfi numerickém feSeni pouzijte nésledujici hodnoty parametru: a = 0.5 nm,
o = 0.1la. Srovnejte vysledky pro Vo = 2eV a Vj = 10 eV s disperznimi relacemi volnych
elektron.
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Pozn.: Pti srovnavani je vyhodné pouzit energii vztazenou na stfedni hodnotu potencialu, tj.
E — Ug—o.

6.7 Pasova struktura kifemiku pocitana metodou pseudopotencialu

V prvoprincipidlnich vypoctech elektronové struktury pevnych latek se obvykle nahrazuje skutec¢ny
krystalovy potencidl tzv. pseudopotencidlem, ktery neobsahuje singularni prispévek oc 1/r v okoli

jednotlivych atomu. To vede na zjednoduseni vlnovych funkei v okoli jader (zde by se ve skuteénosti
meély podobat atomovym orbitaliim), v oblasti mezi atomy je vsak popis realisticky a dava dobré

vysledky pro pasovou strukturu. Pozvolny prubéh pseudopotencidlu také vede na nizky pocet

jeho Fourierovych komponent, coz je vyhodné z numerického hlediska.

S vyuzitim nize zadaného pseudopotencialu a metody rozvoje do rovinnych vln najdete pasovou

strukturu kfemiku. Kiemik m&a diamantovou strukturu, tedy fcc miizku s dvouatomovou bazi

(atomy na relativnich pozicich d; 5 vzhledem k mifzovym vektorum R fcc miizky). Pseudopo-

tencidl Upseudo budeme povazovat za soucet piispévku od jednotlivych atomt, jeho vyjadieni
t)

pseudo

(at) T iG-d G -d G-
PSQUdO E : E : seudo - § :U e’ 1+el 2 €' riz :UGe

R n=12

pomoci Fourierovych komponent Ug atomového pseudopotencialu U." (a je pak tvaru

kde G probihé vektory reciproké miizky. Piispévky od atomu jsou pfiblizné isotropni, Ugt) tak
zavisi pouze na G = |G|. Strukturni faktor v hranaté zavorce zpusobi, ze piispévky od casti G
vypadnou. Pro vypocet pouzijte hodnoty

UG = 2Z4/3) = =1.525eV , UR(G = Z8) =0.376eV , U™(G = ZV/11) = 0.493eV .

Vyjddifme-li Blochovu vlnu elektronu sifictho se krystalem ve tvaru Ug(r) = >, Ug ekt
vede Teseni jednocdsticové Schodingerovy rovnice s potencidlem Upgendo Na vlastni problém

hZ

2m

—(k+QG) \I/G+ZUG Ve = BV .

Jeho tesenim vypoctéte pasovou strukturu podél konvenéni cesty ' = X — W — L —T' — K.
P#i numerickém teSeni je pfirozené nutné soubor zapojenych vektoru reciproké mtizky vhodné
omezit, napt. podminkou |G| < Gax-

7 Soustavy nelinearnich rovnic

7.1 Epicentrum zemétieseni

Na nésledujicim obrézku jsou zaznamy ze seismografu tii pozorovacich stanic, které zachytily
silné otresy. Na zaznamu je vidét projevy nékolika druhu vin odlisujicich se hloubkou §iteni pod
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zemskym povrchem. Omezime se na povrchové L-viny a pro jednoduchost budeme piredpokladat,
ze se $it1 konstatni rychlosti ve vsech smérech stejnou. Ze znalosti zemépisnych poloh pozorovacich
stanic a ¢asu prichodu L-vln odectenych z obrazku uréete polohu epicentra zemétieseni a rychlost
siteni povrchovych vin.

Oor
= 1000 \" . PALMER.ALASKA

2 TRAVEL-TIME CURVES
o 2000

= ‘ = GOLDEN, COLORADO

CE, IN MILES FROM
[ o g
§ g ¢ 8

= Qhint record
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%'

I L 1 I

1 L
0 S 10 I5 20 25 30 35 40 4% S0 55 6O
TIME.IN MINUTES

Ptevzato z Earthquake Information Bulletin. Vol. 2, No. 5, September - October, 1970

Pomucka: Na uvedenych vzdalenostech jiz nelze zanedbat kiivost zemského povrchu a musime
uzit sférickou geometrii. Oznacime-li 6 zemépisnou sitku (pozor, poc¢itd se od rovniku) a ¢
zemépisnou délku, pak vzdalenost dvou mist na povrchu koule s polomérem R = 6371 km
spo¢teme pomoci vztahu

L = Rarccos [cos 01 cos Oy cos(p1 — p2) + sin 6y sin ] .

7.2 Pavoukova retézovka

Na pavoukovo vldkno upevnéné mezi dvéma body o soufadnicich (0,0) a (L,0) usedly kapky
rosy. Kazda z nich ma stejnou hmotnost m a rozdéluji vlakno na N stejnych tseku délky [.
Najdéte rovnovaznou polohu vldkna s kapkami. Pro jednoduchost nahradte kapky hmotnymi
body. Prozkoumejte tvary provéseného vlakna pro ruzné hodnoty Nl = Ly > L. V limité N — oo
pii konstantnim Ly se bude numerické feseni blizit kiivce y(x) = Alcosh B(z—L/2)—cosh BL/2],
kde A, B jsou parametry dané pomérem Lg/L. Toto analytické feseni ilohy o provéseném lanu
poprvé nalezli roku 1691 Gottfried Leibniz, Christiaan Huygens a Johann Bernoulli.
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8 Obycejné diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami

8.1 Kvantova jama

Metodou koneénych diferenci vyteste staciondrni Schrodingerovu rovnici s jednorozmérnym po-

tencidlem ) o
1 1
V@%:ZQAQ—D(——————)

m 2 cosh?ax

na intervalu [—L, L] s dostatecné velkym L. Najdéte prvnich nékolik vézanych stavu v jame.
V tomto piipadé lze okrajové podminky zjednodusit na W(£L) = 0. Porovnejte ziskané energie

s exaktnim feSenim
P ha? [)\(A —1)

2

2m

—(A—1- n)Q] :
8.2 Buben

Kmitani blany bubnu lze ptiblizné popsat vinovou rovnici vyjadfenou v polarnich soutradnicich

10 ou 1 0%u 1 0%u
- r— - =
ror \ Or r20p? 2 ot?

s okrajovou podminkou u(r = R, ¢) = 0, kde R je polomér bubnu. Polozte ¢ = 1, R = 1 a najdéte
kmitové médy blany. Hledejte je v separovaném tvaru u(r,¢) = V(r)®(¢) a rovnici pro ®(¢p)
vyteste analyticky:.

9 Parcialni diferencialni rovnice

9.1 Elektrostatické pole kondenzatoru e

Resenim Laplaceovy rovnice s vhodnymi okrajovymi podminkami najdéte rozlozeni potencidlu
v deskovém kondenzatoru. Pro jednoduchost uvazujte o kondenzatoru, jehoz desky jsou v jednom
sméru dlouhé natolik, ze se problém stava dvourozmérnym. Vysledné pole muzete znézornit
soustavou ekvipotencialnich ¢ar nebo silocar elektrického pole. Prozkoumejte zavislost na poméru
sitky kondenzatoru a vzdalenosti desek.

9.2 Elektrostaticka ¢cocka

Resenfm Laplaceovy rovnice s vhodnymi okrajovymi podminkami najdéte rozlozeni potencidlu
v elektrostatické ¢occe nacrtnuté nize. Jedna dvojice desek mé potencidl —U/2, druhd dvojice
+U/2. Ve sméru kolmém na rovinu obrazku jsou desky cocky dlouhé natolik, ze se problém stavé
dvourozmérnym. Celd ¢ocka je umisténa v obdélnikové nadobé, na sténach nadoby pozadujeme
nulovost slozky elektrického pole ve sméru normaly (tyto okrajové podminky odpovidaji po-
tencidlové vané z praktika). Vysledné pole znézornéte soustavou ekvipotencidlnich car.
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9.3 Sifeni tepla pii pfipravé pokrmi

(a) Pés vepiového sadla o tloustce L = 2 cm a pocétecni teploté 5°C je ponotfen do vody teplé
60°C. Tepelnd vodivost sadla je asi o = 107 m?s~!. Jak dlouho potrvé, nez se stied pasu ohieje
na teplotu 55°C?

(b) Steak o teploté T'(x,0) = 8°C a tloustce L = 3 cm je polozen na pdnev udrzovanou na
teploté 250°C. Tepelna vodivost masa je asi @ = 3 x 107" m?s~. Vodorovné rozméry steaku jsou
dostatecné na to, abychom pfi popisu sifeni tepla mohli zanedbat okraje, horni stranu steaku
lze povazovat za tepelné izolovanou. Vypoctéte casovou zavislost rozlozeni teploty. Za jak dlouho
bude steak dobfe propeceny, tj. jeho vnitini teplota dosdhne alespon 65°C?

9.4 Vareni vejce

Sférické homogenni vejce je ponoteno do vaiici vody s konstantni teplotou Ty 04, = 100°C. Cilem
je stanovit, jak dlouho potrva, nez bude vejce dukladné uvareno. Abychom dosahli koagulace
zloutku a téz zahubili bakterie salmonely, musi byt vyslednad teplota ve stredu vejce 80°C.
Uzijeme nésledujici charakteristiky vejce: mérnd tepelnd kapacita ¢ = 3.7 J g=! K71, hustota
p = 1.038 g cm™3, tepelnd vodivost kK = 5.4 x 1073 W ecm ™! K=, polomér R dany hmotnosti M.
Ve sféricky symetrickém piipadé fesime parcialni diferencidlni rovnici

10 (L0 _ ot
r2 Or or ] Kk Ot

s okrajovou podminkou T(R) = Tyoqa. Prozkoumejte zavislost potfebného ¢asu na hmotnosti
vejce M = 53 —"T3g (stfedni a velka vejce) a pocatecni teploté Ty = 4—21°C (teplota v chladnicce
az pokojova teplota). Pro vybrany piipad zndzornéte casovy prubéh teplotniho profilu a tepelného
toku.

9.5 Elektroforéza

Elektroforéza je metoda separace ruznych typu iontu na zakladé jejich odlisné pohyblivosti v elek-
trickém poli. Uvazujme pro jednoduchost o jednorozmérném piipadu, kdy Fickuv zakon difize
nabyva tvaru

j:—Da—n—I—Vn,
ox

kde D je diftzni koeficient a V = puFE' je konstanta obsahujici pohyblivost iontu p a intenzitu E
pusobiciho elektrického pole. Po dosazeni do rovnice kontinuity 0j/0x + dn/0t = 0 dostaneme
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parcidlni diferencidlni rovnici popisujici ¢asovy vyvoj koncentraéniho profilu n(z,t)

on 0%n on
ot Poz Vor

Za ptredpokladu gaussovského profilu pocatecni koncentrace v ¢ase t = 0,
n(z,t =0) = exp(—2?/20?%) ,

simulujte difizi pro ruzné hodnoty D, V a o.

9.6 Tunelovy jev

Implementujte Crankovo—Nicholsonovo schéma pro feSeni nestacionarni Schrodingerovy rovnice
v jednorozmérném piipadé

) R* d?
th—yY(z,t) = |———+V(x x,t) .
o) = |~ + V(@) 0 )
Najdéte casovy prubéh vlnové funkce a hustoty pravdépodobnosti v situaci, kdy gaussovsky
vinovy balik se stfedni energii £ = 0.5 eV a prostorovou sitkou 0 = 2 nm dopada na pravouhlou
bariéru o sitce a = 0.5nm a vysce Vy = 1eV. Pro kontrolu muzete pouzit vyraz pro pravdépodob-
nost pruchodu bariérou

P = ! ke ko YEmE o vem(h-E)

Y LN R " "
4 k; S11 R

K

Pomér ploch vymezenych |1|? odrazeného a proglého baliku by mél priblizné ¢init (1 — P)/P.
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