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1. Madelungova konstanta NaCl

Při určováńı vazebné energie iontového krystalu, jako je třeba krystal
NaCl z obrázku napravo,1 si můžeme zjednodušeně představit, že
ionty nesou efektivńı náboje Qi (i je index iontu) a interaguj́ı spolu
coulombovskou interakćı. Vazebnou energii pak lze vyjádřit vztahem
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,

kde Qi a Qj jsou náboje nesené ionty i a j a rij je jejich vzájemná
vzdálenost. Pro př́ıpad krystalu NaCl jsou náboje iont̊u rovny +Q
pro Na+ a −Q pro Cl− a krystalová mř́ıžka se vyznačuje pravidelným
stř́ıdáńım kladných a záporných iont̊u. S přihlédnut́ım k tomu, že
všechny ionty v nekonečné mř́ıžce maj́ı stejné okoĺı, lze vazebnou
energii vztaženou na jeden iont vypoč́ıtat jako
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M , kde M =
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Veličina a je vzdálenost nejbližš́ıch soused̊u a při sumaci vynecháváme př́ıspěvek s (n1, n2, n3) = (0, 0, 0),
který by odpov́ıdal interakci iontu se sebou samým. Konstanta M určená uspořádáńım mř́ıžky se nazývá
Madelungovou konstantou na počest německého fyzika Erwina Madelunga, který ji zavedl.

1. Vaš́ım prvńım úkolem bude numerické vyč́ısleńı Madelungovy konstanty př́ımou sumaćı. Mohlo by
se zdát, že je to snadný úkol, suma pro M je ovšem v d̊usledku pomalého poklesu coulombovského
potenciálu se vzdálenost́ı jen podmı́něně konvergentńı a úspěch záviśı na zp̊usobu sč́ıtáńı. Konvergence,
byt’ pomalé, lze doćılit, pokud sč́ıtáme přes krychlové oblasti se středem v (0, 0, 0) a tyto oblasti postupně
zvětšujeme. Formálně zapsáno bude hodnota Madelungovy konstanty rovna limitě výrazu
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pro N jdoućı do nekonečna. Při sč́ıtáńı muśıme samozřejmě vynechat př́ıspěvek s (n1, n2, n3) = (0, 0, 0).
Vypočtěte hodnoty MN pro N = 1, 2, 3, . . . , 50 a vykreslete závislost MN na N do grafu. Můžete zkusit
odhadnout, k jaké hodnotě M źıskaná posloupnost konverguje.

2. Madelungova konstanta pro strukturu NaCl se dá mnohem efektivněji vyč́ıslit pomoćı vztahu
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∞∑
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∞∑
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źıskaného poměrně komplikovaným postupem využ́ıvaj́ıćım Mellinovu integrálńı transformaci. Vyč́ıslete
M s využit́ım uvedeného vztahu, ve kterém omeźıte sumace přes k i l do předepsaného N . Opět vy-
kreslete závislost přibližné hodnoty M na N pro hodnoty N pokrývaj́ıćı 1, 2, 3, . . . , 50 a porovnejte tuto
závislost s výsledkem prvńıho bodu.

1Obrázek je převzatý z https://commons.wikimedia.org/wiki/Crystal



2. Pr̊ulet mrakem

V této úloze vyšetř́ıte srážky mezi objektem sférického tvaru a mrakem částic, kterým objekt prolétá. Pro
jednoduchost budeme uvažovat jen o dvourozměrné situaci a nezahrneme vzájemné silové p̊usobeńı, ob-
jekt i částice se tedy budou pohybovat rovnoměrně a př́ımočaře v rovině xy, jak je naznačeno v obrázku.
Polohy a rychlosti částic mraku jsou obsaženy v souboru particles.txt. Jeho pět sloupc̊u obsahuje
popořadě index částice i, jej́ı souřadnice xi, yi a složky rychlosti vxi a vyi, vše v okamžiku t = 0. Načtěte
tento soubor a vyhodnot’te, které částice se v budoucnu sraźı s objektem s poloměrem R, který se v čase
t = 0 nacháźı v poloze (x, y) = L(cosφ, sinφ) a má rychlost (vx, vy) = −v(cosφ, sinφ). Vstupńımi údaji
pro váš program tedy budou – kromě obsahu souboru particles.txt – ještě hodnoty R, L, v a φ
(otestováńı provedeme s R = 0.2, L = 2, v = 2 a φ = 0). Pro posouzeńı možnosti srážky použijeme
následuj́ıćı snadno odvoditelné pomocné vztahy:

Dva rovnoměrně př́ımočaře se pohybuj́ıćı objekty A a B, které maj́ı v čase t = 0 počátečńı polohy rA
a rB a rychlosti vA a vB, jsou si nejbĺıže (to jest maj́ı nejmenš́ı vzájemnou vzdálenost) v čase

tmin = −∆r ·∆v

(∆v)2

a maj́ı přitom vzdálenost

dmin =

√
(∆r)2 − (∆r ·∆v)2

(∆v)2
.

Ve vztaźıch bylo užito zkráceného značeńı ∆r = rA − rB, ∆v = vA − vB. Druhá mocnina vektoru
odpov́ıdá skalárńımu součinu vektoru se sebou samým, např. (∆v)2 = ∆v ·∆v.

Aplikaćı výše uvedených vztah̊u s ∆r = (xi − L cosφ, yi − L sinφ) a ∆v = (vxi + v cosφ, vyi + v sinφ)
určete pro jednotlivé částice tmin a dmin. Předpokládejme, že částice mraku maj́ı zanedbatelné rozměry
a k jejich srážce s objektem tak dojde, pokud je př́ıslušná hodnota dmin menš́ı nebo rovna poloměru R.
Započ́ıtáváme přitom jen srážky následuj́ıćı po t = 0, to jest př́ıslušné tmin muśı být kladné. Výstupem
programu bude počet částic, které se s objektem za uvedených podmı́nek sraźı. Nepovinně se můžete
pokusit i o grafické znázorněńı mraku v t = 0 s vyznačeńım částic, které čeká srážka s objektem.
Vzhledem k velkému množstv́ı částic je vhodné např́ıklad barevné odlǐseńı jako v obrázku.
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