
F6150 Pokročilé numerické metody – zadáńı úloh

1. Rotace galaxie

Rozložeńı zářivé hmoty v naš́ı galaxii je dle odhadu popsaného v článku M. Weber a W.
De Boer, Astronomy & Astrophysics 509, A25 (2010) přibližně vystiženo hustotou
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přičemž středová výdut’ je dána parametry ρb = 15 M⊙ pc−3, rb = 0.6 kpc, zb = 0.37 kpc
a galaktický disk parametry ρd = 2.7 M⊙ pc−3, rd = 2.3 kpc, zd = 0.32 kpc. Řešeńım
Poissonovy rovnice pro gravitačńı potenciál

∇2φ = 4πGρ

najděte gravitačńı silové pole p̊usob́ıćı v galaxii. Za předpokladu, že tvar galaxie je stabilńı,
určete rychlost otáčeńı jednotlivých část́ı galaxie. Srovnáńım se skutečnou rotačńı křivkou
bylo ve zmiňovaném článku odhadnuto rozložeńı temné hmoty.
Při řešeńı Poissonovy rovnice použijte diskrétńı Fourierovu transformaci a periodické okra-
jové podmı́nky. Dlouhovlnnou singularitu je třeba vhodně ošetřit.

2. Difrakčńı jevy v teleskopu

Pomoćı diskrétńı Fourierovy transformace nalezněte zdánlivý obraz bodového zdroje po-
zorovaný dalekohledem. Předpokládáme, že dalekohled je osvětlen rovinnou monochroma-
tickou vlnou ze vzdáleného zdroje postupuj́ıćı ve směru osy z totožné s osou dalekohledu.
Poṕı̌seme-li propustnost vstupńı části tubusu dalekohledu funkćı T (x, y), źıskáme difrakčńı
obrazec Fourierovou transformaćı

I =

∣∣∣∣∫∫ T (x, y) e−i(kxx+kyy) dx dy

∣∣∣∣2 ,

kde kx,y jsou složky vlnového vektoru difraktovaných foton̊u. Zdánlivý obraz nejsnadněji
zachyt́ıme jako intenzitu závislou na odchylkách ϕx,y od osy z. Porovnejte nejprve př́ıpad
prostého kruhového otvoru se známým analytickým řešeńım. Poté přidejte kruhovou překážku
představuj́ıćı sekundárńı zrcadlo a prozkoumejte vliv jej́ıho poloměru. Realistický difrakčńı
obrazec źıskáme zakomponováńım čtyřramenného a trojramenného držáku sekundárńıho
zrcadla, popř́ıpadě trojramenného držáku s polokruhovými rameny.
Poč́ıtejte pro vlnovou délku λ = 500nm a pr̊uměr vstupńıho otvoru v deśıtkách centimetr̊u.
Relevantńı jednotkou pro odchylky ϕx,y je pak úhlová vteřina.
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3. Výpočet
√
2 s libovolnou přesnost́ı

Diskrétńı Fourierovu transformaci lze překvapivě využ́ıt i k výpočt̊um s libovolnou přesnost́ı.
Představ́ıme-li si totiž dvě č́ısla v dekadickém zápisu
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kde an, bn ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} jsou č́ıslice zápisu, lze násobeńı těchto č́ısel chápat jako diskrétńı
konvoluci
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snadno vyč́ıslitelnou právě diskrétńı Fourierovou transformaćı. Jako ukázku možnost́ı to-
hoto postupu vypočtěte hodnotu

√
2 na 4000 platných mı́st (jedna strana strojopisu).

Využijte přitom iteračńı formuli
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která konverguje k
√
2 − 1. Vyšetřete rychlost konvergence a porovnejte s analytickým

odhadem.

4. Kvazikrystal

Kvazikrystaly objevené v roce 1982 izraelským fyzikem Danielem Šechtmanem jsou ma-
teriály s pravidelnou strukturou, která ovšem neńı periodická jako u obyčejných krystal̊u.
Jejich objev donutil IUCr změnit oficiálńı definici krystalu na současnou podobu: Krys-
tal je jakákoli pevná látka, jej́ıž difrakčńı diagram je bodový. Př́ıklad kvazikrystalu a jeho
konstrukce je na obrázku. Osad’te kvazikrystal vhodnými atomy (např. gaussovskými ṕıky)
a proved’te Fourierovu transformaci vzniklé hustoty. Totéž proved’te pro hexagonálńı mř́ıžku
a výsledky srovnejte.
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5. Thomson̊uv problém

Britský fyzik J. J. Thomson, objevitel elektronu, zformuloval v kontextu svého pudinkového
modelu atomu následuj́ıćı úlohu: Na povrchu koule s jednotkovým poloměrem je rozmı́stěno
N stejných bodových náboj̊u, které se mohou po povrchu volně pohybovat. Úkolem je nalézt
jejich rovnovážnou konfiguraci minimalizaćı elektrostatické energie vzájemného odpuzováńı.
Řešte tento problém numericky s využit́ım metod globálńı optimalizace. Najděte všechny
rovnovážné konfigurace pro malá N ≤ 24 a pokuste se źıskat i konfigurace pro větš́ı N = 32
a N = 72. Referenčńı hodnoty energie pro ověřeńı správnosti minimalizace lze naj́ıt na
Wikipedii - https://en.wikipedia.org/wiki/Thomson problem.

6. Frekvence srážek molekul plynu

Uvažujme o plynu molekul s koncentraćı n, jejichž rychlosti maj́ı Maxwellovo rozděleńı.
Za předpokladu, že srážky molekul v plynu můžeme popisovat jako srážky tuhých kouĺı
s pr̊uměrem d, lze pro frekvenci srážek v jednotce objemu plynu odvodit výraz
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Metodou Monte-Carlo vypočtěte bezrozměrnou konstantu

Z

n2πd2c0
,

v ńıž c0 =
√

3kBT/m znač́ı středńı kvadratickou rychlost molekul plynu, a porovnejte sv̊uj

výsledek źıskaný s r̊uzným počtem vyč́ısleńı integrandu s přesnou hodnotou 2/
√
3π. Při

výpočtu je výhodné převést integrál do bezrozměrných veličin ũ = u
√
m/kBT atd.
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