F6150 Pokrocilé numerické metody — zadani uloh

1. Rotace galaxie

Rozlozeni zatrivé hmoty v nasi galaxii je dle odhadu popsaného v ¢lanku M. Weber a W.
De Boer, Astronomy & Astrophysics 509, A25 (2010) ptiblizné vystizeno hustotou
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pficemz stiedovd vyduf je ddna parametry p, = 15 Mg pc=3, 1, = 0.6 kpc, 2, = 0.37 kpe
a galakticky disk parametry pg = 2.7 Mg pc™3, ry = 2.3 kpc, zg = 0.32 kpc. ReSenim
Poissonovy rovnice pro gravita¢ni potencial

V2o = 47Gp

najdéte gravitacni silové pole pusobici v galaxii. Za predpokladu, ze tvar galaxie je stabilni,
urcete rychlost otaceni jednotlivych ¢asti galaxie. Srovnanim se skute¢nou rotacéni kiivkou
bylo ve zminovaném clanku odhadnuto rozlozeni temné hmoty.

Pii feseni Poissonovy rovnice pouzijte diskrétni Fourierovu transformaci a periodické okra-
jové podminky. Dlouhovinnou singularitu je tfeba vhodné osSetfit.

2. Difrakéni jevy v teleskopu

Pomoci diskrétni Fourierovy transformace naleznéte zdanlivy obraz bodového zdroje po-
zorovany dalekohledem. Predpoklddame, ze dalekohled je osvétlen rovinnou monochroma-
tickou vlnou ze vzdaleného zdroje postupujici ve sméru osy z totozné s osou dalekohledu.
Popiseme-li propustnost vstupni ¢asti tubusu dalekohledu funkei T'(z, y), ziskdme difrakéni
obrazec Fourierovou transformaci
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kde k,, jsou slozky vlnového vektoru difraktovanych fotonu. Zdanlivy obraz nejsnadnéji
zachytime jako intenzitu zavislou na odchylkach ¢, , od osy z. Porovnejte nejprve piipad
prostého kruhového otvoru se znamym analytickym fesenim. Poté pridejte kruhovou prekazku
predstavujici sekundarni zrcadlo a prozkoumejte vliv jejtho poloméru. Realisticky difrakéni
obrazec ziskdme zakomponovanim ¢tyframenného a trojramenného drzaku sekundérniho
zrcadla, popiipadé trojramenného drzaku s polokruhovymi rameny.

Pocitejte pro vinovou délku A = 500nm a prumeér vstupniho otvoru v desitkach centimetri.
Relevantni jednotkou pro odchylky ¢, , je pak thlové vtefina.
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3. Vypoéet /2 s libovolnou piesnosti

Diskrétni Fourierovu transformaci lze prekvapivé vyuzit i k vypoétum s libovolnou presnosti.
Predstavime-li si totiz dvé cisla v dekadickém zapisu

A=Y a,10", B= ) b,10",
kde ay,, b, € {0,1,2,...,9} jsou ¢islice zdpisu, lze nasobeni téchto ¢isel chépat jako diskrétni
konvoluci
AB= > [ > anmbm] 10",

snadno vycislitelnou pravé diskrétni Fourierovou transformaci. Jako ukazku moznosti to-
hoto postupu vypoctéte hodnotu v/2 na 4000 platnych mist (jedna strana strojopisu).
Vyuzijte pritom iteracni formuli

Tp41 = 5(1 - :L‘i) )

kterd konverguje k v/2 — 1. Vysetfete rychlost konvergence a porovnejte s analytickym
odhadem.

4. Kvazikrystal

Kvazikrystaly objevené v roce 1982 izraelskym fyzikem Danielem Sechtmanem jsou ma-
teridly s pravidelnou strukturou, kterd ovSem neni periodickd jako u obycejnych krystalu.
Jejich objev donutil IUCr zménit oficidlni definici krystalu na soucasnou podobu: Krys-
tal je jakakoli pevna latka, jejiz difrakéni diagram je bodovy. Priklad kvazikrystalu a jeho
konstrukee je na obrdzku. Osad'te kvazikrystal vhodnymi atomy (napi. gaussovskymi piky)
a proved te Fourierovu transformaci vzniklé hustoty. Totéz proved'te pro hexagonalni mifzku
a vysledky srovnejte.
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5. Thomsoniv problém

Britsky fyzik J. J. Thomson, objevitel elektronu, zformuloval v kontextu svého pudinkového
modelu atomu nasledujici ilohu: Na povrchu koule s jednotkovym polomérem je rozmisténo
N stejnych bodovych naboju, které se mohou po povrchu volné pohybovat. Ukolem je nalézt
jejich rovnovaznou konfiguraci minimalizaci elektrostatické energie vzajemného odpuzovani.
Reste tento problém numericky s vyuzitim metod globaln{ optimalizace. Najdéte viechny
rovnovazné konfigurace pro mala N < 24 a pokuste se ziskat i konfigurace pro vétsi N = 32
a N = 72. Referen¢ni hodnoty energie pro ovéfeni spravnosti minimalizace 1ze najit na
Wikipedii - https://en.wikipedia.org/wiki/Thomson_problem.

6. Frekvence srazek molekul plynu

Uvazujme o plynu molekul s koncentraci n, jejichz rychlosti maji Maxwellovo rozdéleni.
Za predpokladu, ze srazky molekul v plynu muzeme popisovat jako srazky tuhych kouli
s prumérem d, lze pro frekvenci srazek v jednotce objemu plynu odvodit vyraz
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Metodou Monte-Carlo vypoctéte bezrozmérnou konstantu
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Vv niz cg = \/3kpT /m znadi stiedni kvadratickou rychlost molekul plynu, a porovnejte svij
vysledek ziskany s ruznym poétem vyéisleni integrandu s presnou hodnotou 2/+/3w. Pii
vypoétu je vyhodné prevést integral do bezrozmérnych veli¢in @ = u /m/kgT atd.



