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Kapitola 6

Linearita v aplikacich aneb
linearni algebra do tretice

Potfeti, a v tomto dilu naposledy, se vracime k linearni algebfe. Spojime-li nasledujici poznatky
se znalostmi z pfedchozich dvou kapitol o linearni algebfe, budeme moci fici, Ze jsme se seznamili
se zaklady této matematické discipliny. NaSe setkavani s ni tim vSak zdaleka nekonci. Kazdy,
kdo se bude zabyvat fyzikou, at jiz teoretickou nebo experimentalni, a zejména pak jejimi
praktickymi aplikacemi v inzenyrstvi, pristrojové technice, medicinskych oborech vyzadujicich
znalost fyziky, apod., bude potiebovat linedrni algebru neustale. V této kapitole obohatime
nas dosavadni vektorovy prostor o dalsi vybavu — skalarni soucin, se kterou se jesté jednou
vratime k problému projekci, tentokrat v geometricky nazornéjsi podobé. A nakonec si vSim-
neme linearnich operatort, které vici skalarnimu souc¢inu splnuji jisté ,,zdkony zachovani“. Tyto
specialni vlastnosti, kterymi vétsinou oplyvaji fyzikalni ,operatorové“ velic¢iny, zajisti existenci
béaze tvorené vlastnimi vektory kazdého takového operatoru.

6.1 Skalarni soucin — nadstandardni vybava vektorového
prostoru

Se skalarnim soucinem vektort jsme se jiz setkali, vzpominate? V kazdém piipadé se o tom
muzete presvédcit nalistovanim odstavce 1.4.3. Situace, jiz jsme se tehdy zabyvali, byla vSak
velmi specialni. Pracovali jsme s vazanymi vektory definovanymi jako orientované tsecky v troj-
rozmérném euklidovském prostoru, které jsme sc¢itali a nasobili skalarem pomoci jednoduchych
geometrickych definic — grafického sc¢itani orientovanych tsecek a jejich nasobeni ¢islem, také
v podstaté grafického. Volné vektory pak byly mnozinami ekvivalentnich (tj. stejné dlouhych
a stejné orientovanych) usecek, operace séitani a nésobeni skaldrem byly pfirozenym zptiso-
bem zobecnény i na volné vektory. Prostor takovych vektorti samoziejmé spliioval vsechny
pozadavky obecné algebraické definice vektorového prostoru. Obsahoval vsak i néco navic —
moznost méfeni délek vektorti a tthli mezi nimi, vyplyvajici z pouziti euklidovského prostoru
pro vytvoreni konkrétni geometrické predstavy o vektorech. Pomoci délek vektorti a thlu mezi
nimi jsme pak definovali skalarni soucin vektori a zjistili jsme, jaké ma tato operace vlastnosti.
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V tomto odstavci definici skalarniho souc¢inu vektorii formulujeme algebraicky a zobecnime ji
na libovolny vektorovy prostor.

6.1.1 Skalarni soucin a jeho reprezentace v bazich

Zopakujme si definici (1.32) skaldrniho soudinu vektort z odstavce 1.4.3, v némz jsme jako s
vektory pracovali s mnozinami orientovanych tusecek. Podstatné bylo, ze skalarni soucin pfi-
fazoval uspotadané dvojici vektorti ¢islo. V daném konkrétnim ptipadé bylo toto ¢islo urceno
jako soucin velikosti obou vektorti a kosinu thlu, ktery sviraly, t;.

Vs x Vg 5 [, 0] — av = |uf[d]cosp, ¢ =5 (4,7) € R.

Zékladnimi vlastnostmi takto definovaného skalarniho soucinu vektorti byly komutativita, li-
nearita a pozitivni definitnost:

uv = v,
(kU)v = u(kv) = k(uv), (6.1)
(U + W) = UU + U,
uu > 0, rovnost & U =0.

Pokud jsme zapsali vektory @ a ¢/ ve slozkach v bazi (€1, €, €3) navzajem kolmych jednotkovych
vektort, tj. v ortonormdalni bdzi, zjistili jsme, ze skalarni soucin vektori @ = uq € +ug €5+us €3 a
U = vy €1+ vy €s+v3 €3 (v prvnim dilu jesté s dolnimi indexy u slozek), mizeme vyjadfit ve tvaru
(1.34), tj. 40 = uq v1 +ug V2 +us v3. Pokusme se najit riizné zobrazeni z tymiz vlastnostmi, aniz
bychom se omezovali néjakou zcela urcitou predstavou o vektorech jako konkrétnich objektech.
Nebudeme tedy trvat na tom, ze vektory jsou zrovna orientované tsecky.

Priklad 6.1: Skalarni soucin usporadanych n-tic

V piikladu 4.20 jsme vidéli, ze usporadané n-tice komplexnich ¢isel vytvoii vektorovy prostor, definujeme-
li jejich séitani a nasobeni ¢islem ,po slozkach“, tj. (al, a2, ..., a") + (B, 8%, ..., ") = (a! + B, a? +
+ 6% .., a4+ "), v (ol o L. an) = (yal, ya?, ..., ya™). Na této skutecnosti se nic nezméni, budeme-li
pracovat pouze s redlnymi Cisly. Ziskame tak vektorovy prostor dimenze n nad polem realnych ¢isel. Pritadime-li
nyni libovolné dvojici n-tic realnych é&isel (o) = (at, o2, ..., a™) a (B) = (B, B2, ..., B") &islo

[(@). (8)] — (@), (B)) = a'B' +a®B° + - +a"p",

snadno zjistime, Ze toto zobrazeni mé vSechny ¢tyfi vlastnosti skalarniho soucinu, které jsme objevili u oriento-

vanych tsecek.
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Skalarni soucin jsme v pfikladu 6.1 oznadili symbolem ( , ), ktery budeme pouZzivat i dale.
Priklad 6.2: Skalarni souc¢in matic typu m/n

Také matice typu m/n s operacemi séitani a ndsobeni skaldrem tvoii vektorovy prostor (viz piiklad 4.21).
Jeho dimenze je mn. Uvazujme o tomto vektorovém prostoru v ptipadé, ze polem skalarti je mnozina realnych
¢isel. Prifadime-li dvojici matic A = (a)) a B = (4]),1<i<m, 1<j <n, dslo

M(m/n) x M(m/n)>[A,B] — (A,B) = Zzagﬂg R,
i=1j=1
nebo tieba

M(n/n) x M(n/n) > [A,B] — (A,B) = Zn:aﬁﬁf €R,

zjistime v obou pripadech, Ze takové zobrazeni méa opét ¢tyfi vlastnosti skalarniho soucinu orientovanych tisecek.

Priklad 6.3: Skalarni souc¢in polynomt

Také polynomy lze séitat a nasobit ¢islem. Uvazujme o mnoZiné P[n] polynomt jedné proménné stupné
nejvyse n s redlnymi koeficienty. Kazdy z nich lze zapsat ve tvaru

P(z) = po + p17 + p2x® + -+ + ppa”.

S operaci séitani polynomi a nasobeni polynomu realnym ¢islem se tato mnozina stava vektorovym prostorem
nad polem realnych ¢isel. Oznacime-li

er(x) =1, es(x) =2, ..., ep1(x) =2, ..., epy1(x) = 2",
mizeme kazdy polynom zapsat ve tvaru linedrni kombinace P(x) = poei(z) + p1ea(z) + -+ + pnent1(2).
Vektorovy prostor polynomi je tedy (n+ 1)-rozmérny. Kazdy polynom je uréen souborem (n+ 1) éisel — slozek
v bazi (e1(x), ea(x), ..., epy1(x)). Piifadime-li dvojici polynomt P(z) = pg + p1x + -+ + ppa™ a Q(z) = qo +
+qx+ -+ qpx™ Cislo
Pln] x Pln| 3 [P(2), Q(z)] — (P(z),Q(x)) = pogo + p1q1 + -+ pngn € R,

opét snadno provérime vlastnosti (6.1).

Priklad 6.4: Skalarni soucin polynomu jinak
Pro polynomy z piedchoziho piikladu zavedme nésledujici operaci: Dvojici polynomt P(x) a Q(z) pfifadime
Cislo

P[] x Pln] > [P(2), Qz)] — (P(x),Q(z)) = / P(2)Q(x) dz € R.
0

I tentokrat jsou splnény vlastnosti (6.1).

Pozn.: Nepozastavujte se nad tim, ze indexy slozek jsou nyni dole. U zapisu polynomt je to obvyklé. Navic je

indexovani slozek standardné posunuto vici indexovani prvki baze.
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Priklad 6.5: Skalarni soucin polynomi jesté jinak

Uvazujme ted o polynomech trochu obecné&ji. Opét necht jsou stupné nejvyse n, pfipustme vsak u nich kom-
plexni koeficienty. MnoZina takovych polynomi s obvyklymi operacemi s¢itani polynomu a nésobeni polynomu
komplexnim ¢islem je opét vektorovym prostorem dimenze n+ 1 (tentokrat véak nad polem komplexnich éisel).
Zavedme pro né operaci, kterd bude dvojici polynomt P(x) a Q(x) pfifazovat (komplexni) ¢islo

P[n] x P[n] 3 [P(2), Q(z)] — (P(z),Q(z)) = /P(I)Q(af) dz,
0

stejné jako tomu bylo v piikladu 6.4 (pfi integraci zachdzime s imaginarni jednotkou jako s konstantou). Zkusme
nyni provéfit vlastnosti (6.1),

(P(x),Q(x)) = / P(2)Q(x) dz = (Q(x), P(x)),
0

(Pi(2) + Pa(x). Q(x)) = / [P(z) + Po(2)]Q(x) da =
0

1

=/P1($)Q(33) dx+/P2(ﬂf)Q(fC) dz = (P1(2), Q(z)) + (P2(x), Q(x)),
0

0

(aP(z),Q(z)) = /OzP(SU)Q(fE) dz = (P(x), aQ(x)) = a(P(x), Q(z)),
0

(P(z),P(z)) = /[P(a:)}2 dz = komplexni ¢islo.
0

Vida, prvni tfi ze vztahit (6.1) jsou opét splnény, étvrty vSak nikoliv, nebot i pro P(z) = Q(x) je vysledkem
operace obecné komplexni ¢islo a komplexni ¢isla nelze porovnavat. MuZeme se pokusit definici operace opravit
tak, abychom platnosti ¢tvrtého vztahu docilili. Tteba takto:

P[n] x P[n] 3 [P(z), Q(z)] — (P(z),Q(x)) = /P*(m)Q(w) dz.

Ted vsak zase zjistime, Ze neplati prvni vztah. Skuteéné,

(P(x),Q(x)) = / P*(2)Q(x) dz = / Q" (@) P(a)]" dz = (Q(x), P(x))".
0

Je vidét, ze druha definice operace sice porusuje vlastnost komutativity, ale ,ne prilis“. Sta¢i provést operaci
komplexniho sdruZeni a nesrovnalost je napravena. Zato prvni definice se neshoduje se ¢tvrtym vztahem velmi

vyrazné. Neshoda se neda napravit néjakou jeho snadnou modifikaci.
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A tak bychom mohli dal vymyslet. Vratme se vSak k piikladtum vektorovych prostori nad
realnymi Cisly. Jsou v né¢em odlisné a v né¢em shodné. Shoduji se v tom, Ze jejich objekty jsou
vzdy prvky n-rozmérného vektorového prostoru. Odlisuji se konkrétnimi objekty (jednou jde
o orientované tsecky, jindy o n-tice ¢isel, pak zase o matice ¢i polynomy) a konkrétni definici
operace, ktera dvéma vektortim prifazuje ¢islo. Co vSak je opét spolecné, jsou vlastnosti této
operace, popsané vztahy (6.1). O tuto shodu se opfeme pii formulaci obecné definice skaldrniho
souc¢inu. Nebude pfi ni dilezité, jaké jsou konkrétni prvky vektorového prostoru, ani jak je
operace konkrétné definoviana. Budeme ji charakterizovat pouze souborem vlastnosti typu (6.1),
zobecnénych vsak na pfipad vektorového prostoru nad polem komplexnich ¢isel.

Skaldrnim soucinem ve vektorovém prostoru V,, nad C rozumime zobrazeni
Vo X Vi, 3 [a,b] — (a,b) € C (6.2)
s vlastnostmi

a,b) = (b,a)* (kososymetrie, nebo jen symetrie),

ai + as, b) = (a1,b) + (az,b) (prvni vlastnost linearity), (6.3)
b) = a(a,b) (druha vlastnost linearity),

a,a) >0, rovnost <= a =0y, (pozitivni definitnost)

pro libovolné vektory a, aq, as, b € V,, a libovolny skalar a € C.

Pokud nastane specialni pripad a vektorovy prostor bude konstruovan nad polem realnych cisel,
odpadne operace komplexniho sdruZeni v prvni z vlastnosti (6.3) a dostaneme opét vlastnosti
(6.1). Nové obecné definici vyhovuje pro pfipad polynomu v pfikladu 6.5 druhy zpusob, jak
pritadit dvojici polynomi komplexni ¢islo. Vektorovy prostor nad C, v némz jsme definovali
skalarni soucin, se nazyva unitarni a znaci se U,,. Nad R jde o prostor euklidovsky s obvyklym
oznacenim F,,.

Priklad 6.6: Znovu n-tice, tentokrat komplexni

S vektorovym prostorem uspoiadanych n-tic komplexnich ¢isel jsme se setkali v piikladu 4.20. Pfifadme

nyni dvojici takovych n-tic [(@), (8)], (o) = (at, o2, ..., a™), (B) = (8%, B2, ..., B™) komplexni &islo
(@), (B)] — ((@),(B)) = a' B + a?B* 4 -+ a" "™ =
Bl*
B?*
= () (B)T* = ( ol o2 ... an ) .

Bn*

Posledni zjednoduseny zépis predstavuje nasobeni fadkové matice () sloupcovou matici (3)7*

vzniklou trans-

pozici a komplexnim sdruzenim fddkové matice (3). Ovéfte sami, Ze toto zobrazeni ma vlastnosti 6.3 a je tedy
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skalarnim soucdinem.

Priklad 6.7: Je definice skalarniho souc¢inu uplna?

Nepostradate néco mezi vlastnostmi (6.3) definujicimi skaldrni souéin? Jak si poradime s vyrazy (a, by + bs)
a (a,Bb)? Je tfeba zahrnout pravidla pro jejich upravu mezi definiéni vlastnosti, nebo tato pravidla z definice
jiz vyplyvaji? Pokusime se to zjistit. Plati

(a,b1 +b2) = [(b1 + b, a)]" = [(b1,a) + (b2,a)]" = (a,b1) + (a,b2),

(a, Bb) = (Bb,a)" = [B(b, a)]" = B*(b,a)" = B(a,b).

Vidime, Ze tyto vlastnosti jsou jiz dtisledkem definice (6.3). Mtzeme je shrnout do jediného vzorce

1 *
(a1a1+0¢2a2,61b1 +ﬁ2b2) - ( ol ol ) < Ezl’zlg EZLZb)Q; ) ( g2 > 7
2,V1 2,72

ktery predstavuje seskvilinearitu, neboli linearitu v prvém a antilinearitu v druhém ¢initeli skalarniho soucinu.

Pochopitelné nas napadnou otazky: Kolik takovych skalarnich souc¢inti — zobrazeni urc¢enych
vztahy (6.2) a (6.3) — muzeme ve vektorovém prostoru V,, zadat? A existuje viibec néjaké takové
zobrazeni v kazdém vektorovém prostoru? Jak vSechny takové skalarni souciny popiseme? A
zadame-li konkrétné skalarni soucin, tj. konkrétni zobrazeni typu (6.2) a (6.3), jak postupujeme
prakticky, chceme-li umét libovolné dvojici vektori zadanych jejich slozkami v néjaké bazi
opravdu prifadit odpovidajici konkrétni komplexni ¢islo — hodnotu jejich skaldrniho souc¢inu?
Na tyto otazky postupné odpovime. Odpovédi na prvni dvé otazky jiz urcité tusite. Napovidaji
je priklady 6.1 az 6.6. V nich jsme vzdy skalarni soucin dokazali sestrojit a u polynomi jsme
nasli dvoji konkrétni moznost volby skalarniho soucinu. Z odstavce 4.1.3 také vime, ze vektorové
prostory téze dimenze n jsou izomorfni a tedy ,algebraicky stejné®. Zda se tedy, Ze staci na nase
otazky odpovédét napiiklad pro pripad prostoru n-tic. V tomto prostoru jsme skalarni soucin
definovali v ptikladu 6.6 a dokazali tak jeho existenci. Zkuste v tomto prostoru najit jesté jiny
skalarni souc¢in. Dokazete tim nejednoznacnost volby, tj. existenci vice skalarnich soucint.

Nyni vsSak jiz pfistupme k obecnému vyjadieni wsech skaldrnich soucini ve vektorovém
prostoru V,, nad C. Budeme zase pouzivat Einsteinovu sé¢itaci symboliku, bude-li to pro vypocty
vhodné. Zvolme ve V,, bazi (e, e, ..., €,) a vektory

a=a'e;=a'e;+---+a'e, b=pfe=pe+ -+ [,
A pocitejme s vyuzitim druhé a tfeti vlastnosti (6.3) a jejich disledki z ptikladu 6.7:
(a,b) = (d’e;, Fej) = o' 7% (e5, ¢5).

(Uvédomme si, Ze ziskany vyraz je dan dvojndsobnou sumou obsahujcici n? séitancii, v niz
s¢itaci indexy i a j nabyvaji nezavisle hodnot 1 az n.) Vysledek napovida, ze k tomu, abychom
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byli schopni dvojici libovolnych vektort a a b prostoru V,,, zadanych slozkami, ptiradit konkrétni
¢islo, které bude jejich skalarnim soucinem, je tfeba znat, resp. zadat hodnoty skalarnich soucint
vSech dvojic vektori baze g;; = (e;,€;), 4, 7 € {1, 2, ..., n}. Tyto hodnoty tvofi matici G typu
n/n. Nemohou byt ovSem zadany zcela libovolné, nybrz musi spliiovat jesté zbyvajici pozadavky
skalarniho sou¢inu, konkrétné prvou (kososymetrii) a ¢tvrtou (pozitivni definitnost) z vlastnosti
(6.3). Tyto vlastnosti vedou k omezeni moznosti volby matice G:

gij = (€i7ej) = (ej7ei)* == g_;kz — G = GT*.

Ze symetrie skalarniho soucinu je vidét, ze matice G je shodna se svou matici transponovanou
komplexné sdruzenou. Takova matice se nazyva samoadjungovand (sama k sobé sdruzena). V
pifipadé vektorového prostoru nad R je G = G7 a jedna se o matici symetrickou. Pozitivni
definitnost skaldrniho soucinu vede okamzité k zavéru, ze g; > 0 (pfemyslejte, pro¢ v tomto
pfipadé nemtizeme pfipustit rovnost), v diagonale matice G jsou tedy reélna kladna ¢isla. Navic
lze pomoci této vlastnosti, platné pro libovolny vektor, ukazat, ze matice G je pozitivné definitni,
tj. jeji levé horni subdeterminanty vSech fadu jsou kladné.

Matice G reprezentujici skalarni souc¢in v bazi unitarniho, resp. euklidovského pro-
storu je samoadjungovand a pozitivné definitni, resp. symetrickd a pozitivné defi-
nitni.

Vidime, ze pro zadani skalarniho soucinu je nutné, ale také staci, zadat libovolnou samoad-
jungovanou pozitivné definitni matici G fadu n a prohlésit jeji prvky g;; za skaldrni souciny
vektorti zvolené baze s odpovidajicimi indexy. Skalarni soucin vektorti zadanych v této bazi
slozkami pak jiz vyjadiime snadno:

(a,b) = (¥)G(B)"™ =

g11 g12 - Gin 51*
Jia g22 0 G2 52*
= (al a? - o/‘) 12 " _ : (6.4)

V pripadé pole redlnych skalari lze zapis vSech predchozich vztahtl zjednodusit vypusténim
operace komplexniho sdruzeni, tj. odstranénim hvézdicek.

Dalsi otazka je nasnadé: Jestlize se skalarni soucin reprezentuje v jedné bazi, feknéme B =
= (ey, €3, ..., €,), matici G, jaky tvar bude mit reprezentujici matice tohoto skaldrniho sou¢inu
G v bazi B = (é1, &, ..., &,), ke které piejdeme pomoci matice prfechodu 7' v souladu se vztahy
(4.12) a (4.13)7 Plati

gij = (&;,€5) = (Tikek,Tfeg) = Tkrf*(ek, er) =75 gre Tf* = (TGTT*)

i ij?
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nebo
T

(a.h) = ()G(A)" = (TG (B)T)" = (&) (TCT™) (A"

Z obou predchozich vipocti lze vztah mezi G a G ihned precist:

G=TGT" = (6.5)
1 2 n 1x 1x 1%
T T T gin g12 - Jin T Ty o Ty
1 2 n 2% 2% 2%
. 7—2 7_2 PR 7—2 921 922 DY g2n 7_1 7_2 “ e Tn
1 2 .. n . n* nx nx
Tn Tn Tn 9n1  Gn2 Inn T1 T Tn

Z téchto vysledktl l1ze vyvodit jesté dalsi zavér: skaldrnich soucintt v daném n-rozmérném vek-
torovém prostoru muzeme definovat nekone¢né mnoho.

6.1.2 Ortonormalni baze

Terminologie nazvu tohoto odstavce ndm neni neznamé. Setkali jsme se s ni v odstavci 1.4.
Nyni si ji nejprve pripomeneme nazornym piikladem a poté ji zobecnime.
Priklad 6.8: Kolmost, jednotkovy vektor

Vratme se ke vztahtim (6.1) pro skaldrni soucin vektort jako orientovanych tsecek v prostoru, kde je
definovano méfeni thla a délek. Z definice skaldrniho soucinu, kterou jsme pomoci thlu a délek zavedli, je
vidét, Ze dva nenulové vektory sviraji pravy thel, jsou kolmé, pravé tehdy, je-li jejich skaldrni soucin nulovy
(cos90° = 0). Vektor mé jednotkovou délku pravé tehdy, je-li jeho skaldrni soucin sama se sebou roven jedné.

Tuto skutecnost pouzijeme pro zobecnénéni definice a zavedeni pojmu ortogonalni vektory a normovany vektor.

Vektory a € U,, a b € U, se nazyvaji ortogondlni vzhledem ke zvolenému skaldrnimu
soucinu, plati-li (a,b) = 0. Vektor a se nazyva normovany vzhledem ke skaldrnimu
sou¢inu, je-li (a,a) = 1. Baze (ey, ..., e,) v U, se nazyvéa ortonormdlni vzhledem
ke zvolenému skaldrnimu soucinu, je-li (e;, €;) = i3, 1, j =1, ..., n.

Slova ,,vzhledem ke skalarnimu soucinu“ jsou v této definici vyznamna. V tomtéz prostoru V,,
by totiz mohl byt zvolen jiny konkrétni skalarni soucin, viic¢i kterému by jiz vektory nemusely
byt ortogonalni nebo normované. Pomoci definice skalarniho sou¢inu naopak mtzeme zavést
pojem délky vektoru a tthlu mezi vektory i ve vicerozmérnych prostorech, kde si tfeba thel
ani neumime predstavit. Délkou vektoru nazveme |a| = \/(a, a), whel mezi nenulovymi vektory
definujeme pomoci jeho kosinu vztahem

(a,b)
lallb]*

Ccosa =
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Priklad 6.9: Znovu polynomy
V piikladu 6.3 jsme v (n + 1)-rozmérném vektorovém prostoru polynomt stupné nejvyse n nad R zvolili

skalarni souéin takto:
(P(x), Q(x)) = poqo + p1q1 + - - - + Pnn

pro P(z) = po + p1z + paz? + - + pua™, Q(x) = qo + @1 + @22% + - -+ + g, 2™ Béaze
(e1(z), ea(x), ..., ens1(2)) = (1, 2, 22, ..., 2™)

je tvorena vektory, které jsou vici tomuto souc¢inu normované a navzajem ortogonalni. Tvori ortonormdlni bdzi.
Zvolime-li vSak skalarni soucin polynomi podle prikladu 6.4, tj.

(P(x),Q(x)) = / P(2)Q() dr,
0

pak tato baze jiz vzhledem k nému ortonormalni nebude. Spocitejme skalarni souéiny vektort baze, které definuji

matici G.
1

(cile)e5(x) = / i dg = / 22 4y — [ G, ] __ !
0

i+j—1 i+j—1
0

1 1 1

L 5 3 n
1 1 1 1
G = 2 3 4 L
i+ 1 1
n n+l n+2 2n—1

Vratme se k zavéru predchoziho odstavce, ktery nyni, jak se zdd, nabizi vybornou myslenku:
Dejme tomu, Ze jsme se rozhodli zadavat vektory v pfedem zvolené bazi (eq, es, ..., €,). Pfitom
chceme vektorovy prostor opatfit skalarnim soucinem. Pti zadané bazi mame ovSem nekonecné
mnoho moznosti, jak jej zvolit, pravé prostfednictvim volby matice G. Nejjednodussi matice,
kterd muze definovat skalarni soufin, je matice jednotkova, tj. G = E. Pak (e;,e;) = d;j, tj.
(ei,e;) =1 a (e;,ej) = 0 pro i # j. Zvolime-li tedy takovy skalarni soucin, ktery je v predem
zadané bazi definovan jednotkovou matici, stanou se vici nému vektory této baze automaticky
ortogonalnimi a normovanymi. Pfejdeme-li k jiné ortonormalni bézi (é;, és, ..., €,) pomoci
matice pfechodu T, zjistime diky (6.5), Ze matice pfechodu mé dodatec¢nou vlastnost:

E=G=TGT™ =TET™ =TT"™ — T =771,

Matice transponovana a komplexné sdruzena k 7T tedy hraje roli matice inverzni. S touto
vlastnosti ve specidlni podobé (pro pfipad matic realnych ¢isel) jsme se jiz setkali ve vztahu
(1.41), kdy se jednalo o pfechod mezi bazemi tvofenymi jednotkovymi a navzajem kolmymi
vektory v trojrozmérném euklidovském prostoru. Ctvercovad matice z komplexnich ¢sel, pro
kterou je T7* = T~!, se nazyva unitdrni, matice z redlnych &sel, pro niz T7 = T1, se nazyva,
stejné jako v odst. 1.4.4, ortogonalns.
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Matice pfechodu mezi ortonorméalnimi bazemi v unitarnim prostoru je vzdy unitarni,
v prostoru euklidovském ortogonalni.

Je velmi vyhodné vyjadiovat vektory unitarniho, resp. euklidovského prostoru v ortonormalnich
bazich. Skalarni soucin je v nich reprezentovan jednotkovou matici a pii pfechodu mezi nimi
si usSetfime nepiijemny vypocet inverzni matice prechodu, staci jen transponovat a komplexné
sdruzit matici T'. Skalarni sou¢in dvou vektori je vyjadien také velmi jednoduse — dosazenim
G = FE do (6.4) dostaneme nasledujici zaveér:

V ortonormalni bazi je

51*

2+
(a,b) = (a)(B)* = < at o2 - o ) 6: = ol + a2 + .- - + o™ F™,

ﬁn*
(6.6)

v pripadé euklidovského prostoru neni treba psat hvézdicku,

(a,b) = (@)(B)" =a'B" + 2B+ -+ a"B".

Co kdyz vsak mame ve vektorovém prostoru skalarni soucin jiz zadan néjak nezavisle na bézi,
naptiklad jako tomu bylo u polynomt v prikladu 6.57 Co kdyz pak zadna ortonormalni baze nee-
xistuje? Neni tfeba se obavat. Lze ukazat, ze ortonormaélni bazi lze zkonstruovat vzdy. Existuji
procedury, jak takovou bézi ziskat z vychozi baze obecné. Nejznaméjsi z nich je Grammiv—
Schmidtiv ortogonalizacni proces. Predpokladejme, Ze v unitarnim prostoru U, tj. takovém,
ktery jiz je vybaven skaldrnim soucinem, je zadana obecna baze A = (ay, as, ..., a,). Nej-
prve pomoci ni sestrojime bazi C = (¢, ¢a, ..., ¢,) tvofenou ortogonalnimi vektory, které
potom budeme normovat. Konstrukce se déje v postupnych krocich. Konkrétni proceduru uka-
zeme nejprve na praktickém prikladu, ktery se vyskytuje velmi casto. Dejme tomu, ze mame
slozkami zadany (a tfeba i v néjaké zdkladni ortonormdlni bazi (e, es, ..., €,), aby to bylo
jednoduché) linearné nezavislé vektory (as, ag, ..., ax), 1 < k < n, které generuji vektorovy
podprostor L = [|ay, as, ..., ag|]. Chceme vSak zjistit, zda a jak v tomto podprostoru mizeme
najit ortonormalni bazi.
Priklad 6.10: Grammuv—Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces v praxi

Necht je trojrozmérny vektorovy podprostor L C Uy generovan vektory zadanymi slozkami v bazi B =
= (e1, ea, e3, e4) takto:

L= [|a17 az, a3H = H(]-v]-aoao), (07 i, 1, 0)7 (Oa 0,1, 71)”

(Ovétte nezavislost vektori aq, ag, as.) Pro jednoduchost piedpokladejme, ze baze B je vzhledem ke skaldrnimu
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soucinu v Uy bazi ortonormalni, takze v ni skalarni soucin reprezentuje jednotkova matice. Pro vypocet hodnot
skalarnich souc¢int dvojic vektorti pomoci slozek tedy pouZijeme vztahu (6.6). Jak nyni vypadaji jednotlivé kroky
konstrukce:

1. krok: Polozime ¢; = a; = (1, 1, 0, 0).

2. krok: Hledame vektor co ve tvaru sou¢tu co = 7yc1 4 a2 a pozadujeme, aby byl ortogonalni k vektoru c;:

as, ¢
0= (62701) = ’}/(61761) + (CLQ,Cl) = 7= w’
(Clvcl)
1 1
1 . 1 .
(01,61)2(1 10 0) 0 =2, (ag’cl):(o i1 0) o | =
0 0
i i i i
=75 =511 i,1,0)=(-5,5,1,0).
v 2’ €2 2(7 70’0)+(071a ) ) ( 2727 ’ )

3. krok: Vektor c3 hledame ve tvaru souctu linearni kombinace jiz ziskanych ortogonalnich vektord c; a co a

dalsiho vektoru piivodniho systému, tj. c3 = yle; +v2co +asz. Z pozadavki (c3,c1) = 0 a (c3,c2) = 0 dostavame
neznamé koeficienty v! a v2:

polama) e (Ge) g,
(c1,01) (c2, 2)
1 3
(a3,01)=(0 0 i fi) (1) =0, (a3,02>:<0 0 i 71) —51 _i
0 0

Qo= QoI Lol

—-

Ziskali jsme v podprostoru L bazi tvorenou navzijem ortogonadlnimi vektory ci, cs a c3. Ty je jesté tieba
normovat. Hledejme vektory f1 = aci, fo = Bea, f3 = yes tak, aby byly normované. Pozadujeme-li napriklad
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(f1, f1) = 1, dostaneme («acy, ac1) = aa*(eq,c¢1) = 1. Tomuto pozadavku vyhovuji vSechna komplexni ¢éisla a,

-1
jejichz modul je |a| = ( (cl,cl)) . Obdobné postupujeme pii nalezeni § a ~. Pak

5.
1

f32673 = - ’ ) - a_i .
V(cs,¢3) 2v37 2v/37 2V/3 2

e (.
f2= V (2, ¢2) ( V6’
1

Ve vektorovém podprostoru L jsme nyni vytvofili jeho ortonormalni bazi (f1, f2, f3) namisto ptvodni baze
obecné. Jesté se nabizi posledni zajimava otazka: V nasem piikladu jsme vektorovy podprostor dimenze k
generovali opravdu k nezavislymi vektory, tj. bazi. Vime vsak, ze v praxi existuji i jiné moznosti — casto gene-
rujeme vektorovy podprostor systémem vektorti, jejichZ pocet je vyssi nez dimenze podprostoru. Jak postupovat
v takovémto pfipadé? Moznosti jsou dvé. Pii prvni z nich zévislé vektory vyfadime, popfipadé ziskdme bazi
podprostoru L tpravou matice tvorené slozkami generujicich vektori na schodovity tvar. Poté uplatnime or-
togonalizacni proces. Druhd moznost je rovnou zacit ortogonalizovat. Zavislé vektory se pii proceduie vyiadi

samy tim, ze vzniknou vektory nulové, které nemohou byt prvky baze. Pfesvéd¢ime se o tom za chvili.

Jiz priklad naznacuje, ze pfi libovolné zvoleném skalarnim soucinu ve vektorovém prostoru
)
vzdy piijde najit ortonormalni baze. Postup jejich hledani nyni shrneme. Mé&jme v prostoru U,

obecnou bazi A = (a1, ag, ..., a,). Hleddme bézi C = (¢, ¢2, ..., ¢,), kterd bude nejprve
a3
Y
g, —® Cy =YC1 + Gz, C1C2 =0
//
7
7
ds
¢, = d,

Obr. 6.1 Ortogonalizace v E3 — prvni dva kroky.

ortogonani, jeji vektory vSak nebudou jesté normovany. Opét postupujeme v krocich.
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Grammutv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces:
1. krok: Polozime ¢; = a;.

2. krok: Hleddame vektor cy ve tvaru souctu cy = yc; 4 as a pozadujeme, aby byl
ortogonalni k vektoru cq, tj.

(a2, ¢1) ¢y = _(a,¢1)
(c1,¢1)

0= (cz,c1) = (c1,01) + (ag, 1) = 7= — c1 + as.

Obrazek 6.1 znarornuje prvni dva kroky v trojrozmérném prostoru.

3. krok: Vektor c3 hledame ve tvaru souctu linearni kombinace jiz ziskanych orto-
gonalnich vektori c¢; a ¢y a dalsiho vektoru ptivodniho systému, tj.

C3 = ’7101 + 7202 + as.

Z pozadavku (c3,c1) = 0 a (c3,c2) = 0 dostavame

as, C as, C as, c as, ¢
712—(3 1)7 722—(3 2), 032—(3 l)01—(3 2)02—|—a3.
(01, Cl) (Cz, 02) (61, Cl) (027 02)
k-ty krok:
(ak, 01) (ak, 02) (ak, Ck—l)
Cp = — c1 — Cg—++——"—Cr_1+a 6.7
)t (me) ey o (60)

prok=23,...,n.

Pozn.: Uvédomte si, ze vysledek procedury ortogonalizace neni jednoznacny. Jisté jste si v§imli,
ze ortogonalni baze zkonstruovana pouzitim Grammova—Schmidtova procesu zavisi na konkrétni
volbé vychoziho systému vektori generujiciho dany podprostor L, véetné potadi vektorti. Navic
lze zvolit i jiné ortogonaliza¢ni procedury. Co je vSak na zvoleném postupu nezavislé, je to, ze
ziskana ortogonalni, resp. ortonormalni baze generuje opét vektorovy podprostor L.

Zbyva jesté proveérit, ze takto sestrojené vektory tvori opravdu bazi. Pocitejme:

Y+ 4+ 9", =0y, =

- 71(01763') + ’72(627%’) Tt ’yn<Cij) = <0Un7cj) =0.

Protoze jsou vektory ¢; az ¢, navzajem ortogonalni, plati (¢;,¢;) = 0 pro i # j a (¢j,¢;) > 0.
Pak 77 (c;,¢;) = 0. Cislo 47 by tedy mohlo byt nenulové jediné kdyby byl nulovy vektor c;. Ze
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vztahu (6.7) pro j-ty krok vsSak plyne, Ze v takovém pfipadé by platilo

(aj,c1) (aj,c2) (aj,¢j-1)
—— Ly — ——"LCy — e — —L = L . +a,-:0n_
(c1,¢1) ' (c2,C2) ? (Cj—lacj—1> 7 ’ v

Vektor a; by byl linearni kombinaci vektort ¢; az c¢j_;. Tyto vektory vsak byly postupné
sestrojeny jako linearni kombinace vektorii aq, a; a ag, atd. aZ a1, aq, ..., a;_1, takze vektor
a; by byl nakonec linearni kombinaci vektori ai, as, ..., a;—;. To vSak neni mozné, nebot
ptvodni systém vektorti jsme volili jako bézi, tj. systém linedrné nezavisly. Zdiraznéme jesté
jeden prakticky vysledek predchozi ivahy: Ukaze-li se, ze je néjaky systém ortogonalnich vektori
zavisly, obsahuje s jistotou vektor nulovy (tloha 13 ve cvifeni 6.1.4). Mizeme tedy odpoveédét
na otazku, kterou jsme formulovali pfi feSeni prikladu 6.10: Jak by dopadl ortogonalizac¢ni
proces, kdyby vektory ptvodniho systému byly zavislé? Odpovéd je jednoduché. Dejme tomu,
ze bychom na zavisly vektor a; narazili v k-tém kroku. Vektor ¢, vypocteny podle vztahu (6.7)
by tak byl linedrné zavisly na vektorech c¢; az c;_; ziskanych v predchozich krocich, soucasné
by vSak k nim byl ortogonalni. Nutné by tedy musel byt vektorem nulovym. Zkusme to ovérit
i prakticky.
Priklad 6.11: Ortogonalizace zavislych vektoru

V trojrozmérném euklidovském prostoru orientovanych tsecek (E3 nad R) se skaldrnim souéinem zadanym
vztahem @¥ = |ul|0]cos < (4, T) je v bazi jednotkovych a navzdjem kolmych vektori €3, €2, €3 zadan systém
vektori d; = (1, =1, 0), d2 = (1, 0, 1) a d3 = (0, —1, —1). Hned vidime, Ze d3 = @1 — da, vektory jsou zavislé.
Mizeme to ovérit i vypoctem hodnosti matice tvofené jejich slozkami:

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
MA)=h| 1 0o 1 |=nrl0 1 1 |=hfl0 11]=2
0 -1 -1 0 -1 -1 0

(Matici jsme upravovali tak, Ze jsme prvni fadek odecetli od druhého.) Pokud je pravdivé predchozi tvrzeni
o anulovani vektortu vznikajicich ortogonaliza¢nim procesem pro pripad zavislého systému, méli bychom orto-
gonaliza¢nim procesem dostat pouze dva nenulové ortogonalni vektory. V prvnim kroku polozime ¢; = dj, tj.

& = (1, -1, 0). Plati

1 1
51*1:(1 1 0) 1| =2 6281:(1 0 1) 1| =1
0 0
V druhém kroku dostavame
. a1 ., 1 11
= — =—(1,-1,0 1,0, )=(=,=,1]).
(&) 6181 cl+a2 2( )+( ) (2 9 )

Premyslejme, jak proces dopadne v tfetim kroku. Hledany vektor ¢3 je sou¢tem vektoru ds a linedrni kombinace
ortogonélnich vektort & a ¢, které jsme jiz vytvorili a které lezi v podprostoru L = [|d;, dz|]. Vektor ds vSak
v tomto podprostoru lezi také. Proto ¢35 € L. Soucasné vsak, diky ortogonaliza¢nimu procesu, bude vektor ¢3 ke
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vSem vektortim podprostoru L ortogonalni. To je mozné splnit jen tak, Ze vektor ¢3 vyjde nulovy. Zkusme to.

Plati
1
@'3_’1 = (0 -1 — 1) -1 =1,
0
1 1
2 2
I 3 o 11 3
dsca=(0 —1 —1) % =5 0202:(571) % =3
1 1
- (3C1 , G3Ca , 1 11
e = —2(1,-1,004 (5, 5,1} +(0, 1, -1) = (0, 0, 0).
C3 5'15'161 5252024-&3 2(7 ) )+(272, )“‘(7 , —1) = (0, 0, 0)

Ocekavani se tedy splnilo.

Nakonec jsme po provedeni vSech krokt procedury dostali ortogonalnibézi C = (c1, ca, ..

Jeji prvky budeme nyni normovat: Oznacme

Ey = L — (ei,ei) = G o =" (68)

(cis i) Ve e) /(e )

Vektory ey, e, ..., e, jsou tedy ortogonalni i normované. Tvofi ortonorméalni bazi.

Priklad 6.12: Grammiuv—Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces v praxi jesté jednou

.y Cn)-

Vektorovy prostor polynomt poskytuje z hlediska algebry opravdu mnoho pouceni. Jesté jednou se k nému
vratme, tentokrat se skalarnim souc¢inem definovanym pomoci integralu v prikladu 6.4. Postac¢i, budeme-li se pro
jednoduchost pohybovat pouze nad R a nejvyssim stupném polynomii bude n = 3. Prostor je tedy ¢tyfrozmeérny.

Jiz jsme zjistili, Ze nejjednodussi baze

A= (a1(2), az(z), as(x), as(x)) = (1, =, 2*, 2°)

neni, bohuzel, vzhledem ke skalarnimu sou¢inu danému integralem z prikladu 6.4 ortonormalni. Chceme-li

pracovat v ortonormalni bazi, musime si ji vyrobit, opét po jednotlivych krocich.

1. krok:
1

(@) = ai(@) =1, (er(a), er(a)) = /dx —1

2. krok:
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3. krok:

ol :7(03(@701(%))C N (az(z), ca(x)) )t
(@) (c1(z), c1(x)) 1(@) (ca(x), ca(x)) 2(2) + as(),
(ag(z),c1(z)) = /x2 dz = %,
0
1 . ,
(a3(z),co(x)) = [ 2® (=5 +2 ) do = =
[ (g re) e
1 1 9 1 )
03(55):—3— (—2+x) +x :6—334-9(:
1 . ) )
(cs(z), c3(x)) = S _g42?) dr=—.
0/<6 ) 180
4. krok:

1
1
_ 3 (2 _ 2 -
(a4(x),03(x))7/x (6 :ch:E)dx 130’
0
1 9/ 1 3 /(1 N s 103 . s
cal®) =3 10( 2 x) 2(6 x“g)“c 20 TET T 2T T

Zbyva provést normovani, pro néz jsou jiz vSechny skalarni souéiny polynomu (c;(z), ¢;(x)) pfipraveny. Dosté-

vame

@ = 1,

() = —V3+2V3z,

es(x) = V5 —6vV5x+6V522
()

N
5

I

|
S
+
—_
[\
Y
5
=
S
5
+
S
S
%
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Hned také miZzeme precist matici pfechodu od ptvodni béze A k nové ortonormélni bazi B,

1 0 0 0
-3 23 0 0
V5 —6V5  6V5 0
VT 12V7T =30VT 20V7

T =

Kdybychom vyjadfili slozky obecného polynomu P(z) = pg + p12 + pex? + p3z® v této nové bazi, mohli bychom
se presvédéit, ze pro vypocet skaldrniho soudinu funguje vztah (6.6). K tomu bychom vSak potiebovali matici
T—1, kterou se v tuto chvili nikomu nechce pocitat. V dalsim odstavci vSak uvidime efektivni zptisob, jak jeji

prvky zjistit, aniz bychom museli pfimo pouzit procedury inverze.

6.1.3 Ortogonalni projekce

Projekcemi na podprostory jsme se obecné zabyvali v odstavci 4.2. To jsme ale neméli k dispo-
zici skalarni soucin. Proto pii kazdém promitani na podprostor L C V,, bylo nutné také zadavat
jeho konkrétni doplnék, jehoz volba nebyla a priori jednoznacna. Pti rizné volbé doplnkit jsme
pak dostavali riizné priméty jednoho a téhoz vektoru do podprostoru L. Podstatou této nejed-
noznacnosti byla skutecnost, ze Slo o linearni zobrazeni, které by se z geometrického hlediska
dalo nazvat rovnobéznym promitanim, pricemz se do podprostoru L promitalo ,rovnobézné“
pravé s jeho predem zvolenym konkrétnim dopliikem. Pii jiné volbé doplinku dopadlo ,,rovno-
bézné“ promitani jinak. Situaci si znovu muzeme pfipomenout navratem k obrazku 4.21 nebo
4.25. V unitarnim prostoru vsak mezi vSemi dopliiky vektorového podprostoru vzdy existuje
pravé jeden, ktery ma vyznacné postaveni:

Podprostor L vektorového prostoru U, definovany jako soubor vsech vektori or-
togonalnich ke kazdému prvku podprostoru L, tj.

L, ={beU,|(a,b) =0 pro libovolné a € L},

nazyvame ortogondlnim doplnkem vektorového podprostoru L.

Konstrukce tohoto dopliitku je jednoducha. Zvolme ortonorméalni bazi (uq, us, ..., ux) k-roz-
mérného vektorového podprostoru L, 1 < k < n, a libovolné ji doplime tak, aby vznikla baze
(ug, ug, ..., Ug, Agy1, - -, ay) celého prostoru. Ortogonalizacnim procesem ziskdme ortonor-
malni bazi U = (uq, ug, ..., u,) v prostoru U,,. PoloZzime L, = [|uy1, Ugr2, - - -, Uy|]. Vznikne
(n — k)-rozmérny doplnék podprostoru L, spliujici predchozi definici. Co kdybychom vsak v U,
zvolili ortonormalni bazi (us, ..., g, Vgy1, -- -, Uy), kterd by se od baze (uq, ..., Uk, Ugs1, - Up)
lisila vektory na poslednich n — k pozicich? Nic by se nestalo. Vektory v,,; az v, by genero-
valy tyZ podprostor jako vektory uy.1 az w,. Skute¢né, oznac¢ime-li L', = [|vgs1, ..., vy]], kde
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dim L', = n — k, hned vidime, ze kazdy z vektort vy, az v, je prvkem prostoru L, a naopak,
kazdy z vektord uyi; az u, je prvkem prostoru L' . Proto je L, = L. Z téchto tvah vyplyva:

Ortogonalni doplnék L k podprostoru L je urcen jednoznacné.

Pro libovolny vektor a € U, existuje jednoznaény rozklad

a=ar+ar,, aLEL, CLLLELL.

Zobrazeni

7 U,2a — mp(a) =ay € L,
m, :U,2a — 7w (a)=ar, €L

se nazyvaji ortogondlni projekce na podprostor L resp. L .

Vektor ay, resp. ar,, je ortogondlni primét vektoru a do podprostoru L resp. L . Fakticky opét
promitame do L rovnobézné s doplitkem, ktery je vSak tentokrat ortogondalni k L — odtud
terminologie. Jako kazda projekce, i tyto jsou linedrnimi zobrazenimi prostoru U,, do sebe. V
béazich musi byt obé projekce reprezentovany maticemi, pomoci kterych dokdzeme promitnout
kazdy vektor do L a do L. Tyto matice nyni najdeme. Nez se pustime do poc¢itani, odvodme
obecné vlastnosti projekci 7y, a 7wy, , které se samoziejmé pienesou i na reprezentujici matice.

Obrazem projekce 7 je podprostor L a jadrem L,, u projekce 7z, je tomu naopak. Z
vlastnosti projekci, které jsme studovali obecné v odstavci 4.2.4, plyne

Ty +my, =idy,, m =mp, W, =7, (6.9)
mpomy, =7L, o7 = 0w, u.)-

Oznacime-li odpovidajici matice téchto projekci (v kterékoli bazi) jako Py, resp. P, plati pro
né odpovidajici vztahy, tj.

PL+P,=E, P=P, P =P, (6.10)

PP, =P, P,=0.

Nyni sestrojime matice ortogonalnich projekci. Budeme pouzivat ortonorméalnich bazi, nebot
to, jak jiz vime, prispéje ke zjednoduseni vypocti. Pripravime si k tomu jeden uzitecny zapis
rozkladu vektoru do slozek v ortonormalni bazi.

Priklad 6.13: Uzitecny zapis slozek vektoru

Zvolme ortonormélni bazi B = (ey, e, ..., €,), v niz budeme vyjadfovat vSechny vektory i zobrazeni.
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Vynésobime-li libovolny vektor a € U,, zprava nékterym vektorem béaze, napfiklad ey, dostaneme
a=a'e; +ales+ -+ ae, =

= (a,e1) = al(ehel) +a2(627€1) +--+a"(en,e1) = al,
n

a=(a,er)er + (a,ez)es + - -+ (a,en)en = Z(a, €;)e;. (6.11)

i=1

Uvédomme si, Ze toto vyjadfeni mizeme pouzit jenom v ortonormalni bazi, v obecné nikoliv.

Zvolme nyni vektorovy podprostor L dimenze k a v ném bazi U = (uq, us, ..., ug), TOVNEZ
ortonormalni. Vektory baze U jsou v béazi B také zadany svymi slozkami, konkrétné

us = yler +y2es + -+ ten =le;, 1<s<k

Zapisme tyto slozky do matice typu k/n,

mon o
,yl 72 ,yn
C: 2 2 2
S T

Potiebujeme najit slozky ortogonalniho primeétu a; vektoru a do podprostoru L v zékladni
bazi B. Oznac¢me
a=a'e; +aley+---+a'e, ~ (a),

1 2
ap =aje; +ajes +---+ale, ~ (ap).

Soucasné vSak vektor ay, lezi v L, proto jej mizeme pomoci vztahu (6.11) zapsat jako

k k
ap, = (ap,ur)uy + (ap,ug)ug + « -+ + (ap, ug)u, = Z(aL,us)us = Z(a, Us ) Us.
s=1 s=1
V poslednim vyrazu predchoziho vztahu — to neni chyba. Skute¢né plati (a,us) = (ar +

+ar, ,us) = (ar,us), nebot (ar ,us) = 0. Tento zapis je pro dalsi postup dilezity. Pramét
vektoru a do podprostoru L se nam totiz podarilo vyjadiit pomoci vektori, jejichz slozky v
bézi B zname. P1i s¢itani pfes hodnoty indexu s jsme imyslné nepouzili Einsteinovu symboliku,
nebot séitani probihd pouze do hodnoty k& < n. U séitacich indext nabyvajicich hodnot od 1
do n se ji vSak budeme drzet. Po rozepsani vektort do slozek dostavame

k k
ap =Y (d'ei,vlej) vher = o <Z 7§*Vf> (eirej) e = o (CT*O)j O ¢ =

s=1 s=1




428 KAPITOLA 6. LINEARNI ALGEBRA DO TRETICE

—af=a' P, Pl=(C"C);,

kde jsme oznacili P, = (Pf), i,{ =1,...,n. V maticovém zapisu je
P11 p12 e "
Pl P2 . n
(alL ar oL aﬁ)z(al o® ... a") 2 02 2 |, neboli
Pl p2 ... pn
(ozL) = (Oé)PL, PL = CT*C (612)

Pr, je matice ortogondlni projekce na podprostor L.

Priklad 6.14: Polynomt se nezbavite

V pitkladu 6.12 jsme potfebovali vyjadiit prvky standardni bdze A = (1, z, 22, #3) v prostoru polynomt
nejvyse stupné 3 pomoci baze B = (e1(x), ea(x), es(x), es(x)), ziskané ortogonalizaénim procesem. Nechtélo se
nam vsak invertovat matici pfechodu T od A k B a nyni se pokusime tomuto nepfijemnému vypoctu vyhnout.
Pouzijeme k tomu vztah (6.11). Oznac¢me jako obvykle prvky inverzni matice k 7' takto: 77! = S = (o7),
1 <4, j <n. Pro i-ty polynom a;(z) baze A plati

ai(@) =) _(ai(®),¢;(x))e; (@) = ol ej(x) = o] = (ai(x),¢;(x)) = /ai(x)ej(x) da.
0

j=1

Staci tedy vypocitat vSechny potfebné skalarni souciny, které jsou ovSem jednoduchymi integraly z polynomu:

1
o] = /d:vzl,
0
1
o? = /(—\/3—1—2\/333) dr =0,
0
1
ot = [ (V5-6vBn+6vEi?) ar =0,
0
1
o= /(_ﬁ+ 12V72 - 30v/72? + 20V72° ) dz =0,
0
/ 1
0% = /zdx: 2

[=)

0
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1
US — /x(\/5—6¢5x+6\/5x2) dz =0,

0

1

0

/ 1
0§ = /xzdx: 3

(=}

1
J% = 0/x2 (—\/§+2\/§x) dm:ﬁ,
1
o3 = /x2 (\/5—6\/5:5—1—6\/5932) dx=6—\1/5,

0
1

ob = /x2 (_ﬁ+ 1272 — 30vV/72% + 20\ﬁ$3) dz =0,

(=}

1
oy = x‘?’dx:Z,
0
1 3\/5
e /:c3 (—\/§—|—2\/§$) dx:TO’
0
/ 1
o3 = /:c3 <\f—6\f5x+6\/5x2) dr = ——=,
45
0
1
4 3 2 3 \/?
i (—\ﬁ+12\f7 — 30v/7x +20\f7x)dx:m.
0
Je tedy
1 0 0 0
1 1
5 23 o5 U
1 3v/3 1 V7
420 3 /5 140

Priklad 6.15: Pomoci algebry lze opravdu promitat
V ptikladu 6.10 jsme sestrojili ortonormalni bazi ve vektorovém podprostoru L C Uy,

L= Halﬁ az, (13” = [|(13 17070)’ (Oa ia la 0)7 (07 07 i7 _1)”7

C1

i=—F—= = <1 L 00>
' (Cl,Cl) B 27\/5, ’ ’
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2 o _ (i i J2
2= (c2,02) < V6’ V6 \/; 0)’
fe (o [ R S 4
ST e\ 23 23 23 2 )

Matice slozek téchto vektort v pivodni ortonorméalni bézi (e1, ez, es, e4) prostoru Uy je

1 1
n w00
_ i i 2
C={ -5 % vz 0
1 1 i iv3

1 i 1 . .
—-= - ——= 3 1 i i
vz Ve 2v3 L L9 0 i1 1 1
% _;f i vV2ooV2 103 i _i
_ _ 2 6 2v/3 i i 2 _ 4 a2 T1 "1

P =CT"C = I = = sl
L 0 2 i V6 V6 3 0 _ii 3 _1
3 23 1 1 i _iV3 ‘_11 ‘_11 ‘11 g
X 5 Cii 1 3
0 0 1\2/5 2v3  2vV3  2V3 i 1 I I

Vsimnéte si, Ze matice Py, vy$la samoadjungovand. Je to ndhoda? Ze vztahu (6.12) plyne, Ze tomu tak byt musi.
Mizeme se presvédcit:

P[,Z;* _ (CT*C)T* _ CT* (CT*)T* _ CT*C _ PL~

V pripadé vektorového prostoru nad C je matice ortogonalni projekce samoadjungované, v pripadé
vektorového prostoru nad R je matice ortogonalni projekce symetricka.

Mame-li matici projekce, mizeme uz promitat libovolny vektor. Staci zadat jeho slozky v té bazi, ve které
jsme vyjadiili P(L), tj. v (e1, ez, e3, e4). MZeme tedy provadét geometrické operace, v tomto pfipadé promiténi,
Cisté algebraickou, dalo by se fici rutinni, procedurou. To je vyhodné ve vicerozmérnych prostorech a v prostorech
nad komplexnimi ¢isly, kde geometrickd predstavivost selhava. Mame vSak néjakou moznost kontroly, ze jsme v
pracném c¢iselném vypoctu neudélali chybu? Kontrola nebude dokonald, mtzZe vSak odhaleni chyby napomoci.
Znéme totiz zékladni vlastnosti projekce (6.9) a matice Pr, musi mit odpovidajici vlastnosti (6.10), je-li spravné
urcena. Dale vime, ze vektory, které jiz v podprosotru L lezi, by se promitnutim nemély zménit. Mizeme se o
tom presvédcit u vektori ay, as az, kterymi jsme prostor L definovali. Tak tfeba pro a; dostaneme

(1 100).

A jesté jedna zkouska. Vektor b = (—1, 1, i, i) je ke vSem vektortim podprostoru L ortogondlni. Pfesvédéte se o
tom vypoctem skaldrnich souéinti (a1,0), (az,b) a (as,bd). Je tedy prvkem jddra projekce 7y, a pfi promiténi by
se mél zobrazit na vektor nulovy:

7TL(G1)=(1 10 0)

P10 [ e e

NS NN

N N N N
NN [N RN

FL(b) =

WS [0 S [ s e i e

(000 0).

PN N SURN RN B

/N
—_
—_
—
—
~——
NN RN N [
e s e [0 s =
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Nékdo si mozna v tuto chvili polozi otazku: Matici P, ortogonalni projekce na podprostor
L konstruujeme z vektorii ortonormalni baze v tomto podprostoru. Volba béze, i kdyz se ome-
zujeme jen na baze ortonorméalni, vsak neni jednoznacna. Jak to dopadne s matici projekce,
zvolime-li v L jinou bazi? Pochopitelné cekame, Ze volba baze nemtiize mit na matici Py, vliv.
Je v8ak tieba se o tom presvédéit. Zvolme tedy v L jesté jinou bézi, napiiklad (ay, da, ..., Ug).
Mezi obéma bézemi lze pfechazet pomoci matice pfechodu @ typu k/k, ktera je nejen regularni,
ale dokonce unitarni (obé baze, ptivodni i nova, jsou ortonormélni). Plati

k k
Ga=Y Qus, 1<a,f<k=73=Y Ql, 1<j<n,
B=1 B=1

"oy o At QT QF ... Qf O A (4
Y Y o Q Q3 ... Q% ST R S -

_ — O =QC.
Y A AR Q. Q ... Q T AR /4

Pro matici projekce v nové bazi dostavame
P =C"C = (QCY™(QC) = CT*Q™QC = C™C = Py.

Vyuzili jsme pfi tom unitdrnosti matice @, tj. vlastnosti Q7*Q = Q'Q = E.
Priklad 6.16: K ¢emu mohou byt projekce dobré? Metoda nejmensich ¢tverct

Vérite, ze promitani neni jen geometrickd hiicka a mze mit vyznam i pfi zpracovani fyzikalnich méteni? V
odstavci 3.3.3 kapitoly o pravdépodobnostech jsme se setkali s urcovanim elektrického odporu vodice z méfeni
dvojic odpovidajicich si hodnot napéti a proudu. Provedli jsme prolozeni linearni zévislosti témito dvojicemi tzv.
metodou nejmensich étvercti. Ze musi byt mozné zpracovat tuto tlohu i pomoci linedrni algebry, je zfejmé. Ve
hfe je pfece iméra — linearni zavislost proudu na napéti. Co to mé vsak spole¢ného s promitanim? Uvazujme.
Méme k dispozici n naméfenych hodnot napéti U = (Uy, U, ..., U,) a n odpovidajicich hodnot proudu I =
= (I, I, ..., I,). Proud I; protékal vodiem, kdyz jsme na voltmetru nastavili napéti U;. Veli¢ciny U a I
milzeme chapat jako vektory v n-rozmérném vektorovém prostoru nad R opatfeném skaldrnim soucinem, tedy
v prostoru euklidovském F,,. Jednotlivé hodnoty interpretujeme jako slozky v ortonormélni bézi tohoto prostoru
(e1, €2, ..., €,). Podle Ohmova zdkona by vektory U a I mély byt rovnobézné, tj. U = RI. Protoze v8ak méfeni
neni presné, vektory zcela jisté rovnobézné nebudou. Situaci schematicky znazortuje obrazek 6.2. Potfebujeme
tedy najit takovy vektor Uy, = RI, ktery bude s vektorem I kolinedrni (rovnobézny) a p¥itom bude ,co nejvice
blizky“ vektoru U. Tyto podminky spliiuje ortogonalni primét vektoru U do jednorozmeérného vektorového
podprostoru L uréeného vektorem I. Staci tedy nalézt matici projekce. Ortonormalni baze podprostoru L bude
urcena normovanym vektorem

I ( I I I, )
= === 3 s s |
(17 I) \/Zi=1 112 \/Zizl Iz2 Zi:l I12
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U = RI

ulz\/ﬁ, I:(Il,fz,...,ln)

Op

n

Obr. 6.2 Promitani a Ohmuv zékon.

Timto vektorem je soucasné urc¢ena matice C, kterd je typu 1/n. Matice projekce mé tvar

5 LI, .. _Ll,

Yia i X S I?
I 1> 15 . I>1,

P, = Yialp XL I? Y I?
L1, Io1, . 1z

n I2 n 12 n 12

i=1"1 i=1"1 i=1 "1

Priumét vektoru U do podprostoru L ma slozky

Yoo LU Y, LU >iey LiUs
Up= U, Us, ..., U,)PL = | [ 5 , I =5 ey In=5——— | .
I (- s S
Vektor Uy, je tmérny vektoru I, konstantou imérnosti je hodnota
R _ Z?:l IzUz

Y 1P
Ta pfedstavuje hodnotu elektrického odporu, kterd nejlépe vyhovuje naméfenym hodnotdm. Vysledek souhlasi

se vztahem (3.31), ktery jsme odvodili v odstavci 3.3.3 iplné jinym postupem. Nezda se vam algebraickd metoda

snazsi a nazornéjsi?

Priklad 6.17: Promitani a vicerozmérna linearni regrese

V predchozim ptikladu jsme pouzili ortogonalniho promitani pro nalezeni nejlepsi shody namérenych dat
s modelovou linearni zavislosti v nejjednodussim mozném ptipadé. Fyzikalni veli¢ina, chapana jako zavisle
proménné (napéti na vodic¢i), byla linearni funkci jediné nezdvisle proménné veli¢iny (proudu, ktery vodi¢em
protékd). Promitnutim ,vektoru“ napéti, ziskaného jako n-tice jednotlivych méfeni napéti, do sméru ,vektoru®
proudu, tvofeného pfislusnou n-tici méfeni proudu, jsme ziskali konstantu timérnosti R odpovidajici nejlepsi
shodé namérenych hodnot s linearni zavislosti U = RI, tj. elektricky odpor vodice. Tuto myslenku mizeme
zobecnit i na pripad, kdy veli¢ina ma vyhovovat linedrnimu modelu zavislosti na vétsim poctu jinych velicin,
napiiklad k, tj.

Y = A'X, + A%Xy + -+ AF X,
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Vsechny zii¢astnéné veli¢iny métime n-krat, pricemz n > k. Mame tedy dispozici ,vektory* X; = (X1, X2, ..., X})
az X = (X}, X2, ..., X)) aY = (Y1, Y2 ..., Y"), hleddme nezndmé konstanty A* az A*. Podobné jako v
piipadé experimentalniho ovéiovani Ohmova zékona bude soustava n rovnic Y7 = A X7 + A2X) + ... + AFX P

j=1,2,...,n, 0k neznamych A az A*  pfeurcena® (vice nezavislych rovnic nez nezndmych) a nebude tedy
mit FeSeni. Musime se spokojit s tim, Ze se ndm nepodafi nalézt konstanty A', A2, ..., A* tak, aby soustava
rovnic byla splnéna pfesné. Muzeme je vsak zvolit tak, aby byla splnéna ,co nejlépe“. Veliciny X, Xo, ..., X

si predstavime jako vektory v n-rozmérném euklidovském vektorovém prostoru F,,, které generuji k-rozmérny
vektorovy podprostor, veli¢ina Y je rovnéz vektorem v FE,. Skalarni soucin v tomto prostoru bude definovan
tak, ze naméfené hodnoty kazdé z velicin predstavuji slozky odpovidajiciho vektoru v bazi, kterd je vuci to-
muto skaldrnimu soucinu ortonormalni. To proto, abychom skalarni soucin vektori mohli pocitat podle vztahu
(6.6). Obréazek 6.3 ndzorné ukazuje, Ze nejlépe bude hledanou linearni zavislost spliiovat ortogonalni primét

Y

L,

OEn L:[|X1,X2,...,Xk|]
Obr. 6.3 Promitani a vicerozmérna linearni regrese.

Y7, vektoru Y do podprostoru L = [| X1, Xo, ..., X,
Y, = A'X, + A% Xy + -+ AP X, (6.13)

Z ptedchozi vektorové rovnice lze konstanty Al az A* jednoznaéné uréit. Stac¢i sestavit matici ortogonalni
projekce na podprostor L a promitnout vektor Y. Protoze vsak nic nemize byt tak jednoduché, jak se na
prvni pohled zd4, i zde je mald komplikace. Nikoli vSak principidlni, nybrz pouze vypocetni. Matici projekce
Py, nelze konstruovat z vektortt X; az X}, pfimo, nebot obecné netvofi ortonormalni bazi. Tu je tieba teprve
sestrojit pomoci ortogonaliza¢niho procesu. Ortogonalizacni proces vSak muze byt ponékud pracny, hlavné kdyz
je proménnych X7, X, ..., Xj vétsi pocet. NemuzZzeme se mu néjak vyhnout? Takovou moznost hned uvidime,
vynasobime-li rovnost (6.13) libovolnym vektorem X ;. Pak

(Y, X;) = (A'X) + A% Xo + -+ AP Xy, X)) =

= Al(XhXj) + A2(X2an) +eee Ak(X/WXJ)
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Uvédomime-li si, ze Y = Y, + Yz, a tedy (Y7,X;) = (Y, X,), dostdvame soustavu k rovnic pro neznamé
konstanty A; az Ay:

(V. X1) = AY(X1, X1) + AX (X2, Xa) + -+ AM(XG, X0),

(Y, Xo) = AY(X1, Xa) + A*(Xo, Xo) + -+ + A (X, Xa),

(V. Xi) = AN (X1, Xp) + A* (X2, Xi) + -+ + A5(Xp, Xp).
Tato soustava se nazyva normdlni systém rovnic. S jejim vyfeSenim je vyfeSen i problém nejlepsi shody na-
méfenych dat s modelovou linedrni zévislosti. Pro ilustraci uvedme jesté konkrétni ¢iselny piiklad. Necht Y =
= A'X; + A%X, je linearni model fyzikalni zavislosti, tj. k = 2. Provedli jsme ¢tyii méfeni a ziskali vektory

X1=(1,2,3,4), X2=(2,3,4,5), Y=(23,5,28).
Vypocteme potfebné skalarni souciny a sestavime normalni systém rovnic:
(Y, X1) =55, (Y,X3) =73,
(X1,X1) =30, (X1,X2)=(X2,X1) =40, (X2, X2)=54,

30A% + 4042 = 55,
40A" + 5442 = 73.

Jeji feseni je A' = 2,5, A2 = —0,5. Primét vektoru Y do podprostoru L je Y; = 2,5X; — 0,5 Xy =
(1,5, 3,5, 5,5, 7,5). ,Pro poradek® jesté provéfime, zZe ke stejnému vysledku lze dospét pomoci matice pro-
jekce. Nejprve sestrojime v L ortonormélni bazi (U, Us) a poté matici projekce:

21 1
Vl :Xl = (1a 27 37 4)7 V2 :_7)(1 +X2 - <37 §7 07 _3)5

U_(l 2 3 4) U_<210 1)
1 mvm7mvma 2 \/6’ 677\/67

L Z 704 1 _2
V30 V6 10 10 10 10
2 1 2 3 4 4 3 2 1
PL=0C"TC = V30 6 30 30 V30 30 — 0 10 10 10
3 0 2 1 0 —-L 1 2 3 E T
V30 6 6 6 10 10 10 10
4 1 2 1 4 i
N R 10 10 10 10
74 1 2
10 10 10 10
4 3 2 1
_ 10 10 10 10 _ (3 17 1 15
vii=(2358)| P ¥V oW (g4 1)
10 10 10 10
2 1 4 i
10 10 10 10

Tento vysledek souhlasi s v§poétem pomoci normélniho systému rovnic. Ze vztahu Yy, = A' X, + A2 X, je jesté
tieba uréit hodnoty A' a A2. Plati

Al 4242 = g
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2A +34% = ;
11

3A1+4A2 == ?,
1

4AY + 542 = —5.

(@3

2
Vyfteste tuto soustavu a uvidite, ze vyjde A = 2,5 a A2 = —0,5.

6.1.4 Cviceni

1. Rozhodnéte, zda operace (a,b) : VXV 3 [a,b] — (a,b) € R spliiuje axiomy skaldrniho sou¢inu ve vektorovém
prostoru nad télesem realnych cisel:

a) V=R?, ((z1,y1), (z2,92)) = T191T2Y2,

b) V =P[n], (P(z),Q(z)) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + - - - + P(n)Q(n),

c) V= ( /2), (A, B) = det(AB),

d) V =R?, ((x1,22,3), (y1,92,¥3)) = T1y1 — T2y + T3Y3,

e) V= [ J, n =21, (P(z),Q(z)) = P(0)Q(0),

f) V.= M(2/2), (A, B) = trAtrB, kde trA znaéi stopu matice A, tj. soucet jejich diagondlnich prvkt
ai1 + a2z,

g) V= M(n/m), (A,B) =tr(ABT).

2. Rozhodnéte, zda operace (a,b) : VXV 3 [a,b] — (a,b) € C splituje axiomy skaldrniho soucinu ve vektorovém
prostoru nad télesem komplexnich ¢isel:

a) V=0C, (x+iy,u+iv) =zu+yv —izv +iyu,
b) V = M(2/2), (A, B) = tr(AB7T),

c) V=C, (z,w) = zw*,

d) V. =M(2/2), (A,B) = tr(ABT*),

e) V =C2, ((z1, 22), (w1, ws2)) = 21w1 + 29ws.

*x3. Dokazte néasledujici vlastnosti skaldrniho soucinu a délky (zvané téz norma) v euklidovskych prostorech,
vektory a, b jsou libovolné:

a) (a,0) =0, kde o je nulovy vektor,

b) (a,b)? < (a,a)(b,b) (Cauchyova-Buiiakovského nerovnost),
¢) (a,b)? = (a,a)(b,b) <= a=kb, k €R,

d) (a,b) = 3(la+b* —|a—0f),

e) [kal = |k[|a], k € R,

f) |a+b| < |a| + |b| (trojahelnikova nerovnost),

g) la+ b+ |a—0b]?> =2(|a]® + |b|?) (rovnobé&znikova rovnost),
h) a je ortogonalni k b pravé tehdy, kdyz |a + b| = |a — b),
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i) a+ b je ortogonalni k a — b pravé tehdy, kdyz |a| = |b|.

Navod: Pouzijte axiomi definujicich skalarni soucin, v ¢asti b) aplikujte axiom pozitivni definitnosti skalar-
niho soudinu na vektor a + tb, tj. (a +tb, a + tb) > 0 pro libovolné ¢t € R a vyuzijte vlastnosti diskriminantu
kvadratického trojélenu, v ¢asti c) predpokladejte vektor b ve tvaru b = ka + ¢, kde (a, ¢) = 0, a ukazte, Ze
¢ je nulovy vektor, v ¢asti f) vyuzijte platnosti b).

x4. Které ze vztahu v pfedchozim prikladu nebudou obecné platit v prostorech unitarnich? Naleznéte protipii-
klady. (V ¢astech 3c) a 3e) uvazujte obecné k € C.)

5. Ve vektorovém prostoru V nad R se zadanym skalarnim soudinem urcete normu vektort u a v, vektory

normujte, vypoctéte jejich skalarni soucin a kosinus jejich odchylky.

a) V=R?
G(i ;) w=(1,3), v=/(0,4),

b) V= PI3], (P(2), Q) = | Px)Q() e, u =", v =0 —2,

c) V.=M(2/3), (A,B) = tr(ABT),

1 01 01 1
u = , v= .
-1 2 0 0 0 2

6. Zjistéte, zda vztahy (e1,e1) = 3,(e2,e1) = —2i, (e1,e2) = 2i,(e2,e2) = 2, kde (e1,e2) je baze ve V2, je
definovan skalarni souc¢in. V kladném ptipadé najdéte libovolnou ortonormaélni béazi.

7. Urcete ortogonalni priamét vektoru a = (1,1,0,2) do sméru vektoru b = (1, —i,1,1). Slozky jsou zadany v
ortonormalni bézi.

8. Necht a = (—1,0), b = (1,1) € V5 v bézi (eq, e2). Definujte skaldrni soucin tak, aby vektory a, b byly vzhledem
k nému ortogonalni. Uréete matici tohoto skaldrniho souéinu v bazi (e, ez).

9. Ortogonalizujte systém vektort (u, v, w) v prostorech se zadanym skaldrnim sou¢inem. Poradi vektorii
systému (u, v, w) muZete zménit s cilem zjednodusit vypocet.

1
a) V = P[2] se skaldrnim sou¢inem (P(z),Q(z)) = [ P(z)Q(z)dz, u =14z, v=1—2z, w =1z,
0

b) V = R4, slozky jsou zadany v ortonormalni bazi, v = (1,2,0,0), v = (0,1,0,—1), w = (—1,0,0, 1),

c) V=R?
1 1 0
G = 1 2 -1 1,
0 -1 3

u=(1,0,0), v =(0,1,0), w = (0,0,1).
10. Urcete ortogonalni doplnék k podprostoru L ve V:
a) V=R3 L =1[(1,1,0)]], slozky jsou zadany v ortonormélni bazi,
b) V=R? L=[(1,1,0)],
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) V="P[2, (P(x),Q(z)) = [ P(x)Q(x)dz, L = [|z* + 1, 1]].

Ct—

11. Urcete matice projekce na zadané podprostory v C4, slozky vektort jsou zadany v ortonormélni bézi.
a) L=1[|(1,0,1,0),(1,1,1,0)],
b) L=]|(1,-1,2,0),(-1,1,1,1),(0,0,2,1)|],
c¢) L=1/(0,i,1,0)]].

1
12. Skalarni sou¢in v P[2] je dan vztahem (P(z),Q(z)) = [ P(x)Q(x)dz. Urcete ortogonalni priimét vektoru
0

v = 2% do podprostoru L = [|x + 1,92 — 5|] a ortogondlni priimét tohoto vektoru do L | . PouZijte normalni
systém rovnic.

13. Pfedpokladejte, ze pro vektory aq, ..., ax € U, plati (a;,a;) = 0, 4,5 = 1,...n, i # j (vektory jsou
ortogonalni). Dokazte, Ze je-li tento systém linedrné zavisly, je alespon jeden z jeho prvka nulovy.

6.2 ,,Fyzikalni“ linearni operatory a jejich vlastni vektory

Fyzikalni prostory, tedy prostory prizptisobené popisu fyzikalnich udalosti, vétsinou vyzaduji
dodatecnou vybavu, kterou predstavuje prave vylozeny skaldrni soucin. Vzpomenme si jen
na dva nejjednodussi fyzikalni ptiklady: elementarni mechanicka prace vykonana urcitou silou
plsobici na téleso je skalarnim soucinem této sily a elementarniho posunuti jejiho ptisobisté,
elementarni indukéni tok magnetického pole je skalarnim souc¢inem vektoru magnetické indukce
a vektoru popisujiciho elementarni orientovanou plosku. A nasli bychom dalsi. Ma tedy jisté také
smysl uvazovat o tom, zda mezi linedrnimi operatory ptsobicimi na vektory takového prostoru
nejsou nékteré, jejichz chovani viici skaldrnimu soucinu je nééim vyjimecné. Soustfedime se na
dva takové typy operatori, které maji zaroven vyznamné fyzikalni vyuziti. Toto vyuziti tzce
souvisi s feSenim problému vlastnich vektort téchto typt operatori.

6.2.1 Unitarni (ortogonalni) operatory

Fyzikalni, poptipadé geometrickou situaci, ktera navozuje definici unitarniho operatoru, si do-
kazeme predstavit velmi snadno.

Priiklad 6.18: Rotace, inverze a zrcadleni

Ve vektorovém prostoru V3 nad polem redlnych ¢isel tvoreném orientovanymi tiseckami se spoleénym pocat-
kem jsme definovali skaldrni souéin vektort vztahem (6.1) a vytvorili tak euklidovsky prostor E5. Tuto definici
nam umoznila skutec¢nost, Ze pro orientované tisecky umime prostfednictvim elementarni geometrie definovat
jejich velikosti a thly mezi nimi. V pfikladu 4.40 jsme pracovali s linedrnim operatorem, ktery predstavoval
otoceni libovolné tsecky v roviné o pevné zvoleny thel. Tuto operaci bychom mohli zobecnit na pfipad trojroz-
mérného prostoru tak, ze doplnime dvojrozmérny podprostor L C F3 jeho ortogondlnim doplitkem a budeme
vektory otacet pti zachovani jejich délky tak, ze otacime jejich ortogonalni priméty do L zpisobem popsanym
v piikladu 4.40. Ve fyzice, typicky naptiklad v mechanice rota¢niho pohybu tuhych téles, obvykle hovorime
o rotaci kolem pevné osy, kterd je predem zvolena. Skutecné, vektory nalezejici do L se pfi rotaci nezméni,
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presnéji feceno, obraz kazdého z nich splyne se vzorem. Obdobné si muZzeme predstavit rotaci kolem pevného
bodu (obecnou rotaci). Pfi ni se rovnéz zachovavé délka vektoru a tihel mezi kazdou dvojici vektorii. Zd4 se vsak,
Ze zde jiz nebude obecné existovat vektorovy podpostor, jehoz prvky zlstévaji pfi rotaci pevné. (Vyjimkou je
pochopitelné vektor nulovy, pro ktery plati ¢(6) = & pfi libovolném linedrnim zobrazeni ¢.) K této ,nazorné“
tvaze se jesté vratime. Ke stejnym zavérim o délkach a thlech dospéjeme pfi studiu stfedové inverze, ktera
prevadi vektory ve vektory opacné, popfipadé pii studiu operaci zrcadleni vzhledem k raznym rovindm.  Oba

L, =[lés]]... ,pevnd osa“

)

/
. ar, ..
e L = [|e, e2]]

I

Ts

S

- =

i(d) = —a €1
Obr. 6.5 Stfedova inverze.

uvedené typy rotace, stfedovou inverzi i zrcadleni mizeme z hlediska algebry zapsat pomoci linearnich operatori
ve E3. Polozme si otazku, jak souvisi skalarni soucin libovolnych dvou vzort se skalarnim souc¢inem jejich obrazii
pfi zobrazeni kterymkoli z uvedenych operatori. Odpovéd je jednoducha. Jestlize operator zachovava velikosti
vektori a thly mezi nimi, zachovava nutné i skalarni soucin, ktery je pomoci velikosti a thlt pfimo definovan.
Je také jasné, ze kazdy linearni operator predstavujici kteroukoli z téchto operaci bude ,prevadét® libovolnou
ortonormalni bazi opét v ortonormélni a bude tedy v kazdé ortonormalni bazi reprezentovan ortogonalni matici.
Skuteéné, vyjadiime-li obrazy ﬁ = (1), fé = p(é), fé = (e3) vektort baze (€1, €, €3) jako jeji linedrni
kombinace, dostaneme

f1 = 01%51 + a%é’z + a‘I’é'g ~ (Oél),

f

12 22 35
0561 + a5 + azes ~ (az),
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L= [|€1 4 €2, 63”

Obr. 6.6 Zrcadleni.
fo = adé1 + a2é + alds ~ (as),

trojice (a1), (a2) a (as) jsou tvoreny slozkami obrazti vektort baze (€1, €2, €3) vzhledem k této bazi. Obrazy
ovsem tvori ortonormalni bazi, stejné jako vzory. Pro jejich skalarni souciny proto plati

1
o
JN J
ffi=(al a2 ot )| a2 | =6y = AAT=F = AT =47},
3
J

(67

kde A = (aF), i,k = 1,2,3. Determinant ortogonalni matice je 1 (pro rotaci) nebo —1 (pro stiedovou inverzi
resp. zrcadleni), nebot det (AAT) = (det A)? = 1. Diilezitou vlastnosti operatoru rotace, inverze ¢i zrcadleni
je jeho regularnost (bézi pfevadi opét v bazi, pfi zobrazeni nedochazi k zadné ,degeneraci“, obvyklé naptiklad
pii projekcich). Jadro tohoto operdtoru je tvofeno pouhym nulovym vektorem, obrazem je cely prostor. Pro
konkrétni predstavu zapiSme jeSté matice operatort rotace kolem osy urcené vektorem €3, rotace kolem bodu
(pocatku soustavy soufadnic, odpovidajiciho vektoru 0), inverze a zrcadleni naptiklad vzhledem k roving urcené
vektory €1 a €. Pro piipad rotace kolem osy oznaéme « tihel otoceni, pro pfipad rotace kolem bodu ozna¢me
7i; uhel mezi obrazem (€;) vektoru €; a vektorem €;. Pro smérové kosiny plati

3

E COS Y5 COS Yij = Oik;-
=1

Ptijdete na to, pro¢? Jakou dalsi vlastnost maji smérové kosiny, popisuji-li opravdu operéator otoc¢eni a nikoli
tfeba zrcadleni nebo stfedovou inverzi? Moznd vam napovi predstava, ze pii rotaci vytvori obrazy vektort
pravotocivé baze opét bazi pravotocivou.

Operator rotace kolem pevné osy spojené s vektorem €3, operator obecné rotace, operator stiedové inverze
a operator zrcadleni vzhledem k roviné uréené vektory €7 a €5 oznaéme postupné @1, @2, @3, ©4. Dostavame:

v1(€1) = (cosa)éey + (sina)éy + 0€,
v1(€2) = —(sinaw)er + (cosa)éy + 0€,
pi(e3) = 0er + 06y + &,
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@2(€1) = (cosv11)€1 + (cosy12)€2 + (cosv13)é3,
= (cosv21)€1 + (COS7a2)€s + (cosa3)€3,

—

(,02(53) = (COS ’}/31)51 + (COS ’)/32)52 + (COS 733) 3,

AS)

I\
D

N

N
|

@3(e1) = —é,
p3(€2) = —éa,
©3(€3) = —és,
904(51) é1,
p4(€2) = éa,
p4(€3) = —é3

Matice operatori v bazi (€1, €2, €3) jsou, opét postupné,

cosa sina 0 COS7Y11 COS7y12 COS7Y13
Al = —sina cosa 0 , Ao = COS7Y21 COS7y22 COS Y23 ,
0 0 1 COS731 COS7Y32 COS Y33
—1 0 0 1 0 0
As = 0 -1 0], A4=]01 0
0 0 -1 0 0 -1

Vsechny tyto matice jsou ortogonalni (ovéfte pomoci vztahu AAT = E. Nepozadujeme-li, aby obecna matice
A = (cos;j), 1 <1, j < 3, pfevadéla pravotoéivou bazi opét v pravotoc¢ivou, bude tato matice obsahovat ostatni
tFi (matici pro rotaci kolem osy, inverzi, zrcadleni) jako specidlni pfipady. Najdéte pro tyto pfipady smérové

uhly vij-

Vlastnost zachovani skalarniho soucinu, ktera byla diisledkem definice geometrickych operaci
v predchozim prikladu, se pri zobecnéni na piipad n-rozmérného vektorového prostoru nad C
stane pfimo soucasti definice.

Uvazujme o unitarnim vektorovém prostoru U, nad C.

Linearni operétor ¢ : U, — U, se nazyva unitdrni (v prostoru euklidovském, tj. nad
R, ortogondlni), jestlize pro libovolné vektory a, b € U, plati

(v(a), ¢ (b)) = (a,b). (6.14)

V prikladu 6.18 jsme na zdkladé geometrické predstavy konstatovali, Ze operatory rotace, in-
verze a zrcadleni budou v ortonormalnich béazich reprezentovany ortogonalnimi maticemi. Pro
konkrétni piiklady jsme tuto vlastnost ovéfili. Pro piipad zobecnéné definice (6.14) vSak musime
obdobné tvrzeni dokazat.
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Podle zakladni véty o linearnich zobrazenich vime, ze lineadrni operator je jednoznacné ur-
¢en zadanim obrazi libovolné baze. Zvolme tedy libovolnou ortonormdlni bazi v U,, B =
= (e, €3, ..., €,), (€i,€;) = 0;;. Oznacime-li A = (0‘3')7 1 < i, j < n, matici unitarniho
operatoru ¢, kterd jej v této bazi reprezentuje, plati

ples) = aj ex,

0ij = (eie5) = (p(es), p(e)) = (afer, afer) =
= af (af)* (e, e0) = af (af)"0p = Y af(a})" =
k=1

— AAT = F — A7' = AT

Matice transponovana a komplexné sdruzené je v roli matice inverzni k A. Jde tedy o unitarni
matici. Pro jeji determinant plati (det A)(det AT*) = |(det A)|*> = 1, tj. det A = exp (ia), a € R.
Determinant matice unitarniho operatoru je komplexni jednotkou. V piipadé vektorového pro-
storu nad R je AT = A~!, matice A je ortogonalni. Pro linedrni operatory zachovavajici skalarni
soucin tedy plati:

Unitarni linearni operator je v libovolné ortonormalni bazi reprezentovan unitarni
matici A, tj. A7! = AT*. Jeji determinant je komplexni jednotkou. Ortogonélni
linearni operator je v libovolné ortonormalni bazi reprezentovan ortogonalni matici
A, tj. A7t = AT, Jeji determinant je 41.

Plati také nasledujici tvrzeni:

Je-li linearni operator ¢ : U, — U,, resp. ¢ : B, — E, reprezentovan nékteré orto-
normalni bazi unitarni, resp. ortogonalni matici, pak je unitarni, resp. ortogonalni.

Vsimnéme si nyni problému vlastnich vektort a vlastnich hodnot unitarnich (ortogonalnich)
operatort. Pfredstavme si nejprve opét rotaci kolem pevné osy, kolem pevného bodu, inverzi a
zrcadleni v trojrozmérném euklidovském prostoru. Vektory pii nich nemeéni svou délku. Tuto
vlastnost musi mit i pfipadny vlastni vektor @, pro ktery ¢(u) = M. Vektor A (obraz vlastniho
vektoru) m4 tedy stejnou délku jako vzor «. Pro hodnotu A tedy piipadaji v tivahu jen dvé
moznosti, A = 1, nebo A = —1. Kterd z nich se u jednotlivych ,geometrickych® operatori
opravdu realizuje a jaké budou vlastni vektory? Pii hledani odpovédi na tuto otazku se mizeme
jednak oprit o geometrickou predstavu, jednak resit problém algebraicky.
Priklad 6.19: Vlastni hodnoty a vlastni vektory operdtoru rotace kolem pevné osy

UvaZzujme o rotaci libovolného vektoru @ (orientované tsecky umisténé v poc¢atku soustavy souradnic) kolem

vektoru €3 (viz obr. 6.7). Pokud vektor # nepat¥{ do nékterého z podprostori [|€3|] resp. [|€71, €2]], nemiize byt
jeho obraz pfi rotaci kolem €3 kolinedrni se vzorem u. Takovy vektor v zadném piipadé neni vlastnim vektorem
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a0, a=0 a=T

Obr. 6.7 Vlastni vektory operatoru rotace kolem pevné osy.

operatoru rotace. Naproti tomu libovolny vektor « € [|€3]| je pfi rotaci totozny se svym obrazem, tj. p() = 4.
Je tedy vlastnim vektorem prislusnym hodnoté A = 1. VSechny prvky vektorového podprostoru vytvoreného
vektory €1 a €; (s obvyklou vyjimkou nulového vektoru) jsou vlastnimi vektory operdtoru rotace pravé kdyz
otaéime o thel @ = 0 nebo o = 7 (viz také piiklad 4.51). V piipadé obecného tihlu otoceni zadné dalsi vlastni
vektory nedostavame. Algebraicky vypocet dava stejny vysledek:

cosa — A sin av 0
det —sina  cosa—A 0 =0 = A2 =-exp(dia), \3=1.
0 0 1—2A

Komplexné sdruzené charakteristické kofeny A; o jsou (pro a # 0, 7) v prostoru nad R jako vlastni hodnoty
nepouzitelné. Mame jedinou vlastni hodnotu, A3 = 1. Dosadime-li ji do matice (A — AFE), dostdvame soustavu
rovnic pro vlastni vektory:

cosao—1 —sina O cosa—1 —sina 0
(A= X3E)T = sin «v cosa—1 0 |~ 0 1 0 | = @=(0,0,~)€]|és]]
0 0 0 0 0 0

(Pamatujme, Ze zavér plati pro o # 0. Pro oo = 0 mé operétor trojndsobnou vlastni hodnotu A1 23 = 1, matice
A — 1F je nulova a vSechny vektory prostoru jsou vlastni. To ovSem neni nijak prekvapivé, nebot operator je v
tomto ptipadé identitou, A = E.)

UvaZzujme nyni o obecné rotaci popsané matici smérovych kosint (cos~;;). ,,Geometricka intuice“ ¢&i ,pfed-
stavivost“ pravdépodobné napovi, Ze pevnym zistava opravdu jediny prvek, nulovy vektor. MizZeme tedy ucinit
zaver, ze pii obecné rotaci v trojrozmérném vektorovém prostoru nad R neexistuji vlastni vektory? Zamysleme se
nad timto problémem jesté z algebraického hlediska. Charakteristicky polynom operatoru rotace je polynomem
tfetiho stupné s redlnymi koeficienty. Polynom s realnymi koeficienty vSak ma realné kofeny nebo dvojice kofent
komplexné sdruzenych. Stupeil naseho polynomu je lichy, proto alespon jeden kofen musi byt realny. Tomuto
kofenu vSak bude prisluset nejméné jednorozmérny vektorovy podprostor vlastnich vektorti. Dospivame tak k
rozporu mezi algebraickou tvahou a ,nazornou“ geometrickou predstavou. Ktera z nich je spravna? Na tomto

ptikladu vidime, jak néas ,zfejmé* a ,nazorné“ geometrické tvahy, a to dokonce i v ,nasem“ trojrozmérném
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prostoru, mohou zavést k chybnému zavéru. Ke spravnému zévéru nas bezpecné dovede uvaha algebraické, ne-
bot pro kazdou rotaci uréenou obecnymi smérovymi kosiny existuje takova osa, Ze rotaci lze popsat jako otoceni
kolem ni o urcity thel a. Slozky jednotkového vektoru této osy a tihel otoceni « jsou jednoznacné uréeny hodno-
tami cosy;;. V Teci algebry tato ,osa“ predstavuje jednorozmérny vektorovy podprostor L vlastnich vektorti
prisludnych realné vlastni hodnoté operdtoru rotace A = 1, nebo A = —1. V ortonormalni bézi (¢}, €%, €%), pro
kterou L, = [|€%]], bude mit matice operatoru rotace ,Casteéné® diagonalni tvar odpovidajici operatoru rotace
kolem pevné osy [|€4]] o tthel a (bude tvofena dvéma bloky fadu 2 a 1 umisténymi na diagonale, ostatni prvky

budou nulové).

Priklad 6.20: Vlastni hodnoty a vlastni vektory operatortu stfedové inverze a zrcadleni

V pripadé téchto operatori funguje geometricka intuice dobfe. Pri stfedové inverzi je obrazem obecného
vzoru 4 opacny vektor —u. Kazdy vektor prostoru je tedy vlastnim vektorem operatoru stiedové inverze pii-
slusnym vlastni hodnoté A = —1 (obrézek 6.8). Algebraicky vypocet, pfi némz A = —E, dava trojnasobnou

vlastni hodnotu A = —1, matice A — AE je nulova a pro kazdy vektor prostoru @ o slozkach (u) = (u* u? u?)

je (w)(A— AE) = (0) = (0 0 0).

L

QL
D,
(V)

Obr. 6.8 Vlastni vektory operatoru stredové inverze.

SO(ULJ_) = —ur,, o
ﬁLL e /\
ur, =Yn, €1 Iy

n

Obr. 6.9 Vlastni vektory operatoru zrcadleni.

Pfi zrcadleni vzhledem k roviné urcéené vektory €7 a €, tj. dvojrozmérnému vektorovému podprostoru L =
= [|€}, €3]], je obrazem kazdého vektoru leziciho v L pfimo vzor samotny. Podprostor L je tedy tvofen samymi
vlastnimi vektory pfislusnymi vlastni hodnoté A; = 1. Vlastnim vektorem je rovnéz kazdy vektor z ortogonalniho
dopliiku tohoto podprostoru L = [|€5]], obrazem kazdého vzoru je vSak vektor opaény, takze piislusné vlastni
hodnota je Ao = —1. Jiné vlastni vektory nejsou. Stejny vysledek musime samoziejmé ziskat algebraickym
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postupem. Operétor zrcadleni je reprezentovan diagonalni matici uvedenou v piikladu 6.18 (viz téz obrazek 6.9
vlevo). Charakteristicky polynom je (A — 1)%(A + 1) a ma dvojnésobny kofen A\; = 1 a jednonasobny Ay = —1.
Resenim odpovidajicich soustav rovnic po slozky vlastnich vektorti dostdvame:

00 0

A-ME)'=[ 00 0 |=d=@"v?0)= L =][é,é]=L,
00 —2
2 0 0

A-XE)'=[0 2 0 |=u=(0,0,v")= Ly=[&|] =L..
00 0

Co kdyz v8ak provadime zrcadleni vzhledem k obecné ,roving“ (obrazek 6.9 vpravo)? Ozna¢me jeji normélovy
jednotkovy vektor 7i a thly, které svird s vektory béze €1, é; a €3 necht jsou a, 8, 7. Plati 7 = cosaeé) +
+ cos 8 & + cos~y €3. Ortogondlni priamét vektoru @ do sméru vektoru 7 je (@, 77)7. Zrcadlovy obraz vektoru @

ma tvar
o) = a — 2(un),

obrazy vektort baze jsou tedy

p(e) = é —2eEmn = (1-2cos?a)e; — (2cosacosf)éa — (2cosacosy)es,
() = & —2(ei)i = —(2cosacosf)er + (1 —2cos?B)ey — (2cosBcosy)és,
©(€3) €3 — 2(e3n)n —(2cosacosy)er — (2cosBcosy)ey + (1 —2cos?y)és.
Matice operatoru zrcadleni je
1—2cos’a —2cosacosfS —2cosqcosy
A= —2cosacosS 1—2cos23 —2cosfcosy

—2cosacosy —2cosfBcosy 1—2cos?y

Kdo chce, miize pocitat charakteristicky polynom a charakteristické kofeny pomoci této obecné matice. Kdo si
vS8ak vzpomene, Ze charakteristicky polynom a tedy i charakteristické kofeny operatoru nezavisi na volbé baze,
ma velkou éast prace hotovou. Vi totiz, Ze charakteristické kofeny musi vyjit A; = 1 (dvojndsobny kofen) a Ao =
= —1 (jednonédsobny kofen). Geometrickd piedstava Fikd, ze vlastni vektory p¥islusné hodnoté Ay = —1 budou
tvofit jednorozmeérny vektorovy podprostor [|7i|] a vlastni vektory piislusné hodnoté A\; = 1 jeho ortogonalni
doplnék. To snadno ovérime feSenim prislusnych soustav rovnic:

—2cos?a —2cosacos B —2cosacosy cosa cosf cosy
(A-=ME)T = —2cosacosf —2cos?f —2cosfBcosy | ~ 0 0 0
—2cosacosy —2cosfBcosy —2cos?y 0 0 0

Této soustavé rovnic vyhovuji vSechny vektory @ = (u1, ua, us), pro které je u; cos a + ug cos § + ug cosy = 0,
tj. © L 7i. Pro Ay = —1 dostavame

2 —2cos’a —2cosacosS —2cosacosy
(A=XE)T = —2cosacosf  2—2cos?8  —2cos B cosy

—2cosacosy —2cosfcosy 2 —2cos’y
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Soustavé rovnic o této matici vyhovuje vektor @7 = (cos«, cos 3, cos~y) a libovolny jeho nésobek, tj. vektorovy
podprostor [|7]]. Snadno se o tom pfesvédéime pfimym dosazenim do v8ech rovnic soustavy, vezmeme-li v Gvahu
vztah cos? a+cos? B+ cos? v = 1 (vektor 7 je jednotkovy). Vektorové podprostory vlastnich vektort prislugnych
riznym vlastnim hodnotam vsak, jak jsme jiz dfive ukazali, nemaji s vyjimkou nulového vektoru spole¢né prvky.
Protoze hodnoté A\; = 1 pfislusi dvojrozmérny podprostor — to jsme vypocitali pred chvili — zbyva na hodnotu
Ao = —1 pouze podprostor jednorozmérny. Zadné dalsi vlastni vektory nez nasobky vektoru 7 jiz nedostaneme.
Vidite, jak ndm opét pomohla obecna algebraicka ivaha? Ani jsme nepiijemné vypadajici matici (A — Ao E)T

nemuseli upravovat.

V predchozich ptikladech jsme studovali ortogonalni operatory v trojrozmérném euklidov-
ském prostoru. Tyto operatory zachovavaly skaldrni soucin vektort, tj. skalarni soucin dvou
libovolnych vzort byl shodny se skalarnim soucinem odpovidajicich obrazi. Vlastni hodnoty
takovych operatort byly 1 nebo —1. Je to snad ndhoda? Zobecnime ted nase Givahy na unitarni
operatory pro pripad obecné dimenze vektorového prostoru nad polem komplexnich ¢isel a bu-
deme se snazit zjistit néjaké obecné vlastnosti jejich vlastnich vektorti a hodnot vyplyvajici z
definiéniho pozadavku na skaldrni soucin. Necht a je libovolny z vlastnich vektort operatoru
¢ : U, — U, prislusnych vlastni hodnoté \. Plati

vla) = a = (¢(a), p(a)) = (Aa, Aa) = A\*(a, a).
Protoze vsak
(p(a), p(a)) = (a,a) #0, je |\ =1= A=exp(ia), a€R.

Vlastnimi hodnotami unitarniho operatoru jsou vyhradné komplexni jednotky. Jiz z diivéjsich
uvah ve vektorovych prostorech, které nemusely byt vybaveny skalarnim soucinem, vime, ze
kazdé vlastni hodnoté prislusi, po doplnéni nulového vektoru, podprostor vlastnich vektort.
Podprostory piislusné riznym vlastnim hodnotam pfitom maji spolecny pravé jen ,doplnény“
nulovy vektor. Nebudou mit tyto podprostory pro pfipad unitarniho operatoru néjakou dalsi
specialni vlastnost? Vratime-li se k prikladiim geometrickych operaci zachovavajicich skalarni
soucin v trojrozmérném euklidovském prostoru, urcité si vzpomeneme, ze tyto podprostory byly
navzajem kolmé. Libovolny vlastni vektor pfislusny napftiklad u zrcadleni hodnoté 1 byl kolmy
k libovolnému vlastnimu vektoru prislusnému hodnoté —1. A opét to neni ndhoda. Zvolme
libovolny vlastni vektor a unitarniho operatoru ptislusny hodnoté \; a libovolny vlastni vektor
b prislusny hodnoté Ay # A;. Plati

p(a) = Mia = exp (ia) a, ¢(b) = Asb = exp (i) b =

— (p(a), (b)) = exp ([i(a = B)] (a,b).

7 pozadavku shodnosti skalarniho souc¢inu vzort a obrazii dostavame

(e(a), ¢(b)) = (a,b) = exp[i(a — F)] (a,b) = (a,b).
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Splnit tuto rovnost lze pouze pro (a,b) = 0 nebo pro exp [i(a — )] = 1. Druhy piipad by ovsem
znamenal, ze A\; = 9. Musi tedy nastat prvni moznost, predstavujici skutecnost, ze vektory a a
b jsou ortogonalni. Protoze byly vybrany libovolné, je zfejmé, ze jsou ortogonalni celé podpro-
story vlastnich vektort prislusnych navzajem ridznym vlastnim hodnotdm. Oznac¢me vSechny
navzajem ruzné vlastni hodnoty unitarniho operatoru A; az ., jejich nasobnosti postupné k;
az k., ky + -+ + k. = n. V obecném ptipadé€ pro dimenze vektorovych podprostori vlastnich
vektord ¢; = dim L; plati ¢; < kj, takZe vektory z L, az L, nemusi obecné generovat cely
prostor U,. Je tomu v piipadé unitarniho operatoru stejné? Oznac¢me L = L + ---+ L, a
k=dmL = q +---+ q.. Predpokladejme, Zze k < n. Oznacme dale L, ortogonélni doplnék
podprostoru L v U, dim L, = (n — k) > 1. Z unitarnosti zobrazeni ¢ vyplyva, ze pro kazdy
vektor b € L je také p(b) € L, podprostor L, je takzvané invariantni vzhledem k zobrazeni
¢ (zkuste sami dokdzat). Zvolime-li nyni novou ortonormalni bézi prostoru U, tak, aby byla
tvofena pravé k vektory f1, f2 aZ fi, z podprostoru L a (n—k) vektory fx.1 aZ f, z ortogonélniho
dopliiku L, bude mit operator ¢ v této bazi matici, kterd bude zcasti diagonalni, konkrétné

A0 0 ...0 |0
0 A 0 ... 0 |0
A= ..o oo
0 0 0 ... X |0
o 0 0 0 0 |B

Kazda z hodnot \; se pfitom v diagonéle vyskytne g;-krat, B je unitarni matice fadu (n — k)
(matice A totiz musi byt stéle unitarni — piesli jsme sice k jiné bazi, ale ta je rovnéz ortonor-
maélni, jako byla baze ptivodni) a reprezentuje jisty unitarni operator piisobici ve vektorovém
prostoru L. Charakteristicky polynom operatoru ¢ je

det (A —AE) = (A — AN (Xg = AN)? - (A, — A\)? det (B — \E).
Na druhé strané vsak plati
det (A —AE) = (A — V(A = NF2 o (N = NP,

Operator v L, reprezentovany matici B musi tedy mit rovnéz vlastni hodnoty A\; az A\, o
nasobnostech (k1 — ¢1) az (k. — ¢,). Jim musi odpovidat vlastni vektory operatoru ¢ lezici v
L. My jsme vsak pted chvili oznacili vektorovy podprostor obsahujici vsechny vlastni vektory
operatoru ¢ jako L. Dostavame se tak ke sporu. Vychozi predpoklad, spocivajici v nerovnosti
k < n, byl tedy chybny. Ve skutecnosti plati £ = n, ¢; = k;. Dimenze vektorového podpro-
storu vlastnich vektorii pfislusnych hodnoté \; je tedy rovna jeji nasobnosti a vlastni vektory
operatoru generuji cely vektorovy prostor. V ortonormalni bazi tvorené pravé témito vlastnimi
vektory ma matice operatoru diagonalni tvar. V diagonale jsou vlastni hodnoty, kazda z nich
tolikrat, kolik ¢ini jeji nasobnost.
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Tento vysledek je velmi dilezity, nebot predstavuje tiplné vyteseni problému vlastnich hod-
not a vlastnich vektori pro velkou tfidu linearnich operatori, které navic hraji zavaznou roli
v geometrii, fyzice a technickych aplikacich. Proto jej formulujeme v podobé matematického
tvrzeni.

Véta 6.1: Pro unitarni linedrni operdator ve vektorovém prostoru U, plati:

(1) Vsechny vlastni hodnoty operdtoru jsou komplezni jednotky.

(2) Dimenze podprostoru vlastnich vektori operatoru prislusnich téZe vlastni hod-
noté je shodnd s ndsobnosti této vlastni hodnoty jako korene charakteristického
polynomu operatoru.

(8) Kazdé dva podprostory vlastnich vektori operdtoru prislusnych riznym vlast-
nim hodnotdm jsou ortogondlni.

Premyslejme, oc¢ je tato véta ,silnéjsi“ nez byly obecné zavéry o problému vlastnich vektori
operatorti v n-rozmérnych prostorech. Predevsim rozvazme, zda prinasi néco nového, pokud
jde o moznost diagonalizace operatoru, tj. moznost nalezeni takové baze vektorového prostoru
U,, v niz bude operator reprezentovan diagonalni matici. Podle véty 4.3 je kazda takova baze
tvofena vlastnimi vektory operatoru. Otazka tedy zni, zda vlastnosti shrnuté ve vété 6.1 prispéji
k tomu, aby se podafilo nalézt dostatecny pocet, tj. n, linedrné nezavislych vlastnich vektori. Z
prikladi odstavce 4.3.2 jsme se jiz poucili, Zze obecné to vzdy jit nemusi. Vektorové podprostory
(napriklad L, L) vlastnich vektori odpovidajicich riznym vlastnim hodnotam \; # Ay maji
sice tu vlastnost, ze jejich priinik obsahuje jediné nulovy vektor a pfi jejich secteni se ,neztraci®
dimenze (dim (Ly + Lg) = dim L; + dim L), jejich celkova dimenze vSak muze byt nizsi nez
dimenze celého prostoru. V pripadé unitarnich operatorti v prostorech se skalarnim soucinem
vSak je navic zajisténo, ze dimenze kazdého podprostoru vlastnich vektord prislusného dané
vlastni hodnot€ je rovna nasobnosti této hodnoty. Soucet nasobnosti vlastnich hodnot — kotenti
charakteristického polynomu operatoru — je ovSsem roven stupni polynomu, tj. n. Vektorové
podprostory L, az L, prislusné vSsem navzajem riznym hodnotam A az A, generuji cely prostor.
Unitarni operator mtizeme tedy diagonalizovat vZdy! Skutecnost, ze L; L L;, 1 <4,j <mn, i #
= j, navic usnadnuje nalezeni ortonormélni baze z vlastnich vektori. Ortogonalizacni procesy
totiz staci uplatnit jen v podprostorech vlastnich vektort. To, Ze vlastnimi hodnotami jsou
zrovna a jediné komplexni jednotky, vypadd mozné v tuto chvili jako pouhd zajimavost. Ale
i ona ma svou vyznamnou geometrickou a fyzikalni interpretaci. Pozdéji uvidime. Nyni vSak
formulujme dtsledky vét 4.3 a 6.1, které jsme pravé objevili.
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Dusledky: Z vét 4.3 a 6.1 vyplyvaji tyto vlastnosti unitarnich operatoru v U,:

e Podprostory vlastnich vektori operatoru generuji prostor U,, tj. L1 + --- +

+ L, =U,.

e 7 vlastnich vektorti operatoru lze sestrojit ortonormalni béazi prostoru U,,. V
této bazi je operator reprezentovan diagonalni matici. Diagonéla je obsazena
vlastnimi hodnotami operatoru, z nichz kazda se vyskytuje prave tolikrat, kolik

¢ini jeji nasobnost.

Priklad 6.21: Linearni operatory a transformace souradnic

Pamatujete si jesté grupové panoptikum z prikladu 4.87 Vystupovaly v ném riazné grupy ¢tvercovych matic
s riznymi vlastnostmi. Grupa U(C,n), je tvofena unitdrnimi maticemi fddu n, jeji podgupa SU(C,n) obsahuje
jen ty z nich, jejichz determinant je jednotkovy, grupa O(R,n) resp. jeji podgrupa SO(R,n) jsou tvofeny or-
togonalnimi maticemi resp. ortogonalnimi maticemi s jednotkovym determinantem. Spole¢nou vlastnosti vSech
grup matic uvedenych v piikladu 4.8 ovSem byla jejich regularnost. A takové matice vzdy mohou realizovat
pfechody mezi bazemi ve vektorovych prostorech dimenze n. Tytéz grupy ¢tvercovych matic mohou na druhé
strané hrat roli pii reprezentaci linedrnich operatortu urcitého typu v bazich. Je mezi prechody od baze k bazi a
reprezentaci linearnich operatori maticemi néjaka souvislost? Jednoduse ji ukazuje obrazek 6.10. Pfechod mezi

QL

-
—

€1

Obr. 6.10 Transformace baze a linearni operatory.

bazemi (€1, €>) a (€], &) v roviné nakresleny na obrazku si lze pfedstavit jako oto¢eni baze o tihel «. Linedrni
operator, ktery oto¢i o tthel o vSechny vektory, je v bazi (€1, &) reprezentovan ortogonalni matici T uréenou
obrazy baze, zpétny prechod matici inverzni S:

Cos &

—sina

N

Obrazy vektori baze €] = ¢(€1) a &,

sin o

COos «

) oo

Cos &

sin o

—sin«

COS «x

) |

©(€>) opét tvoil bazi, nebot matice T reprezentujici operator ¢ je
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— —

regularni. Vektor @ ma v bézi (€1, €>) stejné slozky jako vektor o(a@) v bazi (€7, €3) = (v(€1), ¢(€2)), tj.

Q= ald, (@ =alp(@)=alrie,

zatimco v ¢arkované bazi mé stejné slozky jako vektor ¢ ~1(@) v bazi piivodni. Operéator ¢! je v bazi (€1, €)
reprezentovan matici 7-! = 9, tj.

al’ =alcosa+ a?sine, o =—alsina+ a®cosa,

(a) = (@T™ = o'’ =al o).
Dostali jsme pravé vztahy (4.13) pro transformaci slozek vektoru pfi zméné béze. Pfevod vektoru do jiné béze,
jejiz vektory jsou dany jako obrazy ptvodni baze operatorem ¢, si tedy mtzeme predstavit také jako jeho obraz
1

inverznim operatorem ¢~ v bazi puvodni.

Priklad 6.22: Co znamenaji komplexni jednotky jako vlastni hodnoty linearnich operatoru

V tvodu odstavce 4.3 jsme ponékud predbéhli ,fyzikalnim udalostem* a fekli si, jaky vyznam maji linedrni
operatory ve vektorovych prostorech pro kvantovou mechaniku. Pfipomenme, ze stav fyzikalni soustavy, ktera
se Tidi zakony kvantové mechaniky, je vhodné reprezentovat prvkem jistého vektorového prostoru — vektorem.
(Obecné se jednd o vektorovy prostor urcitych specidlnich vlastnosti, Hilbertiv prostor, v fadé piipadt vSak
vystacime i s unitdrnim vektorovym prostorem koneéné dimenze.) Plisobenim linedrniho operdtoru na vektor
stavu dostaneme jeho obraz, tj. zménime stav soustavy. Jeden z ¢astych zptisobti popisu stavl soustavy vyuziva
takzvané souradnicové reprezentace. V takovém pripade€ je stav soustavy, naptiklad ¢astice v trojrozmérném pro-
storu, popsan jistou komplexni funkci soutadnic a ¢asu |stav ) ~ 1 (z,y, z,t). Ze i funkce tvoi{ vektorovy prostor
(s obvyklou operaci séitani funkei a nasobeni funkce ¢islem), jsme se jiz diive presvédéili. Funkee 9 (x,y, 2, t)
sama nemé bezprostiedni nazorny fyzikalni vyznam. M4 jej vSak ¢tverec jeji absolutni hodnoty | (x,y, z,t)|?.
Podle Heisenbergovych relaci neurcitosti, o kterych jsme se v odstavci 4.3 jiz také zminili, se kvantové ¢astice
chovaji tak ,divné“, Ze jim nelze pfisoudit uréitou polohu (ledaze bychom pfipustili tiplnou ztratu informace
o jejich hybnosti). Vymezime-li v prostoru maly objem s poéatkem v bodé (x,y,2), tj. (x, z + dx) x (y, y +
+dy) x (z, z + dz), muzeme pouze ur¢it elementarni pravdépodobnost nalezeni ¢astice v tomto objemu. Ta je
rovna

dP(z,y, z,t) = [¢(x,y, 2, 1)|* dz dy dz.

Funkce [¢(z,vy, z,t)|?> mé& tedy vyznam hustoty pravdépodobnosti, tj. rozdéleni jakési kvantovémechanické na-
hodné veli¢iny, kterou bychom mohli nazvat ,poloha ¢astice”. Jak tyto tvahy souviseji s vlastnimi hodnotami
unitarnich operator? Vynasobime-li funkei ¢ (x, y, 2, t) libovolnou komplexni jednotkou exp (icr), dostaneme sice
obecné jinou funkci — jiny stav kvantovémechanické soustavy, nezménime vSak hodnotu odpovidajici hustoty
pravdépodobnosti. Bude-li funkce ¢ (z,y, z,t) jako prvek vektorového prostoru vlastnim vektorem unitarniho
operatoru ¢ (unitarni operator zde mtize opét predstavovat napiiklad transformaci soufadnic nebo prostorové
rotace, popfipadé ¢asovy vyvoj soustavy), pak se jeji obraz bude od vzoru lisit pouze vyndsobenim piislusnou
vlastni hodnotou, tedy komplexni jednotkou. Stav soustavy se zméni tak, ze dojde pouze ke zmeéné faze, tj.

i |

o(|stav)) = e'* | stav ),

P((x,y,2,1) = € Y(x,y, 2,t) = |p((z,y,2,1)]> = [¢(z,y, 2, 1) *.
»Fyzikdlné“, z hlediska pravdépodobnostni interpretace funkce ¢ (z,y, z,t), tedy k zddné zméné nedochazi.

Funkei ¢(x,y, z,t) se také ¥ikd amplituda pravdépodobnosti nebo vinovd funkce, nebot za urcitych okolnosti lze

pro funkce tohoto typu pouzit principu superpozice obdobné jako v pripadé skladani vinéni.
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Priklad 6.23: Kvantova mechanika a vyvoj v Case

O tom, Ze se kazd4a soustava méni, vyviji s asem, nepochybuje nikdo, ani fyzikalni a matematic¢ti laikové.
Popsat tento vyvoj korektné, presné a vérohodné vsak jiz kazdy nedovede. Volba takového popisu totiz musi
odpovidat principtim, jimiz se dana soustava fidi a vysledky musi byt v souladu s experimentem. Jak vime,
vhodny popis soustav vyskytujicich se v mikrosvété je jiny nez popis klasickych mechanickych soustav tvofenych
dostatecné velkymi objekty. V klasické mechanice je stav hmotné Céastice urcen jeji polohou a rychlosti. Jeho
¢asovy vyvoj je dan zrychlenim, a to se fidi druhym Newtonovym zadkonem. Je totiz uréeno vyslednici vSech
sil, jimiz na ¢astici ptsobi jeji okoli. Vyjadfeni zrychleni pomoci vyslednice sil predstavuje pohybovou rovnici
a jejim fesenim muzeme ziskat stav c¢astice v libovolném okamziku ¢, zname-li stav v urc¢itém okamziku tq. V
predchozim prikladu jsme si jiz v8imli moznosti popsat vyvoj stavu ¢astice v mikrosvété pomoci unitarniho
operatoru pusobiciho na vlnovou funkci. VSimnéme si nyni obecného popisu c¢asového vyvoje, kdy budeme
uvazovat o stavu jako o prvku abstraktniho vektorového prostoru stavu U, nikoli jen jako o vlnové funkci.
Ozna¢me znadmy stav v okamziku ¢y jako

Istav(to)) = (to), U(to) € Un.

Stav v okamziku t je pak
[stav(t)) = U(¢), C(t) € U,.

Vektory stavu lisici se jen svou ,délkou” neptfedstavuji fyzikalné odlisné situace, reprezentuji tyz stav. Presnéji
feCeno je stav urcen jednorozmérnym podprostorem prostoru stavii. Nic nebrani tomu, abychom pro jednodu-
chost pracovali s jednotkovymi vektory, tj. (¥(to), U(t)) = 1, ale také (¥(t), ¥(t)) = 1. Casovy vyvoj stavu,
tedy pohybovéa rovnice ¢astice, bude mit obecny tvar

U(t) = Tiro—t) (P(to)),

kde 7(1,—¢) je vhodny linearni operator prevadéjici stav v okamziku to ve stav v okamziku ¢. Je zfejmé, Ze v
piipadé jednotkového vektoru ¥(tg) bude vektor ¥(t) rovnéz jednotkovy pravé tehdy, bude-li operator 7(;, )
zachovavat skalarni souéin, tj. bude-li unitarni. A jesté jednu zajimavou vlastnost bude tento operdator ¢asového
vyvoje mit. Jestlize Ty, 4 prevede stav W(tg) ve stav U(t), pak T(;_,) pievede stav ¥(t) ve stav ptivodni,
U (o). Proto plati

7—(250%75) = (’T(tﬁto))_l :

Operator 7(;,—+) bychom mohli nazvat tfeba operdtorem ,TAM* a (to—t)

A co myslite, jakou specidlni vlastnost ma operdtor T, )7

= T(t-1y) Pak operdtorem ,ZPET*.

Pozn. 1: V soufadnicové reprezentaci je ¢asovy vyvoj stavu, reprezentovaného vlnovou funkci ¢(z,y, z,t),
popsan Schridingerovou rovnici

2
LOU T

(5‘2111 0% 82w>
1 - Y A o .
ot 2m

9z " 0y2 | 922

Pozn. 2: Pozorny c¢tendf si mohl viimnout, Ze o operatoru 7, a priori pfedpokldddme, Ze je linedrni. Mtze
se pak ptat pro¢. Je to proto, aby se pusobenim operatoru ,nepokazil“ princip superpozice stavi.
K vyjadieni pohybové rovnice kvantové mechaniky pomoci unitarniho operatoru se vratime jesté jednou

pozdéji, v jednom z prikladti odstavce o samoadjungovanych operatorech.




6.2. ,FYZIKALNI“ LINEARNI OPERATORY A JEJICH VLASTNI VEKTORY 451

6.2.2 Samoadjungované (symetrické) linearni operatory

Vratme se k tvodu odstavce 4.2.1, v némz jsme se zabyvali obecnym tvarem linearnich vztahtu
mezi vektorovymi veli¢inami. Shrneme-li napfiklad vztah mezi momentem hybnosti tuhého
telesa L a jeho thlovou rychlosti & do jednoho zapisu, mizeme psat pro slozky (s indexy podle
fyzikalnich zvyklosti opét dole, ale i tak s pouzitim Einsteinovy séitaci symboliky)

L; = Jijw;, 1<14,5<3.

Tento vztah chapeme jako piisobeni linearniho operatoru J na vektor &, ktery je vzorem,
obrazem je vektor L. Vyznam jednotlivych slozek tenzoru momentu setrvacénosti (J;;) snadno
ziskame z definice momentu hybnosti

E:/gfxﬁdvz/gfx(wxf)dv.
1% 1%

Stejné jako v tvodu odstavce 4.2.1 je integra¢nim oborem objem télesa (trojny integral), o je
hustota, ktera ani nemusi byt konstantni, 7 je polohovy vektor obecného bodu v télese, jehoz
slozky x, y a z jsou integra¢ni proménné, ¥/ je rychlost tohoto bodu, & okamzita thlova rychlost
rotace télesa kolem pevného bodu. Z obrazku 6.11 vidime, Ze pohyb obecného bodu télesa

oskulacni kruznice

Obr. 6.11 K vypoc¢tu momentu hybnosti.

mizeme v daném okamziku interpretovat jako pohyb po jisté ,okamzité“ oskulacni kruznici,
ktera se tésné primyka ke kiivce, po niz se bod ve skutec¢nosti pohybuje. Proto jsme dosadili
U =& X §=d x . Pouzijeme-li vzorce pro ,dvojity“ vektorovy soucin (zkuste si jej odvodit)
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@ x (b x &) = (aé)b — (ab)é, dostaneme

. / ol(F2) — (F5)A V.

RozepiSeme-li jednotlivé slozky tohoto vektorového vztahu (zkuste to), dostaneme pro J;
vztahy:

= [ o+ da= [ o+, du= [ o+,
v v v

Jig = Jo1 = _/Qxydv7 Jiz = J31 = —/be'ZdV, Joz = Jzz = —/gyde.
1% 1% 1%

Pro poradek poznamenejme, Ze je-li téleso tuhé a soustava souradnic je s nim pevné spojena, jsou
veli¢iny .J;; konstantni (nezavislé na case). Vsimnéme si vSak jedné velmi podstatné vlastnosti.
Sestavime-li z hodnot J;; matici, bude symetrickd vzhledem k hlavni diagonale. Plati J =
= JT. Tuto matici samoziejmé interpretujeme tak, %e ve zvolené ortonormdlni bazi (soustavé
soufadnic) reprezentuje linearni operator prifazujici vektorim uhlové rychlosti odpovidajici
vektory momentu hybnosti. Pfejdeme-li pomoci matice prechodu 7' k jiné ortonormalni bazi,
nebude jiz operator reprezentovat matice J = (J;;), ale matice podobnd, J' = TJT ! (viz
vztah (4.26)). Také tato matice je vSak symetrickd, nebot matice pfechodu mezi ortonormalnimi
bazemi v euklidovském prostoru je ortogonalni, 7! = T7. Plati pak

(N =TT H =(rHY' ST =TJT ! =T,

Pravé symetrie je typickou vlastnosti fyzikalnich veli¢in, které maji charakter linearnich ope-
ratori ve vektorovych prostorech. Ma tedy smysl se takovymi operatory zabyvat obecné a
zejména se zamérit na problém jejich vlastnich vektort. Co kdyz vlastnost symetrie pfinese pro
jeho Teseni néco zajimavého? Co kdyz, podobné jako tomu bylo u unitarnich operatori, existuje
i zde baze tvorena vlastnimi vektory? To by se pak s operatory pocitalo velmi snadno, protoze
bychom je mohli reprezentovat diagonalni matici. Nejprve vsak musime definovat ,symetrii“
operatoru co nejobecnéji. Ke konstrukci definice pouzijme jesté jednou priklad s momentem
setrvacnosti.

Priklad 6.24: Vzory, obrazy a skalarni souciny

Zobrazime operatorem J dva rtzné vektory tthlové rychlosti a vypocteme urcité skalarni souciny
L=J@&), L'=J),

w1 Jin Jiz Jis w1
LLTJI = ( L1 L2 L3 ) OJ’Q = ( w1 W2 Ws ) J12 J22 J23 wé =
ws Jis Jos Jss A
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= anlwll + J12<wlw/2 + WQWS) + Jlg(wlwg =+ wgwi) + Jgg&)g&)é + J23(w2w§ + wgwlz) + Jgg(x)gwg.
Pfi vypoctu jsme vyuzili symetrie matice (J;;). Prohlédnéte si vysledek dikladné a snazte se objevit néjakou
symetrii. Jisté vam neunikne, ze zdména vektortt & a &’ vysledek nezméni. Plati tedy

L3 =L = (J(@),3") = (@, J(3").

Objevena symetrie spo¢iva v tom, Ze skaldrni sou¢in prvniho obrazu L = J(dJ) a druhého vzoru @’ je shodny
se skaldrnim souéinem prvniho vzoru @ a druhého obrazu L’ = J(&J’). Vzory jsme nijak specidlné nevybirali,
takze zjisténa vlastnost je obecné.

Vlastnost symetrie operatoru momentu setrvacnosti se stane zakladem definice, kterou zo-
becnime na libovolny n-rozmérny unitarni prostor nad polem komplexnich ¢isel.

Necht U, je unitarni vektorovy prostor nad C. Linearni operator ¢ : U, — U, se
nazyva samoadjungovany, jestlize pro kazdé dva vektory a, b € U,, plati

(#(a), b) = (a, (D). (6.15)

V pripadé euklidovského vektorového prostoru F,,, tj. nad R, se operator s vlastnosti
(6.15) nazyva symetricky.

Pochopitelné ocekavame, ze samoadjungovany, resp. symetricky linearni operator bude v orto-
normalnich bazich reprezentovan samoadjungovanymi, resp. symetrickymi maticemi. Ale mu-
sime se o tom presvédéit. Zvolme v U, libovolnou ortonormalni bazi (eq, es, ..., e,). Matice
operatoru ¢ je uréena obrazy baze, tj. vektory ¢(e1) az p(e,),
k k %
90(€z') = e = (90(62‘)7 €j) - (€i, @(ej)) = Q; (€k7 ej) — Q5 (61765) =
= alé — oz?*&g =) — a;-*.

7 definice samoadjungovaného operatoru je zfejmé, ze vysledny vyraz je nulovy pro libovolné
hodnoty 1 < i, j < n, a tedy A = AT*. Ve vektorovém prostoru nad R pak A = AT,

Matice, ktera reprezentuje samoadjungovany linearni operator v ortonorméalni bazi

) Y
je samoadjungovana. Matice, kterd reprezentuje symetricky linearni operator v or-
tonormalni bazi, je symetricka.

Plati také nasledujici tvrzeni:

Je-1i linearni operator ¢ : U, — U,, resp. ¢ : E, — FE, reprezentovan v nékteré
ortonormalni bazi samoadjungovanou, resp. symetrickou matici, pak je samoadjun-
govany, resp. symetricky.
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VyteSime jesté problém vlastnich vektor a vlastnich hodnot samoadjungovaného opera-
toru. Predpokladejme, Ze a je vlastni vektor samoadjungovaného operatoru ¢ piislusny vlastni
hodnoté A a pripomenme si, ze vlastni vektor je vzdy nenulovy. Plati

0= (p(a),a) — (a,p(a)) = (Aa,a) — (a, A\a) = (A = X)(a,a) = \" = \.

Vlastni hodnota je komplexné sdruzena sama k sobé€, takze je redlna. Tento vysledek je mozna
ponékud prekvapujici — vzdyt pfece pracujeme v prostoru nad komplexnimi ¢isly a charakte-
risticky polynom operatoru bude mit obecné komplexni koeficienty. Bez ohledu na to jsou vsak
vlastni hodnoty samoadjungovaného operatoru — koteny jeho charakteristického polynomu —
realné. Z fyzikalniho hlediska je tento zavér velmi dilezity. Samoadjungovanymi operatory totiz
popisujeme fyzikalni veli¢iny v kvantové fyzice a hodnoty, které mizeme mérenim veli¢in v prin-
cipu ziskat, jsou, jak jsme si jiz diive Tekli, pravé vlastnimi hodnotami prislusnych operatort.
Uvazme nyni dvé riizné vlastni hodnoty \; a A\ a vyberme k nim po jednom vlastnim vektoru.
Kazdé z hodnot prislusi pochopitelné nekonecné mnoho vlastnich vektorit — cely vektorovy
podprostor (s vyjimkou nulového vektoru, ktery za vlastni nepovazujeme). Vybereme vsak li-
bovolné vzdy pouze jeden z nich, vektor a k hodnoté A\; a vektor b k hodnoté Ay. Abychom
vyuzili definice samoadjungovaného operatoru, pocitejme vyraz (¢(a),b) — (a,p(b)), o némz
vime, ze je nulovy:
0= (¢(a),b) = (a, (b)) = (Ma,b) — (a, A2b) =
= (A = A9)(a,0) = (A = A2)(a, b).

Vlastni hodnoty jsme zvolili riizné, takze za nulovou hodnotu vysledku je zodpovédny skalarni
soucin vektort a a b. Tyto vektory jsou ortogonalni. Protoze jsme je z podprostorti vlastnich
vektortl L; a Lo pfislusejicich hodnotam A; a Ay vybrali libovolné, mtizeme usoudit, ze tyto
prostory jsou ortogonalni. Pokud jde o vektorové podprostory vlastnich vektort prislusnych
riznym vlastnich hodnotam, dospéli jsme ke stejnému zavéru jako u unitarnich operatori —
kazdé dva takové podprostory jsou ortogonalni. Déle jiz miizeme presné reprodukovat tvahu,
pomoci niz jsme u unitarnich operatorti dospéli k zavéru, ze vSechny podprostory vlastnich
vektortt dohromady generuji cely prostor U, a vyslovit nasledujici tvrzeni:

Véta 6.2: Pro samoadjungovany linedrni operdtor ve vektorovém prostoru U, plati:

(1) Vsechny vlastni hodnoty operdtoru jsou rediné.

(2) Dimenze podprostoru vlastnich vektori operdtoru prislusnych téZe vlastni hod-
noté je shodnd s ndsobnosti této vlastni hodnoty jako korene charakteristického
polynomu operdtoru.

(8) KaZdé dva podprostory vlastnich vektori operdtoru prislusniych riznym vlast-
nim hodnotam jsou ortogondlni.
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Véta 6.2 ma stejné formulované disledky jako véta 6.1 pro unitarni operatory:

Dausledky: Z vét 4.3 a 6.2 vyplyvaji tyto vlastnosti samoadjungovanych operatort
v Uy,:

e Podprostory vlastnich vektori operatoru generuji prostor U,, tj. Li + --- +
+ L, =U,.

e 7 vlastnich vektorti operatoru lze sestrojit ortonormalni bazi prostoru U,. V
této bazi je operator reprezentovan diagonalni matici. Diagonéla je obsazena
vlastnimi hodnotami operatoru, z nichz kazda se vyskytuje prave tolikrat, kolik
¢ini jeji nasobnost.

Vzhledem k tomu, ze vlastni hodnoty jsou redlné, plati uvedené tvrzeni a jeho dusledky také
pro symetrické operatory v E,!

Priiklad 6.25: Opét vSudypritomné projekce

V odstavci 6.1.3 jsme se setkali s ortogonalnimi projekcemi do vektorovych podprostort. Zjistili jsme, ze
matice reprezentujici takové projekce v ortonormalnich bazich jsou samoadjungované (P, = CT*C, PI* =
= Pp). Operatory ortogondlniho promitani musi tedy byt také samodjungované. Diky vété 6.2 tak predem
vime, ze kazdy operator ortogonalni projekce lze reprezentovat diagonalni matici. Vlastni hodnoty a vlastni
vektory tohoto operatoru snadno ur¢ime dokonce bez pocitani. Predpokladejme, ze zédkladni unitarni prostor je
n-rozmeérny a ze promitame do jeho k-rozmérného vektorového podprostoru L. Ortogonalni doplnék L | mé tedy
dimenzi (n — k). Existuji dvé zékladni ,kategorie“ vlastnich vektortt — vektory lezici v L (pfi promitani splyva
obraz se vzorem, odpovidajici vlastni hodnota je Ay = 1), a vektory lezici v L, (obraz vektoru je vektorem
nulovym, pfislusna vlastni hodnota Ay = 0). Dalsi vlastni vektory nejsou. Je tedy ziejmé, Ze vlastni hodnota
A1 = 1 je k-ndsobnd, hodnota Ay = 0 je (n — k)-ndsobnd. Podprostory L a L, jsou ortogonélni a dohromady
generuji cely prostor. V kazdém z nich zvolime libovolnou bazi, kterou pak ortonormalizujeme. Ziskdme tak
ortonormélni béazi z vlastnich vektor operatoru projekce, v niz je tento operator reprezentovan diagondlni

matici obsahujici k jedniéek a (n — k) nul.

Ortogonalni projekce se jevi jako velmi specidlni pripad samoadjungovanych operatort. Ve
skutecnosti jsou samoadjungované operatory samy natolik specialni, ze se kazdy z nich da vy-
tvorit jako linearni kombinace vhodnych projekci. Zvolme libovolny samoadjungovany operator
v U, a ozna¢me Ly, Lo, ..., L, podprostory jeho vlastnich vektori prislusné vsem navzajem
riznym vlastnim hodnotam Ay, Ag, ..., .. Tyto podprostory generuji cely vektorovy prostor,
jejich dimenze jsou rovny nasobnostem vlastnich hodnot a dohromady davaji soucet n. Na za-
kladé toho, co vime o vektorovych podprostorech a jejich doplicich, si snadno uvédomime, Ze
libovolny vektor a € U, lze jednoznac¢né rozlozit do jednotlivych podprostori, pficemz ortogo-
nalni pramét az, vektoru a do podprostoru L; je jeho obrazem ziskanym pomoci piislusného
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operatoru ortogonalni projekce 7;:
a=ar, +ap, +---+ap =m(a)+mla) + - +7m(a).

Kazdy z vektorii ar, = m;(a) je ovSem vlastnim vektorem operdtoru ¢ pfislusnym vlastni
hodnoté A;. Proto
o(a) = Mymi(a) + Aoma(a) + -+ - + Aome(a).

Vektor a byl vybran libovolné, predchozi rovnice proto plati nezavisle na jeho volbé, tj.
QOZ)\17Tl+/\27T2+"'+/\T7TT. (616)

Oznacime-li A matici, kterd reprezentuje operator ¢ v dand béazi a P;, ¢« = 1,...,r, matice
reprezentujici v téze bazi jednotlivé projekce, miizeme psat

P, proi=j

A=MP+MP+ -+ NP, P+PR+---+P.=E, PPF= .,
O proi#j

Vztah (6.16) se nazyva spektrdlni reprezentace operatoru . Uréité proto, zZe koeficienty ve vyja-
dreni operatoru ¢ pomoci projekci jsou prvky jeho spektra. Kazdy samoadjungovany operator
je tedy linearni kombinaci projekci na podprostory svych vlastnich vektort, koeficienty této
linedrni kombinace jsou vlastni hodnoty operatoru .

Priklad 6.26: Spektralni reprezentace prakticky

Symetricky operdtor v prostoru Ey zadejme v ortonormalni bazi (e1, e3) matici

(37

Hledejme baze, v nichz bude tento operator reprezentovan diagonalni matici. Pfedem vime, Ze to budou vSechny
mozné ortonormalni baze tvorené vlastnimi vektory operatoru. Nejprve najdeme vlastni hodnoty.

9-\ =2

0=det (A — AE) =det
-2 6-A

)Z(Q—A)(G—)\)—4:>)\1:10, Ay = 5.

Ziskali jsme dvé rtizné jednonédsobné vlastni hodnoty. Kazdé z nich podle véty 6.2 prislusi jednorozmeérny
podprostor vlastnich vektorid. Tyto vektorové podprostory jsou ortogonalni. Prozatim neznamé slozky vlastnich
vektorti v bazi (e, e2) ozna¢me (3) = (81 B?). Abychom je nasli, musime fesit soustavu rovnic (8)(A — AE) =
= (0) pro A1 a pro Ay. Tyto vlastni vektory pak budeme normovat, abychom ziskali ortonormélni bazi wuq,
ug:

(B)(A-XE)=(0) = ( p /32)<‘1 ‘2>=(o 0).

-2 -4
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(A—)\lE)T:<_; _j>~<(1) 3) — ' 4+28°=0 =

— (@)= (202 &) ...ulz(—jg, \}5)

1) (o0,

-2

rosir (3 )~(3 3) o

(B)(A = XE) = (0) = (8' ﬂ2)<

() e (L 2).

Vlastni vektory u; a us tvofi ortonormélni bazi v prostoru Es, v niz je zadany operator reprezentovan diagonalni
matici. Tato matice ma tvar

2 1 2 1
o= ) (2 (F E)-(02)
VAR A AR VA 05

Pfipomenme si, ze matice T je vytvofena ze slozek vektorti uw; a wus zapsanych do fadka. Co myslite, existuji
jesté jiné ortonormaélni baze, v nichz je operator reprezentovan diagonalni matici? Jaké jsou to baze a jak vypada
reprezentujici diagonalni matice?

Pomoci vztahu (6.12) sestrojime z vektort ziskané ortonormalni baze (i, @z) matice ortogonalnich projekci
na podprostory L1 = [Ju1l|], L2 = [Jus]].

a-(TE)( w)-(
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A= MP+ XoPs = 10(

SN G
Utl= N

)<l

Posledni zépis je spektralni reprezentaci operatoru v bazi (ey, ez).

(SRS
Gl Ol
SN—

Priklad 6.27: Spektrum symetrického operatoru a geometrické hledisko

K predchozimu piikladu jsme pfistupovali algebraicky. Rutinnim vypocétem jsme vytesili problém vlastnich
vektorti symetrického operatoru, ktery jsme bez bliz§tho popisu geometrického vyznamu zadali matici, a pak
jsme sestrojili spektralni reprezentaci. Problém ma vsak i jasny geometricky vyznam. Zvolme v euklidovské
roviné pocatek O a osy x a y, podél nichz jsou zvoleny navzajem kolmé jednotkové vektory €7 a é€5. Tyto
vektory tvori ortonormalni bazi umisténou v bodé O. Predpokladejme, ze v roviné je zadana mnozina K bodt,
jejichz soufadnice X = (z, y) zadané v soustavé (O; x, y) neboli (O; €1, €>) spliiuji podminku

X ek < 922 —day+6y*> —1=0.
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Na prvni pohled ziejmé tézko urcime, jak mnozina K vypadéa. NejspiS by to mohla byt néjaka kiivka — ale
jaka? Pfedstavme si dvojici soufadnic (z, y) jako slozky vektoru OX. Rovnici mnoziny K zapi$me, zdanlivé

komplikované, takto:
9 -2 T 9 -2
—-1=0, A= .
(2 73)0) (270

Piejdeme-li od ortonormalni baze (€}, é3) pomoci matice pfechodu T k jiné ortonormdlni bazi (i1, @s), v niz

Yy
yl
€2
U
T’ /1
iy B
b
1
V10, a
0) IEE:

Obr. 6.12 Vyznacné smeéry elipsy.

oznac¢ime soufadnice bodu X jako (z’, y'), dostaneme pro tutéz mnozinu K formalné jinou rovnici. Plati

(o) =(e v )r= (= )a( 7 )= (o w)rar (7).

Matice T je vSak ortogonalni, tj. T7 = T~!. Proto A’ = TATT = TAT'. Matice A a A’ miiZeme interpretovat
jako matice reprezentujici symetricky linedrni operétor ¢ v bazich (€1, &) resp. (41, @s). Zvolime-li bazi (41, i2)
tak, aby byla tvofena vlastnimi vektory tohoto operatoru (viz piiklad 6.26), bude TATT = D. Rovnice mnoziny

K bude mit v této bazi tvar
2 2
N2 N2 ' Yy
10(z)* +5(y)*—-1=0 = T +(+— | =1

V10 V5

V tomto vyjadieni jiz poznavame rovnici elipsy o velikosti poloos a = 1/4/10, b = 1/+/5. Poloosa a je umisténa
podél vektoru w7, poloosa b podél vektoru us. Vlastni vektory operatoru ¢ maji tedy z hlediska elipsy I vyznam

uréitych vyznaénych smérd. Situace je zndzornéna na obrazku 6.12. Zkuste si provést vSechny naznacené

vypoclty.
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Priklad 6.28: Ve vysSich dimenzich pomiize jen algebra

V prostorech vyssi dimenze a tfeba i nad polem komplexnich ¢isel se o geometrickou pfedstavu nemtizeme
opfit. Problém spektralni reprezentace operatoru ma vsak stejnou podstatu a také algebraicky postup je stejny,
jen o néco pracnéjsi. VyreSme si jeSté jednu ulohu. Samoadjungovany operator v Uy je v ortonormalni bazi
(e1, ea, e3, e4) zadan matici

01 00 -2 1 0 0
. 10 00 e A \E— 1 =X 0 0 7

00 0 i 0 0 =X i

00 —-i 0 0 0 —-i =X

1
det (A — AE) = det 0 =

1 =X -1 =X
— )\1:—1, klzdimL1:2, )\2:17 ko =dim Ly = 2.

:det< Al ) det( _A, i)z(A2—1)2:(/\—1)2()\+1)2 —

Zjistili jsme, ze dostaneme dva dvojrozmérné ortogonalni podprostory vlastnich vektort L; a Lg, matice A bude
vyjadfena pomoci odpovidajicich projekci jako A = A1 Py + Ao Py = —P; + P». Protoze spektréalni reprezentace
je v tomto pfipadé déna pouze dvéma projekcemi, miZzeme je urcit dokonce i bez vypoctu vlastnich vektort.
Plati totiz soucasné P; + P> = FE, pro matice projekce tedy médme dvé rovnice. Dostaneme

1 1

P=—-(E-4), P 2

: (E + A).

Z ,cviénych“ divodd a pro poradek vlastni vektory prece jen vypocteme. Ozna¢me jejich nezndmé slozky

(8) = (8" B> B° ). Plati

(B)(A =\ E) = (0),
110 0 110 0
(A \E)T = 110 0 N(OOli
0 0 1 —i 000 0]
00 i 1 00 0 0
B)= (8" —p' B —if°) = L1 = {(12 —%, 0, 0), (0, 0, iQ \%)H
(B)(A =X E) = (0),
-1 1 0 0 1 -1 0 0
(A— BT — 1 -1 0 o [0 01 i
0 -1 —i 0 00 0|’
0 0 i -1 0 00 0
8)= (8" ' p° 153):>L2H(\2, \%,0,0), 0, 0, % \%)H
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Vektory, které jsme prostiednictvim vybéru volnych neznamych zvolili jako generatory podprostoru vlastnich
vektoril, tvoii v prostoru Uy ortonormalni béazi (uy, us, us, ug). Matice pfechodu od baze (e, es, e3, e4) k bazi
(ula Uz, U3, U4) je

1 1
W‘%lo 0
r-| 0% %
LLO 0
V2 V2
1 i
o0 5 &5

Ovéite, ze plati TAT ! = TATT* = D, kde D je diagonélni matice s diagonalou diag D = (-1, —1, 1, 1).

O pouziti linedrni algebry v kvantové mechanice jsme se jiz zminili. V piikladu 6.23 jsme
pouzili linearni algebru pri konkrétnim popisu casového vyvoje kvantovémechanické soustavy.
V uvodu k odstavci 4.3 jsme pouze avizovali jeji vyuziti pro uréeni moznych hodnot, které mi-
zeme pii méreni fyzikalnich veli¢in na kvantovémechanické soustavé ziskat a stavi, do kterych
soustava pfi méreni piejde. Této tlohy si nyni vSimneme podrobnéji v nasledujicim prikladu, v
némz také alespon v obrysech vylozime fyzikalni podstatu problému.

Priklad 6.29: Linearni operatory a kvantova mechanika

Vime jiz, ze kvantova mechanika popisuje chovani mikrocastic nebo jejich soustav. Tak tfeba systém elek-
trond v elektronovém obalu atomu, nebo ve valenénim ¢i vodivostnim pasu polovodice, se chova pravé podle
pravidel kvantové mechaniky. Typickym kvantovym projevem je skutec¢nost, ze fyzikalni veli¢iny charakterizujici
Castice nebo soustavy nemohou nékdy nabyvat vSech moznych spojité rozlozenych hodnot, ale jen nékterych
z nich. Dochazi ke kvantovani. Kvantovana je naptiklad energie elektront v obalu atomu, kde nabyva hodnot
amérnych veli¢ing n 2. P¥irozené &slo n, n = 1, 2, ..., piitom &isluje takzvané energiové hladiny neboli slupky
elektronu. Obdobné jsou kvantovany i hodnoty jinych veli¢in, naptiklad velikost momentu hybnosti a jeho slozky.
K tomu, abychom mozné hodnoty fyzikalni veli¢iny, které budeme dostavat, budeme-li veli¢inu mérit, predem
predpovédéli, potfebujeme vhodny matematicky aparat. Stav ¢astice jiz nepopisujeme jeji polohou a rychlosti
(nebo hybnosti), jako jsme tomu byli zvykli v mechanice klasické. Neni to totiz mozné, nebot pro kvantové
polohu a naopak. (Napiiklad pro ¢éstici, pro niz je pfipustny pouze jednorozmérny pohyb, plati Ax Ap, ~ h,
h = 6,63 -1073%J-s.) Téchto relaci jsme se jiz dotkli v tivodu odstavce 4.3. Vysledky a experimenty kvan-
tové teorie potvrzuji, ze stav Castice, ¢i obecné jakékoli soustavy, lze popsat vektorem z vhodné definovaného
unitarniho vektorového prostoru, tj. takového, v némz je zaveden skalarni soucin. Tento prostor miva Casto,
¢i spise vétsinou, nekonecnou dimenzi a v souvislosti s ni je tfeba pozadovat jesté né€které dalsi vlastnosti.
Jedna se o takzvany Hilbertiuv prostor. V pripadé, Ze je jeho dimenze konecna, jsou dodatecné vlastnosti splnény
automaticky, a proto v tuto chvili nevadi, Ze o nich nebudeme hovofit. Méreni fyzikalni veli¢iny je popsano
pusobenim samoadjungovaného linearniho operatoru, definovaného v prostoru stavi, na ten stav soustavy, v
némz se bezprostfedné pred méfenim nachézi. Hodnoty, které mohou byt naméfeny, jsou pravé vlastni hodnoty
tohoto operatoru. V principu nelze méfenim ziskat hodnoty jiné, dana fyzikalni veli¢ina jich prosté ,nenabyva“,
jsou ,zakazané“. Dopredu vSak nemizeme Fici, Ze danou vlastni hodnotu skuteéné namérime, mizeme pouze
predem ur¢it jeji pravdépodobnost. Pokud se pfi méfeni dand hodnota skuteéné realizovala (naméfili jsme ji),
Pfi méfeni soustava pfesla do stavu, ktery je popsan vlastnim vektorem operatoru méfené velic¢iny (tzv. vlastni
stav). Ze je to ,pritazené za vlasy“ a Ze neni jasné, pro¢ pravé takovy matematicky apardt mame pouzit? Je
samoziejmé, Ze k formulaci matematického popisu se fyzikové dostavali postupné a ze jedinym kritériem spravné
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volby je experiment. A ten v daném piipadé teorii potvrzuje. Vyjdéme tedy z uvedenych skutecnosti a pouzijme
je pro feseni konkrétni tlohy.

Uvazujme napiiklad o elektronu v atomovém obalu. Jeho stav je urcen jistou obecné komplexni funkci
polohy 7. JiZ v prvnim dilu jsme se zminili o tom, Ze funkce (tehdy $lo o redlné funkce jedné redlné proménné)
s operacemi séitani funkei a ndsobeni funkce (redlnym) ¢islem tvori vektorovy prostor. Se znalostmi, které nyni
mame o vektorovych prostorech, mizeme snadno ovéfit, ze také komplexni funkce redlnych proménnych tvoii
vzhledem k operacim s¢itani funkci a nasobeni funkce komplexnim ¢islem vektorovy prostor nad C. Tento
prostor je sice nekonec¢nérozmeérny, ale pri feseni nasi tlohy to nebude predstavovat komplikaci. Skalarni soucin
dvou funkei f a g definujeme obdobné jako v prikladu 6.5, kdy jsme jej definovali pro polynomy jedné proménné,

(f. 9) = / F*(P)g() v,
1%

kde V je defini¢ni obor funkci (objem V mfize samoziejmé byt i cely prostor R3). Piedpokldda se, ze ,vektory“
stavu jsou normovéany, t;j.

(4.0 = [ F@s@ow = [1@Pav -1
\4 \%
Poznamenejme jesté, ze pro 2 C V ma integral

P(Q) = / GG

Q

vyznam pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v objemu (2.

Pro ptipad elektronu v atomovém obalu vyjadiime jeho stav jako funkci sférickych soufadnic (r, ¢, ¢), které
jsme zavedli v kapitole 5. Slozka momentu hybnosti elektronu, vezméme napiiklad z-ovou, je predstavovana
operatorem derivace i, = —ih(0/0p), h = % Derivace je, jak vime z pfikladu 4.53, linedrnim operatorem.
(Provéite také jeho samoadjungovanost.) Pfipustné hodnoty slozky momentu hybnosti L, jsou jeho vlastnimi
hodnotami a vlastni stavy ¢(r, 9, ) jsou tvaru ¢(r, 9, @) = ¥(¢)O(r, ), kde funkce 1(p) jsou uréeny rovnici

pro vlastni vektory
Y (p)

O

Hned je vidét, ze FeSenim této rovnice jsou praveé vsechny funkce tvaru

gz(b(ra 195 QD) = Lz (]5(7’7 197 90) = —ih

i

v(e) = Kex

chp>, K je konstanta.

Vzhledem k vyznamu proménné ¢ (azimutélni Ghel ve sférickych soufadnicich) je zfejmé, Ze stav odpovidajici
hodnoté ¢ + 2k pro kazdé celé ¢islo k, tedy i pro k = 1, musi byt stejny jako stav odpovidajici ¢, tj.

. . 9
K exp (;_LLZ(QD + 27r)) = Kexp (;ngo) = exp (:;Lz> =1=— L,=mh, meZ.

Vidime, ze slozka momentu hybnosti je kvantovana. (Kdyz jsme si jiz jednu slozku momentu hybnosti zvolili,
tfeba proto, ze smér osy z je néjak fyzikalné vyznamny, nemtizeme uz stejné uvazovat o z-ové a y-ové slozce.
Je to proto, Ze operatory slozek momentu hybnosti nekomutuji, pti jejich postupném ptisobeni na vektor stavu
zélezi na potradi tohoto pusobeni. Proto nemaji shodné vlastni vektory a nejsou soucasné meéritelné. Ma-li

se totiz soustava po méfeni ocitnout ve stavu popsaném vlastnim vektorem operatoru meétfené veli¢iny, jsou
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soucasné meéritelné jen ty veli¢iny, pro které existuje spolecny systém vlastnich vektori. Jinak by si soustava
nemohla ,vybrat“, ve kterém stavu bezprostiedné po méfeni bude.) Diikladné popiSeme situaci komutujicich

samoadjungovanych operatori v nasledujicim prikladu.

Priklad 6.30: Komutujici operatory

Predpokladejme, Ze ¢ a v jsou dva operatory ve vektorovém prostoru U, jejichz systémy vlastnich vektort
tvoti v U, bazi. (Vime jiz, Ze tuto vlastnost maji naptiklad samoadjungované operatory v unitéarnich prostorech,
které zaroven predstavuji fyzikalni veli¢iny. Proto budou mit nase dalsi avahy i prakticky vyznam pro fyziku.)
Déle predpoklddejme, Ze tyto operdtory komutuji. Pro kazdy vektor a € U, tedy plati ¥[p(a)] = ¢[¢(a)]. Uka-
zeme, ze pak existuje takova baze v daném vektorovém prostoru, ktera je tvorena vlastnimi vektory spoleénymi
operatoru ¢ i ¥. Dejme tomu, Ze vektor a je vlastnim vektorem operatoru ¢, odpovidajici vlastni hodnotu
oznacme A,. Plati:

p(a) = Aoa = ¢[y(a)] = Plp(a)] = As¢(a).

Vektor ¢(a) je tedy rovnéz vlastnim vektorem operatoru ¢ piislusnym vlastni hodnoté A,. Oznacime-li L,
vektorovy podprostor generovany vSemi vlastnimi vektory operdtoru ¢ piislusSnymi hodnoté A, vidime, Ze
Y(a) € Ly, pro libovolny vektor a € Ly, . Jinymi slovy, obraz podprostoru L, pfi zobrazeni operatorem 1
le7i opét v tomto podprostoru. Rikdme, Ze L A, je pii zobrazeni 1 invariantni. (Tento vysledek, vyplyvajici z
komutativnosti operatort, je hlavnim kli¢dem k celému dikazu.)

Predpokladejme nyni, ze operator ¢ ma navzajem ruzné vlastni hodnoty A1, Ag, ..., A, 0 ndsobnostech k1,
ko, ...y kyr, k1 + ko + ... 4+ k. = n. Odpovidajici podprostory vlastnich vektorti ozna¢me Lq, Lo, ..., L,. Jejich
dimenze jsou rovny nasobnostem vlastnich hodnot. V bazi prostoru U, tvofené vlastnimi vektory operatoru
© je tento operator reprezentovan diagonalni matici, v jejiz diagonale se kazdéa z vlastnich hodnot vyskytne
tolikrat, jaka je jeji ndsobnost. Ozna¢me napiiklad (uq, us, ..., ug, ) bazi podprostoru Ly. Pro vektor a € Ly
plati 1 (a) € Ly, tj. ¥(a) = atuy + a®ug + - - - + aF1uy, . Pro vektory baze podprostoru L; je

P(u) = Yur+y7ur + o+ Uy,
Plug) = Ypur+y3ur 4+ sk,

Plup,) = Your + 75U+
Obdobné muzeme zapsat obrazy bazi ostatnich podprostora vlastnich vektort operatoru ¢ pfi zobrazeni opera-
torem 1. Matice, kterd reprezentuje operator ¢ v bazi celého prostoru U,, tvofené vlastnimi vektory operatoru
¢ ma tedy blokovy tvar. Obecné nenulové bloky, jejichz fady jsou rovny dimenzim podprostoru Li az L, jsou
rozlozeny podél hlavni diagonaly, ostatni pozice jsou obsazeny nulami. Kazdy z téchto blokt lze ovSem diagona-
lizovat, tj. najit v kazdém z podprostort L az L, bézi, ktera je tvofena vlastnimi vektory operatoru 1. Ziskame
tak bazi z vektori, které jsou vlastnimi vektory jak operatoru ¢, tak operatoru .

Zkuste se zamyslet nad otazkou, zda plati i opacné tvrzeni, tj. zda z existence spolecné baze vektorového

prostoru tvorené vlastnimi vektory dvou operatord vyplyva komutativnost téchto operatort.

Priklad 6.31: Kvantova mechanika a vyvoj v ¢ase — jesté jinak

V prikladu 6.23 jsme hovofili o popisu ¢asového vyvoje stavu ¢astice nebo i obecné fyzikalni soustavy v
ramci kvantové mechaniky pomoci ¢asové zavislého unitarniho operatoru v prostoru stavi. V vodu odstavce
4.3 a v prikladech 6.29 a 6.30 jsme se postupné dovédéli, ze méteni fyzikalni veli¢iny v kvantové mechanice lze
matematicky popsat jako zobrazeni vektoru stavu samoadjungovanym linedrnim operatorem, priCemz namérit
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lze pravé jen vlastni hodnoty tohoto operatoru a po méfeni najdeme soustavu v odpovidajicim vlastnim stavu.
(S timto popisem dobfe koresponduje skutecnost, Ze vlastni hodnoty samoadjungovaného operatoru jsou realné.)
Nyni obé tyto vlastnosti soustav podléhajicich zadkonitostem mikrosvéta spojime a ziskame dalsi zptisob popisu
¢asového vyvoje soustavy. Necht F je samoadjungovany operator predstavujici fyzikdlni veli¢inu. Oznacme Aq
az A\, jeho navzajem rizné vlastni hodnoty a L az L, odpovidajici ortogonalni podprostory vlastnich vektorii,
w1 az m,. ortogonalni projekce na tyto podprostory. Pro libovolny stav ¥ plati

U =m(0)+m(¥)+ - +7-(V), (m(P),7(¥)) =0 pro k # /.

Operéator F ma spektralni reprezentaci
F=Y M, tio FB) = Aemp().
k=1 k=1

Plati

<
<

r

(F(9),¥) = (Z Ak (2), Zw(‘ﬂ) = A (i (B), e (9)) = Y A (i (%), i (1))
k=1 (=1

k=1 ¢=1 k=1

Skalarni souéin wy, = (m(0), 7, (¥)) piedstavuje kvadrat ,,délky“ priimétu vektoru stavu ¥ do podprostoru Ly,
tedy pravdépodobnost, Ze pfi méfeni veli¢iny F zjistime vlastni hodnotu Ay a realizuje se vlastni stav lezici v
L. Skalarni soucin

(F(®),0) = > Ay
k=1

je stfedni hodnotou veli¢iny F. Vyjadiime ji nyni pro pfipad stavu soustavy ¥(t) v ¢ase ¢ s pouzitim unitarnich
operatort TAM = T(y,—1) & ZPET = Ti_y1,) = T(t_ol_n) = TAM™! z piikladu 6.23. Pfisobeni operatoru F na
stav U v Case t zapiSeme jako F(t)(¥(¢)). Plati

(FO(R®)), () = (F() Tty (L(t0)), Tito—t) (T(t0))) =

= (Tto10)F () Tt 1) (P (10))s Tt—s10) Teto 1) (¥ (10))) = (F(t0) (¥ (o)), ¥ (ko)) ,

}—(tO) = 7—(t—>t0)]:(t)7-(to—>t) = 7Et—>to)f(t)7-(;it0) = ‘F(t) = 7—(to—>t)}-(t0)7—(;}:t)’ tj.

F(t) = (TAM) F(to) (ZPET).
(Pii tpravach jsme vyuzili unitarnosti operatoru 7(;_y), tj. vatahu

(T(t=st0) (Y1())s Tit10)(¥2)) = (1 (t), ¥a(2)),

platného pro dva libovolné stavy Uy(t) a Uy(t).) Ziskany vysledek lze interpretovat také tak, ze se Casovy
vyvoj pfipisuje operatoru F, zatimco stav zistava neménny, ¥(tg). Mluvime pak o heisenbergovské reprezentaci

¢asového vyvoje soustavy, zatimco v pfikladu 6.23 Slo o reprezentaci schrédingerovskou.
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6.2.3 Cviceni
1. Ukazte, ze pro pripad euklidovského prostoru staci definovat ortogonalni operator vztahem

((a), ¢(a)) = (a,a)
pro libovolny vektor a € FE,,. Je tato definice ekvivalentni také s definici unitarniho operatoru?
Navod: Vysledek plyne ze vztahu (p(a + ), 9(a + b)) = (a + b,a + b), platného pro libovolné vektory
a,b € E,. Pro U, je definice uvedena v zadani ulohy nedostacujici.
2. Necht ¢ € L(U,,U,) je unitarni linedrni operator. Jakou podminku je tfeba klast na ¢islo k € C, aby
operator k@ byl unitarni?
3. Dokazte, ze slozeni dvou unitarnich linearnich operatortu je opét unitarni.
4. Samoadjungované linedrni operatory ¢ az ¢z jsou v ortonormaélni bazi zaddny maticemi

01 00 1 -1 0 0 01 0 0
1 0 0 O -1 1 0 0 1 0 0 0

Al = . ) A2 = ) A3 = )
0 0 0 i 0 0 -1 1 0 0 01
0 0 —-i O 0 0 1 -1 0 010

1 0 —i 1 1 3 2 =2 0 1 .

—1

Ay = 01 0|, A4 1 5 1 , Ag= -2 1 -2 1, A7<, 1)-
1
i 0 1 3 1 0 -2 0

Najdéte jejich spektralni reprezentace.

5. Necht ¢, ¥ jsou samoadjungované linearni operédtory. Diskutujte, zda ¢ o 1), ¢ + ¢ a ke jsou také samoad-
jungované.

6. Necht ¢ a v jsou operatory ve V,,, pro néz existuje béze (u1, ug, ..., u,) prostoru V,, takova, ze kazdy z

jejich prvki je vlastnim vektorem operatoru ¢ i ¢. Pak operatory komutuji. Dokazte.
Navod: Zapiste obecny vektor a € U, v bazi uy,...,u,, tj. @ = atu; + --- + a™u,. Oznaéte \;, resp.
; vlastni hodnotu operdtoru ¢, resp. v, pfislusnou vlastnimu vektoru w;, i = 1,...,n. (N&které vlastni
hodnoty daného operatoru mohou byt stejné, i kdyZz jsou oznadeny riznymi indexy.) Vyjadrete vektory
¥(p(a)) a p(¢(a)) a porovnejte je.

7. Uvazujte o ortogonédlnim operatoru ¢ : E,, — E,,. Oznaéte L = Ly 4+ --- + L, kde Ly az L, jsou vektorové
podprostory prislusné vsem navzajem rtznym vlastnim hodnotdm A; az A, operatoru ¢. Dokazte, ze pro
kazdy vektor b € L plati ¢(b) € L .

Navod: Vyuzijte ortogonalnosti operatoru ¢ a ukazte, ze ze vztahu (b,a) = 0 pro libovolny vektor a € L
plyne (¢(b),a) = 0. Poznamka: Uloha se vztahuje k situaci, kdy existuji realné charakteristické kofeny
operatoru .

8. V odstavcich 6.2.1 a 6.2.2 jsme dokézali, Ze unitarni operator je v ortonormaélnich bazich reprezentovan uni-
tarni matici, samoadjungovany operator samoadjungovanou matici. Formulovali jsme také tato tvrzeni: Je-li
linearni operator ¢ : U,, — U, reprezentovan v nékteré ortonormalni bazi unitarni, resp. samoadjungovanou
matici, pak je unitarni, resp. samoadjungovany. Dokazte je.

6.3 Symetrické operatory v geometrii a ve fyzice

Zakladni vlastnosti samoadjungovanych, resp. symetrickych operatori je moznost jejich re-
prezentace diagonalni matici ve vhodné bazi. Jednu z aplikaci této vlastnosti jsme poznali v
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prikladu 6.27. Zatimco v obecné ortonormalni bazi jsme elipsu hned nerozpoznali, po prevedeni
do béze spojené s jeji velkou a malou poloosou ji jeji rovnice uz prozradila. Obecnou rovnici
elipsy jsme zapsali pomoci vhodné zvoleného symetrického linearniho operatoru a sméry je-
jich poloos jsme pak urcili jako vlastni vektory tohoto operatoru. Velikosti poloos souvisely s
prislusnymi vlastnimi hodnotami. Obdobna situace je ve fyzice. Symetrickou matici momentu
setrvacnosti mizeme také interpretovat jako reprezentanta symetrického operatoru v trojroz-
mérném vektorovém prostoru. Sméry urcené vlastnimi vektory predstavuji takzvané hlavni osy
momentu setrvacnosti, jejichZ uréeni je dulezité pro popis rotacniho pohybu tuhého télesa (se-
trvacniku). V tomto odstavci si vSimneme pravé takovychto aplikaci symetrickych operatort.
Budeme uvazovat pouze o vektorovych prostorech nad R.

6.3.1 Kvadratické formy

S kvadratickou formou jsme se setkali jiz v prikladu 6.27, aniz jsme vSak tohoto nazvu pouzili.
Slo o vyraz 922 — 4y + 6y? v rovnici elipsy, obsahujici kvadraty a souciny soufadnic.

Kvadratickou formou n proménnych nazyvame zobrazeni prifazujici n-tici realnych
proménnych (2!, z?, ..., x™) realné ¢&islo podle piedpisu

k(' 2% ... 2") — ayr'r? € R, a; = aj, 1<i, j<n, (6.17)

kde alesponi jedno z ¢isel a;; je nenulové.

Pozn.: S ohledem na praktické aplikace jsme z definice vyloucili ,nulovou® kvadratickou formu,

pro niz je a;; = 0 pro vSechny hodnoty i, j = 1,...,n.

Kvadratickd forma z p¥ikladu 6.27 je definovana pro dvé proménné ' = z a 22 = y, jeji
koeficienty jsou a;; = 9, a19 = as; = —2, ags = 6. Pro kvadratickou formu mtizeme s vyhodou
pouzit maticového zapisu, jak jsme to jiz udélali v prikladu 6.27:

ay; Qa2 ... QAin ZZ'l
2
sy Q22 ... @ x
( R ) T o = (z)A(z)".
Ap1 Qpa .. Gpp "

Matice A je podle definice (6.17) matici symetrickou. Pokud je kvadratickd forma zadéana
obvyklym zptisobem, tieba jako v pifkladu 6.27 ve tvaru 922 —4xy+6y?2, je zfejmé, Ze koeficient
—4 m4 vyznam souctu (ajs + az;). Diky symetrii pfedepsané vztahem (6.17) je ajo = ag = —2.

Obdobné jako v pitkladu 6.27 miizeme n-tici (z) = (z!, 22, ..., ") chépat jako slozky vek-
toru v dané ortonormalni béazi (ey, e, ..., e,). Pfejdeme-li pomoci matice ptechodu 7" do jiné
ortonormdlni baze (fi, fa, ..., fn), v niz bude mit tento vektor slozky (y) = (v, ¥%, ..., y")
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(to abychom se nemuseli obtézovat s ¢arkovanymi proménnymi), plati podle vztaht (4.13)
(y) = (z)T! a naopak (z) = (y)T. Pro kvadratickou formu dostdvame v nové bazi

(2)A(2)" = ((W)T) A(W)T)" = WTAT" (y)" = (y)TAT ' (y)"

Vyuzili jsme skutecnosti, ze matice pfechodu mezi ortonormélnimi bazemi je ortogonalni,
proto je jeji inverzni matice rovna matici transponované. Pokud budeme matici A chapat
jako reprezentanta symetrického linedrniho operatoru ¢ ve vektorovém prostoru n-tic v bézi
(€1, €3, ..., €,), predstavuje TAT ! matici (opét symetrickou) téhoZ operatoru v bazi ¢arko-
vané. Symetricky operator vsak Ize podle véty 6.2 diagonalizovat, tj. reprezentovat jej ve vhodné
bazi diagonalni matici. A takovou bazi je pravé jakakoli ortonormalni baze tvofena vlastnimi

vektory operatoru ¢. Dejme tomu, Ze (f1, fa, ..., fn) je pravé takovou bazi. Pak plati
A0 ... 0
pATT AT —=p—| O A 0 -0
00 0 A
Kvadratickd forma, vyjaddiena v této bazi v proménnych (y!, y2, ..., y"), ma tvar
DY) =My + X (y®)’ + - + Xy (6.18)

Vztah 6.18 nazyvame kanonickym tvarem kvadratické formy. Symboly A\; az A, jsou oznaceny
postupné vSechny charakteristické kofeny (tj. soucasné vlastni hodnoty) operatoru ¢, pomoci
néhoz jsme zapsali kvadratickou formu, véetné ndsobnosti (znamend to, Ze nékteré mohou byt
stejné, napiiklad Ay = Ay = -+ = Ay pro k-nasobnou vlastni hodnotu). VSimnéme si nyni,
jakych hodnot miize kvadraticka forma nabyvat. Nejpohodlnéjsi bude zkoumat tyto moznosti
pomoci kanonického tvaru, ktery je velmi jednoduchy a leccos je z néj vidét na prvni pohled.
Zavéry uc¢inéné pro kanonicky tvar budou pro danou kvadratickou formu platné i obecné, nebot
obor hodnot jedné a téze kvadratické formy se nemtze ménit volbou baze. A kanonicky tvar
je pouze vyjadfenim této formy ve vhodné zvolené bazi. ,Kategorie“ hodnot, kterjych mize
kvadratickd forma nabyvat pro rtizné n-tice proménnych (y!, 32, ..., y"), jsou dany vlastnimi
hodnotami, nebo jesté konkrétnéji, jejich znaménky. Rozebereme jednotlivé ptripady:

(1) Pfedpokladejme, Ze v8echny vlastni hodnoty jsou kladné. Z (6.18) plyne, Ze pro libovolnou
volbu n-tice (¥, 42, ..., y") je hodnota kvadratické formy (y)D(y)? kladna, s vyjimkou n-
tice nulové, pro niz nabyva nulové hodnoty. Takova kvadraticka forma se nazyva pozitivné
definitni. VSimnéme si, ze matice D je regularni a subdeterminanty vSech radd v levém
hornim rohu jsou kladné. Tato vlastnost ztistane zachovana i po prechodu do obecné béaze




6.3. SYMETRICKE OPERATORY V GEOMETRII A VE FYZICE 467

(€1, €g, ..., €,), v niz bude kvadratickd forma zapsdna pomoci matice A = SDST, kde
S je matice prechodu od baze (f1, fa, ..., fu), v niz mé forma kanonicky tvar, k obecné
béazi (e, e, ..., €,). Matice A je tedy rovnéz regulérni a jeji subdeterminanty vSech fadu
v levém hornim rohu jsou kladné. Vzpominate si, ze v odstavci o skalarnim soucinu jsme
takovou matici nazyvali pozitivné definitni? Pravé symetrické pozitivné definitni matice
reprezentovaly v bazich skalarni soucin zadany ve vektorovém prostoru nad R. Skalarni
soucin skutecné tedy muzeme interpretovat také jako pozitivné definitni bilinedrni formu

(a, b) = (a)A(B)T. Casto tak byvé i definovén.

V piipadé, Ze jsou viechny vlastni hodnoty zadporné, je pro libovolnou volbu n-tice (y!, 32, ...

hodnota kvadratické formy (y)D(y)? zdpornd, s vyjimkou n-tice nulové. Pro ni nabyva
nulové hodnoty. Takova kvadratickda forma se nazyva megativné definitni. Matice D je
opét reguldrni, avSak znaménka subdeterminant v levém hornim rohu se sti¥idaji (levy
horni subdeterminant prvniho fadu je zaporny, druhého fadu kladny, atd.). Tato vlast-
nost zustane, stejné jako v predchozim pripadé, zachovana i po pfechodu do obecné baze
(e1, €a, ..., €,), v niz bude kvadratickd forma zapsdna pomoci matice A. Matice A je
tedy rovnéz regularni a jeji subdeterminanty vsech rfadi v levém hornim rohu stridaji
znaménka.

Dalsi specialni pripad nastava, kdyz spektrum linearniho operatoru ptislusného dané kva-
dratické formé obsahuje nulu, kterd je, dejme tomu, d-nasobna, 1 < d < n. Oznac¢me
h = n — d. Pfedpokladejme, Ze vSechny nenulové vlastni hodnoty jsou kladné. Vhod-
nym ocislovanim prvka baze (fi, fa, ..., fn) dokdzeme zafidit, aby v matici D byly nuly
pravé na poslednich d pozicich v diagonéle. Z vyrazu (6.18) pro kanonicky tvar kvadratické
formy vidime, ze

WD) =My + Xa(y?)? + - + M(y")?

a forma nabyva pouze nezapornych hodnot. Pro n-tice
(0,0,...,0, " ... y")
jsou to hodnoty nulové, v ostatnich pripadech kladné. Forma se nazyva pozitivné se-

midefinitni. Jeji matice v libovolné bazi je singularni, ma hodnost h a jeji levé horni
subdeterminanty jsou kladné az do fadu h vcetné, dalsi jsou nulové.

Jsou-li nenulové vlastni hodnoty naopak zaporné, nabyva kvadraticka forma pouze ne-
kladnych hodnot. Pro n-tice

0,0, ...,0, " ..., y")
jde o hodnoty nulové, v ostatnich pripadech zaporné. Forma se nazyva negativné se-
midefinitni. Jeji matice v libovolné bazi je singuldrni, ma hodnost h a jeji levé horni

subdeterminanty stfidaji znaménka (prvni je zadporny) az do fadu h véetné, dalsi jsou
nulové.
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(5) Ve zbyvajicich piipadech se forma nazyva indefinitni. Muze nabyvat jak hodnot obou
znamének, tak hodnoty nulové.

Cislo h se nazyva hodnost kvadratické formy, dvojice [k, z], kde k je pocet kladnych a z po-
et zaporych vlastnich hodnot (vZdy véetné nasobnosti), predstavuje jeji signaturu. Signatura
pozitivné definitni formy je [n, 0], negativné definitni formy [0, n], signatura pozitivné, resp.
negativné semidefinitni formy je [h, 0], resp. [0, k], 0 < h < n. (Pro h = 0 by se jednalo o
w2hulovou* kvadratickou formu, kterou do nasich ivah na tomto misté nezahrnujeme.)

Odstavec o kvadratickych forméch uzavieme jedingm ukdzkovym piikladem (vSechny ostatni
by byly analogické), ktery vSak bude velmi podrobny a poslouzi hned nékolika tcéelim. Na
prvnim misté jako ukazka prevodu kvadratické formy na kanonicky tvar, dale jako praktické
opakovani podstatnych vysledki z linearni algebry, a konecné jako potvrzeni toho, ze linearni
algebra neni n€jakou samotucelnou abstraktni teorii, ale je pfimo pouzitelna v aplikacich. Pii
jeho Teseni pouzijeme vlastnosti kvadratickych forem, teorii feseni soustav linedrnich rovnic,
vlastnosti vektorovych prostorti, vlastnosti skalarniho souc¢inu a feseni problému vlastnich vek-
tord symetrickych linearnich operatorii.
Priklad 6.32: Kanonicky tvar kvadratické formy prakticky

V ortonormalni bézi étyfrozmérného prostoru (e, es, es, e4) je kvadratickd forma s zaddna proménnjymi
(xt, 22, 23, 1) takto:

r(zt, 2?23, 2t) = 20t 2? + 22123 — 22t 2t — 22223 4 22220 4 22327,
Jeji matice je
0 1 1 -1
1 0 -1 1

Velmi rychle zjistime, ze determinant této matice je roven —3, tj. nenulovy. Pfedem tedy mutzeme konstatovat,
Ze hodnost formy je rovna n a vyloucit tak, Ze je forma semidefinitni. ProtoZe je determinant matice A zaporny,
nemtzZe byt forma ani pozitivné definitni (to by musel byt determinant kladny). Forma je tedy bud negativné
definitni nebo indefinitni. Uréime-li vSak jesté levé horni subdeterminanty matice A prvého, druhého a tietiho
Fadu, dostaneme ¢isla 0, —1, —2. Znaménka se nestiidaji, forma tedy neni ani negativné definitni. Zbyva jedina
moznost — forma je indefinitni. A to vSechno jsme zjistili jen na zékladé matice A, aniz jsme kromé nékolika
determinantt cokoli pocitali. Urc¢ime jesté kanonicky tvar formy a bazi vlastnich vektort prislusného operatoru
, determinant matice A — \F vypo¢teme pomoci Laplaceova rozvoje podle prvniho sloupce:

-A 1 1 -1
1 =2 -1 1
1 -1 = 1

-1 1 1 =X

det (A — AFE) = det

-2 -1 1 1 1 -1
= —M\det -1 - 1 | —det -1 =X 1 |+
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1 1 -1 1 1 -1
+det -2 -1 1 | +det -2 -1 1 =
1 1 =X -1 =X 1

=AM -6 280 -3 =(A-1)3\+3).

Vlastni hodnoty symetrického operatoru ¢ odpovidajicitho této kvadratické formé jsou Ay = Ay = A3 = 1,
A4 = —3. Jeji kanonicky tvar (v bazi vlastnich vektorti a v proménnych (y!, 32, y3, y)) je

K=+ (%) + (7)) - 3(y)*

Signatura formy je [3, 1]. Ozna¢me &tvefici nezndmych slozek vlastniho vektoru (3%, 3%, 82, 8%) a upravujme
matici (A — AE)T = (A — AE) pro A = 1, resp. A = —3 na schodovity tvar:

-1 1 1 -1 1 -1 -1 1

A_F— 1 -1 -1 1 N 0 0 0 0
1 -1 -1 1 0 0 0 0

-1 1 1 -1 0 0 0 0

Dostavame jedinou rovnici 1 — 52 — 33 + 5% = 0. Obecné Feseni tvoii trojrozmérny vektorovy podprostor L
generovany ¢tveticemi (52 + 83 — B4, 32, 32, 3%). Jeho bazi dostaneme naptiklad tak, Ze za volné neznamé 32,
B3 a 4 volime postupné jednu jednicku a dvé nuly. Pak

L= H(lv L0, 0)7 (17 0,1, 0), (_17 0, 0, 1)”

Pro hodnotu A = —3 dostavame
3 1 1 -1 -1 1 1 3
1 -1 1 1 1
A+ 3E = 3 ~ 0 0
1 -1 3 1 0 0 1 1
-1 1 1 3 0 0 0 O

Této schodovité matici odpovida soustava rovnic

-8+ B+ B 4+ 38 = 0,
B + Bt =0,
g+ B 0.

Jeji obecné feseni obsahuje jedinou volnou nezndmou (hodnost je h(A+3E) = 3) a ma tvar (84, —84, —B4, g4).
Generuje ortogonalni doplnék podprostoru L:

Lo =1, -1, -1, 1]
Cely prostor E4 = L + L, je generovan bazi z vlastnich vektori operatoru ¢,
Ey = H(la la Oa 0)7 (17 07 17 O)v (_17 07 07 1)a (L _17 _la 1)”

Tuto bazi je ovSem tieba ortonormalizovat, nebot vSechny naSe tvahy jsou vedeny pravé v ortonormaélnich
béazich. Grammilv—Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces (viz obecny postup nebo piiklad 6.10) vede k vysledku
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E4 = Hfh f27 f37 f4Ha kde

11
/i (ﬁ V2’ )

1 2
e (2t 20).
f = L V3
o 2{2\/52\/2’

fa = (2’ 2 Y 2)

Slozky vektori f1 az fy4 tvori fadky matice pfechodu T' od ptivodni baze (e1, e, €3, eq) k bézi (f1, fo, f3, f4)-
Obé béaze jsou ortonormalni, matice pfechodu je ortogonalni, tj. 7-! = T7T. Pro vyjadieni fadkové n-tice
,starych® proménnych (z) = (z! 22 2® 2*), v nichz byla forma zadéna, pomoci n-tice ,novych® proménnych

(y) = (y* v? > y*), v nichZ je vyjddfena v kanonickém tvaru, plati (z) = (y)7T), tj.

1 1 1 1 2 4
$—7y+% 2\/§y+2y,
x2=\}§y—% ? 2713@/3 ;y‘*,
x3=\/§y +2\fy—;y47
m4:§y3+%y4.

1

Dosadte nyni pFedchozi virazy pro 2! az 2 do ptivodni rovnice kvadratické formy, zadané na zadatku piikladu.

Jestlize jsme pfi pocitani neudélali chybu, méli byste dostat kanonicky tvar formy.

6.3.2 Rozpoznavani kvadratickych krivek a ploch

Ze mé dvojrozmérna a trojrozmérné linedrni algebra pouziti v geometrii linedrnich atvart, tj.
primek a rovin, o tom jiz urcité nikdo nepochybuje. Dalsi moznost aplikace se objevuje pri
klasifikaci takzvanych kiivek (v roviné) a ploch (v trojrozmérném prostoru) druhého stupné,
tedy téch, jejichz rovnice obsahuji kvadratickou formu.

Zvolme v roviné kartézskou soustavu soutadnic (O; z, y) ~ (O; €1, é). Bod O je jeji pocé-
tek, = a y jsou navzajem kolmé souradnicové osy se stejnou délkovou jednotkou, €; a €3 jsou
vektory ortonormaélni baze umisténé v bodé O. Kartézské soufadnice (z, y) bodu takové kiivky
v roviné vyhovuji rovnici obdobné té, se kterou jsme se setkali v piikladu 6.27, jen trochu
obecnéjsi,

(a11$2 + 2a12xy + a22y2) + (bl$ + bzy) +c=0. (619)

Aby rovnice opravdu obsahovala kvadratickou formu, je nutné, aby alespon jedno z ¢isel aiq,
@12, as bylo nenulové. V prvni zavorce je vidét kvadratickd forma a1122+2a122y +agsy?, v druhé
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linearni forma byx + byy a ¢ je absolutni ¢len. Uz vime, Ze takova kiivka mutze byt tfeba elipsou.
Mohla by byt také parabolou, hyperbolou, a jsou mozné jesté dalsi utvary. Tak tfeba rovnici
2% + y? = 0 vyhovuje pouze pocatek soustavy soutfadnic, rovnici 22 + y? + 1 = 0 nevyhovuje
z4dny bod, rovnice 2% — y* = 0 piedstavuje dvojici piimek y = 2. Jde o to, jak riizné situace
snadno rozpoznat.

Mnozina K vSech bodt v roviné, jejichz kartézské souradnice vyhovuji rovnici (6.19),
v niz je alespon jedno z ¢isel a1, a2, ase nenulové, se nazyva krivka druhého stupnée
nebo téz kuzelosecka.

Je ztejmé, Ze druhy z ndzvl neni pokazdé vystizny. Kuzeloseckou totiz geometti rozuméji kiivku,
ktera vznikne jako priisecnice kuzelové plochy néjakou rovinou. Timto zptisobem vsak nedoké-
7eme ziskat ani prazdnou mnoZinu (napiiklad jiz zminéna rovnice z% + y? + 1 = 0), ani tieba
dvojici pfimek x = £1, ktera je uréena rovnici 22 — 1 = 0.

vvvvvv

soufadnice (z, y, z) bodu v trojrozmérném prostoru vzhledem ke kartézské soustavé souradnic
(05 2, y, 2) ~ (05 €1, €, €3).

Mnozinu K vSech bodu v trojrozmérném prostoru, jejichz kartézské souradnice
(x, y, z) vyhovuji rovnici

(CL11.’E2 =F 2@12.Ty = 2@13.’172 4= CL22y2 = 2@23$Z == CL3322)+ (620)

+(bix + boy + b3z) + ¢ =0,

kde alespon jedno z ¢isel ay1, ais, ai3, aga, as3, asz je nenulové, nazyvame plocha
druhého stupne, nebo téz kvadrika.

Rovnice opét obsahuje kvadratickou formu, linearni formu a absolutni ¢len. I kdyz je rovnice
velmi obecné a na prvni pohled z ni nelze pfesny tvar plochy poznat, prece jen lze zakladni rysy
odhadnout. Uvéazime-li totiz fezy této plochy souradnicovymi rovinami (x = 0, y = 0, z = 0),
hned vidime, Ze s vyjimkou specidlnich pripadi jsou to kuzelosecky. Obdobné to dopadne s
fezy rovnobéznymi se soufadnicovymi rovinami (x = xg, ¥y = Yo, 2 = 2p). Soubor kvadrik tedy
bude urcité zahrnovat elipsoidy, hyperboloidy, paraboloidy, ale také valcové a kuzelové plochy.
Je vsak treba vypracovat metodu jejich presné klasifikace. Klasifikaci provedeme rovnou pro
kvadriky, kuzelosecky jsou zvlastnim pfipadem pro z = 0.

Obdobné jako v prikladu 6.27 si mizeme fadkovou trojici (X) = (x y z) pfedstavit jako
slozky vektoru s pocatecnim bodem v pocatku soustavy souradnic a koncovym bodem X o
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soufadnicich X = (z, y, z). Rovnici kvadriky zapiSeme v maticovém tvaru.

ail Q12 013 x by
( Ty z > 12 Qoy Q13 y | + ( Ty z ) by | +c= (6.21)
a3 Q23 Qass3 z b3

= (X)A(X)" +(X)B+c=0.

Z ptredchozi kapitoly vime, Ze pfechodem k ortonormalni bazi tvorené vlastnimi vektory opera-

Obr. 6.13 Posunuti poc¢atku soustavy soutadnic.

toru ¢ reprezentovaného matici A prevedeme kvadratickou formu (X)A(X)T na kanonicky tvar.
Geometricky to znamen4, Ze oto¢ime vektory baze pii zachovani pocatku soustavy souradnic.
Ptejdeme tedy od soustavy (O; z, y, z) ~ (O; €1, €, €3) ksoustavé (O; T, 7, z) ~ (O; ﬁ, f;, j?,)
Oznacime-li matici pfechodu jako obvykle T a nové slozky vektort (kartézské souradnice bodit)
jako (Y) = (z § 2), dostavame (X) = (Y)T, (V)= (X)T' = (X)TT a

(X)AX) T+ (X)B+c= (VTAT"(Y)" + (Y)TB +c =0,

)\1 0 0 bl
TAT" =TAT'=D=| 0 N 0 |, B=TB=| b
0 0 X3 bs
Novéa rovnice kvadriky
(MZ2 + X + A3Z2) + (1T + baf + b32) + ¢ =0 (6.22)

predstavuje jeji seminormdlni tvar. Odpovida situaci, kdy kvadraticka forma je v kanonickém
tvaru, zatimco linearni forma je jesté obecna. Dalsiho zjednoduseni mizeme docilit posunutim
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pocatku soustavy soufadnic, tj. vhodnou zdménou O — O. Samoziejmé jiz nesmime ménit bazi
jednotkovych vektorti podél soufadnicovych os, nebot bychom mohli pokazit kanonicky tvar
kvadratické formy. Také v pripadé posouvani pocatku lze najit obecny postup, jak to provadét.
Jednodussi je vSak provést tipravu seminormélniho tvaru pro kazdy konkrétni piipad zvIast.
Vyzaduje to pouze proceduru takzvaného doplnéni na ¢tverec, naptiklad pro A\; # 0 takto:

_ b b? b? b\’ B
MZ2 T =\ | 72 1~ L)1y (3 1 _a
W= A (m N o, oM\ Ty ) Ty

Vyraz £ =T+ 25711 pak oznacime jako novou proménnou, kterd odpovida z-ové souradnici bodu
kvadriky pri posuvu pocatku do polohy O, jejiz z-ova soufadnice v soustave (O; f1, fa, f3) je
To = —b1/2)\, piicemz (T5, ¥, 26) = (o, Yo, 20)T*. (viz obr. 6.13).
Priklad 6.33: Jak vypada tato kvadrika?

V soustavé (O; z, y, z) ~ (O; €1, &, €3) je kvadrika zaddna rovnici

z? 4+ 5y% + 22 4+ 2zy + 6xz + 2yz — 22 + 6y + 22 = 0.

Jak vypada? Abychom to zjistili, musime ji pfevést do vhodné soustavy soufadnic. ZapiSeme kvadriku v mati-
covém tvaru a budeme hledat takovou bazi, v niz bude mit kvadraticka forma kanonicky tvar:

11 T -2
(X)A(X)T—i-(X)B-i-c:(m Yy z) 1 5 1 Yy +<x Yy z) 6 | =0,
31 z 2
1-X 1 3
det (A — \E) = det 1 5-Xx 1 = -\ 4+ 727 - 36.
3 1 1-A
Kofeny tohoto polynomu jsou A\; = 3, Ay = 6, \3 = —2. (Hned vidime, Ze kvadratickd forma ma maximalni

hodnost h = 3, jeji signatura je [2, 1].) Vypodet vlastnich vektorti pro jednotlivé vlastni hodnoty:

-2 1 3 1 21
(A-\ME)T = 12 1 |~|011],
1 -2 0 0 0
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3 1 3 1 71
A-E)Y'=1 7 1 |~[010],
3 1 3 0 00
- 1 1
L= = [|{(——=, 0, —=]|| .
o= 1 = ||~ 75 0. 5|
Vektory ﬁ, fg a f;; vysly samy od sebe ortogonalni. Vite pro¢? Nova matice linearni formy B je
1 1 1
o B v v ¥ 7
B=TB= R 6 | = 2v6
- 0 % 2 2v/2

Seminormalni tvar kvadriky dostdvame v soustavé soufadnic (O; fi, fé, f;:,)
372 4 672 — 222 — 22V3 + 25V6 4+ 222 = 0

Provedeme doplnéni na ¢étverec:

Tyto proménné piedstavuji soufadnice bodu kvadriky v soustavé (O; ﬁ, fa, fé), kde

vzhledem k soustavé soufadnic (O; ﬁ, f;, f;:,) V tplné piivodni soustavé (O; €1, &, €3) méa bod O soufadnice

1 1 1
(1_11)T:(1_11) v 2 ¥ :(_1_22)
V3 V6 V2 V3 V6 V2 Ve VB e 3 33
vz Y%

V soustavé souradnic (O; ﬁ, f;, fg) je rovnice kvadriky v takzvaném normdinim tvaru
3¢24+6n2—22-1=0.

Vsimnéme si fezti kvadriky soufadnicovymi rovinami nové soustavy, tj. £ =0,n=0a (= 0:

2 2

E—0— G222 -1-0— || - [) =1,
1 1

6 2
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2 2
n=0=3-2>-1=0 = (5) —(C) =1,
5 2
2 2
(=0=32+6n"-1=0 = (51) +(”1) =1
3 6

Prvni dvé kiivky jsou hyperboly, posledni je elipsa. Kvadrika je takzvany hyperboloid.

Pro néazornost provedeme jesté klasifikaci kuzelosecky v roviné. V této situaci muzeme
snadno nakreslit obrazky odpovidajici pfechodiim mezi soustavami souradnic.
Priklad 6.34: Co je to za kuzelosecku?

Kuzelosecka je v kartézské soustavé souradnic zadana rovnici

922 — dzy + 6y + 62 — 8y +2 = 0.

Maticovy tvar je

(X)A(X)T+(X)B+c:(x y)(_z z><;>+(x y)<_2>+2=07

- -2
det(A—AE):det(g 2/\ 6 )\):)\2—15)\—50:()\—10)()\—5), A1 =10, Ay =5,

ane=a-om = (5 2 )~ (0 0)
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oL .t s (L L
¢ x—%, n=7g 7 0] (\/5, \/5) v soustavé (O; f1, fa),
2
S
1062 +57° — 1= ) -] =1
~e)

Soutadnice pocatku O v piivodni soustavé (O; €1, €,):

GG )6

Situaci znazornuje obrazek 6.14. Kuzeloseckou je elipsa s poloosou \ﬁ podél vektoru f1 a poloosou

S
B

Obr. 6.14 Klasifikace kuzelosecky — transformace souradnic.

1

podel

vektoru ]?2 7 obrazku je vidét, ze pro bod o soutadnicich £ = 0, n = iV soustavé (O; f_i, ﬁ> bychom méli

5
dostat = 0, y = 1 v soustavé (O; €1, €3). Zkuste to.

V zavéru odstavce shrneme vSechny moznosti, jak mohou vypadat tzv. normadalni tvary ku-

zelosecek a kvadrik.
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Véta 6.3: Necht K je kvadrika v R®. Existuje takovd kartézskd soustava soutadnic

v R3, Ze v ni md rovnice kvadriky K prdvé jeden z ndsledujicich tvari:

(i1)
(12)
(i3)
(i4)
(i5)
(i6)
(ii1)
(1)
(11i5)
(iv1)
(vi)
(v2)
(v3)

Z L+ Z41=0
90_2+£+£_1:
a? b2 c?

2
Z L2 11=0
2 2 2
Ztf-5-1=
$2 2 Z2
Ztgta=
2 2 2
mtE-5=0
%+%—2z=0,p,q>0
%—%—2z—0,p,q>0
T +L+1=
2 2
-8 REE
2 2
5 f-1=0
2 2
A
= £ =0
22 —2py =0,p >0
?+a®>=0,a#0
22 —a?=0,a#0

0 (prdazdna mnozina)
elipsoid

dvojdilny hyperboloid
jednodilny hyperboloid
{(0,0,0)} (pocdtek soustavy soutadnic)
kuZzel

elipticky paraboloid
hyperbolicky paraboloid

) (prdzdnd mnoZina)
elipticky vdlec

hyperbolicky valec
{(0,0,2)|z € R} (0sa z)
dvojice ruznobeznych rovin
parabolicky vdlec

0 (prazdnd mnoZina)
dvojice rovnobezZnych rovin

dvojna rovina

Vsechny realné situace zachycuji obrazky 6.15 az ?7.
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Obr. 6.15 Elipsoid. Obr. 6.16 Dvojdilny hyperboloid.

z 2

i 4 2
Obr. 6.17 Elipticky paraboloid. Obr. 6.18 Elipticky valec.
Véta 6.4: Necht K je kuzelosecka v R%. Ezistuje takovd kartézskd soustava soutad-

nic v R?, Ze v ni md rovnice kuZelosecky K prdvé jeden z ndsledujicich tvari:

(i1) %+ ?;—2 +1=0 0 (prdzdna mnoZina)

(i2) a—;—i-l;—;—l:O elipsa
2 2
(i3) &L —-%-1=0 hyperbola
2 2
(i4) %+ %—Z = {(0,0)} (pocatek soustavy souradnic)
(i5) ﬁ—; -%=0 dvojice riznobéznych primek
(ii1) "%2 —2y=0,p>0 parabola

(iiil) 2+ a*>=0,a#0 O (prdzdnd mnoZina)
(iii2) x?> —a?>=0,a+#0 dvojice rovnobéinijch primek

(iii?) +2 — N Annind nvdimlban
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T =0
w1 .
Obr. 6.20 Hyperbolicky parabo-
Obr. 6.19 Jednodilny hyperboloid. loid.

Obr. 6.21 Kuzel. Obr. 6.22 Parabolicky valec.

Vsechny realné situace zachycuji obrazky 6.25, 6.26 a 6.27.

6.3.3 Symetrické operatory, kvadratické formy a fyzika

.....

to jesté jiny prakticky vyznam nez pro rozpoznavani kuzelosecek a kvadrik? Pro odpovéd staci
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Obr. 6.23 Hyperbolicky
valec.

N
N\
S
N
W
AN
R
W
NN

Riiznobézné roviny. iiib

si pfipomemnout fyzikalni ptiklady symetrickych operatoru, at jiz z kapitoly 4 nebo z tvodu
odstavce 6.2.2.
Priklad 6.35: Slozky momentu setrvacnosti jako koeficienty kvadratické formy

Na zacatku odstavce 6.2.2 jsme se zabyvali linedrnim vztahem mezi momentem hybnosti L a thlovou
rychlosti tuhého télesa &, L; = J;w;, 1 < i,j < 3 (indexy jsou dole, jak je zvykem ve fyzice, s¢itaci index je j).
Momenty setrvacnosti J;; byly slozkami symetrického operatoru. Vypocteme-li jesté rotacni kinetickou energii
télesa, objevi se kvadraticka forma:

1

1
Ekzi/QUZdV:i/g(Qxf')ZdV:

14 14

/g (w2 — w3y)? + (w3 — w12)® + (W1y — woz)?) AV =
v

DN | =
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Y Y
R .
Q/a a8 O a T
Elipsa. Hyperbola.
Obr. 6.25 Kuzelosecky.
Y Y
bl----2 |
0 a @
@) x
Riznobézky. Parabola.

Obr. 6.26 Kuzelosecky.

1
=5 w%/g(gf +2%)dV — 2w1w2/gasde — 2w1w3/gxz dV+
v v v

+w3 / o(z? + 2%)dV — 2wows / oyzdV + w3 / o(z? + ) dV
% % %

I kdyZ ahlovéa rychlost & zavisi obecné na Case, je pro vSechny elementy télesa stejné. Proto jsme slozky tihlové
rychlosti mohli vytknout pied integraly. Poznavate momenty setrvacnosti J;;, definované v odstavci 6.2.27
Jisté ano, takze hned vidite, Ze rota¢ni kinetické energie pfedstavuje kvadratickou formu v proménnych w;, s
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Y Y
—a 19) a at 19) 7
Rovnobézky. Dvojna primka.

Obr. 6.27 Kuzelosecky.

koeficienty J;;:

. ) Juu Jiz Jis w1
Ek = iwalw] = 5 ( w1 W2 w3 ) ‘]12 J22 J23 w2 ’
J13 J23 J33 w3

s¢itaci indexy jsou ¢ a j, vysledny vyraz bude mit po rozepsani 9 s¢itancti. Jak je mozné, ze pfedposledni vyraz
pro kinetickou energii, kde jsou jednotlivé ¢leny explicitné rozepsany, méa jen 6 s¢itanci? Na tuto jednoduchou
otazku jisté odpovite bez napovédy.

Také si hned muzeme vsimnout praktické vyhody toho, Ze uz umime néco z linedrni algebry. Vime, Ze pro
symetricky linedrni operdtor (v nasem piipadé operdtor momentu setrva¢nosti) vzdy dokdzeme najit ortonor-
malni bazi, v niZ je reprezentovan diagonélni matici. A v téZe bazi bude mit odpovidajici kvadratickd forma
kanonicky tvar. Zapis dulezitych fyzikalnich veli¢cin — momentu hybnosti a kinetické energie — se tedy ve-
lice zjednodusi. Oznacdime-li T matici pfechodu od ptvodni baze k ,vyhodné“ bazi tvorené vlastnimi vektory
operatoru, dostavame

Jiu Jiz Jis Ju 0 0
(wl ) w;g) = ((Dl W @3) T, (L1 Lo Lg) = (El 1_12 Eg) T, Jig Jog  Jos =7! 0 Jo 0 T,
Jiz Jaz Jsz3 0 0 U3
J 0 0
— (L b L )=(@ @ @ )| 0 % 0 |=(%a, S, Fsig),
0 0 J
17, 0 0 o .
E) = ( @1 @y @3 ) 0 % 0 @ | =3 (@7 + Jows + T303) -
0 0 15 w3

Samoziejmé, ze baze vybirame ortonormélni, matice pfechodu je pak ortogonalni. Pfijemné je, Ze jsou-li vlastni
hodnoty J1, Jo a Js rizné, vyjde baze z vlastnich vektord ortogonalni sama od sebe, staci pak jen vektory
normovat.
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Fyzikové pochopitelné nehovoii o bazi vlastnich vektort. Maji pro tyto vyznacné sméry vlastni nazev, sou-
visejici s jejich fyzikdlnim vyznamem. Nazyvaji je hlavni osy momentu setrvacnosti. Algebra dokaze zjistit pouze
jejich sméry, nezabyva se uz jejich umisténim. 7 fyzikalnich divodu se vSak jejich prusecik ztotoznuje se stre-
dem hmotnosti télesa SH, ktery se také obvykle voli za pocatek soustavy soufadnic pevné spojené s télesem.
Vzhledem k tomu, ze slozky operatoru momentu setrvacnosti charakterizuji rozlozeni hmotnosti v télese, sou-
viseji sméry hlavnich os se symetrii tohoto rozlozeni. Nejlépe to uvidime na pfipadu homogenniho télesa, jehoz
hustota g je vSude stejnd (viz obrazek 6.28). V takovém piipadé je symetrie rozloZeni hmotnosti télesa stejna
jako jeho symetrie geometricka. Nase dalsi tvahy souvisejici se symetrii rozlozeni hmotnosti télesa budou velice
nazorné, nebot se budou opirat o predstavu geometrického tvaru. Bude-li téleso ,SiSaté*, tfeba obecny elipsoid,

03

o =konst.

02

Obr. 6.28 K prikladu 6.35.

nebo néjaky tplné nepravidelny utvar, budou hodnoty J1, J2 a J3 rizné. Tém pak budou odpovidat navzajem
ortogonalni jednorozmérné vektorové podprostory v F'5 — sméry hlavnich os. Hlavni osy momentu setrvacnosti
nesymetrického télesa (fyzikové Fikaji asymetrického setrvaéniku) jsou tedy uréeny jednozna¢éné. Pokud bude
télesem obecny elipsoid, jsou hlavni osy spojeny s jeho geometrickymi poloosami — to nam napovidd naSe
geometricka a fyzikalni intuice. Lze to vSak i korektné spocitat. A co kdyZz bude téleso valcové symetrické?
Treba rotac¢ni valec, nebo rotac¢ni kuzel? Nebo jakykoli jiny tvar s rota¢ni symetrii, tfeba civka, nebo néjaky
ozdobny pilit? Pro fyziky je to symetricky setrva¢nik. V takovém pfipadé budou existovat dvé ruzné vlastni
hodnoty operatoru momentu setrvac¢nosti, z nichz jedna bude dvojnasobné. Vlastni vektory vytvori dva ortogo-
nalni podprostory. Ten jednorozmérny bude jednoznacné urcovat jednu z hlavnich os — osu rotac¢ni symetrie,
dvojrozmérny pak bude obsahovat hlavnich os nekoneéné mnoho — vSechny sméry kolmé k rota¢ni ose. Koneéné
nejvice specidlnim p¥ipadem je téleso kulové (kulovy setrvacnik), pro ktery bude existovat jedina trojndsobnéd
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vlastni hodnota J operdtoru momentu setrvacnosti a vSechny sméry v prostoru budou rovnocenné. V tomto
bude v libovolné ortonorméalni bazi reprezentovan operator momentu setrvacnosti, ktery ma jednu trojnasobnou
vlastni hodnotu J7?

Jaky je fyzikdlni vyznam hlavnich os? Kdyz roztocime téleso kolem hlavni osy uréené tieba vlastnim vek-

torem f1, tj. @ = (w, 0, 0), dostaneme L= (Jiw, 0, 0), vektor momentu hybnosti je rovnobé&zny s thlovou
rychlosti, tedy s hlavni osou. Pokud jiz na téleso nijak silové neptisobime a muzeme-li zanedbat i brzdéni silami
tfeni, rotuje stale kolem hlavni osy stejnou thlovou rychlosti. Smér osy rotace v prostoru se nemeéni. Osa je
tzv. pevnd, ani ji nemusime drzet. Clovék s technickym zaméfenim by tento pohyb charakterizoval tak, Ze setr-
vacnik ,nehazi“. Co kdyz ale chceme, aby setrva¢nik rotoval kolem pevné osy, ktera neni osou hlavni? To pak
v soustavé soufadnic, kterd je s takovou osou spojena, nemé operidtor momentu setrvacnosti diagondlni tvar.
Takovou rotaci nelze zafidit bez dodatecného silového ptisobeni. Osu je tieba drzet, aby ,necestovala“. V dlani
citime silové pusobeni osy — setrvacnik ,hazi“ a osu opotfebovava. Pravé proto se napfiklad musi vyvazovat
kola automobili, aby osa, kolem které se musi otacet, byla opravdu hlavni osou.
Pozn.: Obecné je samoziejmeé tieba vést tvahy tykajici se hlavnich os operatoru momentu setrvacnosti i pro
télesa, ktera nejsou homogenni. Pak uz si nemtzeme pomahat nazornou predstavou spojenou s geometrickym
tvarem télesa. Nehomogenni téleso s vhodné rozloZzenou hmotnosti se tfeba mtze chovat jako symetricky setr-
vacnik a pfitom nemusi mit Zddnou geometrickou symetrii. O to vice pak ocenime metody linedrni algebry, nebot
pomoci nich dokédzeme sméry hlavnich os vypocitat, zname-li funkci popisujici rozlozeni hmotnosti v télese.

Nakonec si jesté vsimnéme kvadratické formy vyjadiujici rota¢ni kinetickou energii. Spojime-li soustavu sou-
fadnic (SH; Z, §, z) s hlavnimi osami momentu setrvacnosti protinajicimi se ve stfedu hmotnosti SH, mizeme
vyjadrit vlastni hodnoty operatoru piimo z ,fyzikalni“ definice:

T = /g<y2 +2)dV, J= /g(at«2 +2)dV, Tz = /g(o‘c2 +77)dv.
1% v %
Je zrejmé, ze vSechny jsou kladné a kvadraticka forma pro rotac¢ni kinetickou energii je pozitivné definitni. Nic
jiného jsme ani nemohli oéekévat, nebot kinetickd energie musi byt pfi jakékoli nenulové ithlové rychlosti kladna,

zapornd neni nikdy a nulova je pravé tehdy, kdyz se téleso nepohybuje.

Ptedchozi priklad je sice obsahly, ale umoznil nam pochopit souvislost algebraického popisu
fyzikalnich veli¢in s fyzikalnimi zakonitostmi samotnymi. Jakmile jsme objevili, jak vhodné
interpretovat moment setrvacnosti (jako symetricky linearni operator v trojrozmérném eukli-
dovském vektorovém prostoru), mohli jsme uz jen pracovat s obecné platnymi tvrzenimi linedrni
algebry (problém vlastnich hodnot a vektort symetrickych operatorti, vlastnosti kvadratickych
forem) a ziskat snadno a rychle zajimavé a zavazné fyzikalni zavéry i praktické dusledky (ro-
tace kolem pevné osy, ,hézeni“ setrva¢niku). Pokud jesté nékdo neni presvédéen o pouzitelnosti
linearni algebry, mé k dispozici dalsi fyzikalni priklad.

Priklad 6.36: Symetrické operatory a Sifeni svétla

Ze spolu tyto dvé véci nemohou souviset? Hned uvidime. Slyseli jste ve fyzice o dvojlomu? Ur¢ité ano. Vite
dobfte, ze dvojlom vznika, kdyz se prithledné prostfedi nechova ke vSem svételnym paprskiim, které se v ném §ifi,
stejné, ale rozliSuje rtizné sméry polarizace riznym indexem lomu. Jak to souvisi s operatory? Predpokladejme,
ze se svétlo Sifi v prostiedi, které je nepohlcuje a které je izotropni, tj. nerozliSuje rizné sméry sifeni svétla —
tfeba sklo, nebo voda. Takové prostiedi je charakterizovano jednou hodnotou indexu lomu (ta sice mtiize zaviset
na vlnové délce svétla, aviak tento jev nas nyni nezajima). Pro index lomu n plati n = /¢, kde ¢ je relativni
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dielektricka permitivita prostiedi. Ta vSak také vystupuje ve vztahu amérnosti mezi elektrlckou indukci D a
elektrickou intenzitou E popisujici Sifici se svételnou vinu. Plati D= €0€E kde g9 = 8,85 - 10_12Fm je
permitivita vakua. Pokud vSak je prostiedi anizotropni, je linearni vztah mezi vektory EaD obecnéjsi, jak
jsme jej popsali v ivodu odstavce 4.2.1,

€11 €12 €13
( Dy Dy Ds ): ( coE1 eob2 eoF3 ) €12 €22 €23
€13 €23 €33

Skutecnost, Ze je matice (g;;) symetrickd, plyne z fyzikalnich argument, jimz se zde nebudeme vénovat. Vidime,
7ze symetricky operédtor dielektrické permitivity pfifazuje vektoru elektrické intenzity (vzoru) vektor elektrické
indukce (obraz). V trojrozmérném prostoru zcela jisté existuji ortonormadlni béze, v nichz je operator relativni
dielektrické permitivity reprezentovan diagonalni matici. V diagonale vystupuji, jak jinak, vlastni hodnoty
operatoru. TFi moznosti — jedind trojnasobnd vlastni hodnota ¢, jedna jednonasobné vlastni hodnota (ozna¢me
ji €)) a jedna dvojnéasobnd vlastni hodnota (oznacme ¢ ), t¥i riizné (jednonasobné) vlastni hodnoty €1, €2 a €3
— rozlisuji tfi dalezité fyzikalni situace a tfidi prostfedi z hlediska sifeni svétla do t¥i kategorii — izotropni,
opticky jednoosa a opticky dvojosa. Osy, ke kterym se nazvoslovi vztahuje, jsou dany sméry vlastnich vektord
operatoru dielektrické permitivity.

V ptipadé izotropniho prostfedi je kazdy vektor prostoru vlastnim vektorem operatoru relativni dielektrické
permitivity, ktery mé diagonalni tvar ve vSech ortonormaélnich bézich. Plati D = 5055 a zadny smér neni
preferovan. K izotropnim prostfedim se fadi napiiklad voda, sklo, ale také prihledné krystaly s krychlovou
strukturou.

U prostiedi, které jsme nazvali opticky jednoosym, je vyznaény smér urcen vlastnimi vektory prislusnymi
jednondsobné vlastni hodnoté ¢, které, jak vime, tvori jednorozmérny vektorovy podprostor. Tento smér se
ve fyzikalni terminologii nazyva optickd osa. V rovinach kolmych na tento smér jsou pak jiz vSechny sméry
rovnocenné a tvoii dvojrozmérny vektorovy podprostor pfislusny dvojnasobné vlastni hodnoté €, . Plati

EH 0 0
(Dl D, D3):(50E1 o EQEg) 0 £ 0
0 0 g1

Je-li svétlo polarizovano ve sméru optické osy, tj. je-li vektor E s ni rovnobézny, $ifi se svétlo v prostiedi
rychlosti odpovidajici indexu lomu n| = /&, v = ¢/n) (c je rychlost svétla ve vakuu). Uvédomte si, ze smér,
ve kterém se svétlo $i¥i, tedy svételny paprsek, je kolmy k vektoru E. Paprsky vyhovujici pravé popsané situaci
tedy vyplni dvojrozmérny podprostor kolmy k optické ose, svétlo se §i7 kolmo k optické ose. O kazdém z nich
mluvime jako o mimorddném paprsku, extraordinariu. Jestlize se naopak svétlo §i7 rovnobézne s optickou osou
(polarizovano je kolmo k ni), fidi se jeho rychlost indexem lomun, = /e, v, = ¢/n. . Jedna se o 7adny paprsek,
ordinarius. Latky se dvéma rtuznymi vlastnimi hodnotami operatoru relativni dielektrické permitivity tedy maji
dvé zékladni hodnoty indexu lomu a nazev ,dvojlom“ je zcela namisté. Typicky jednoosymi prostiedimi jsou
pruhledné krystaly s Sestere¢nou a ¢tvereénou strukturou (zakladni burikou krystalu, jejimz opakovanim vznika
cely krystal, je pravidelny Sestiboky resp. pravidelny ¢tyiboky hranol).

V nejobecnéjsi situaci, odpovidajici navzajem rtuznym vlastnim hodnotdam operatoru relativni dielektrické
permitivity, existuji v optickém prostiedi t¥i preferované sméry (jednorozmérné podprostory vlastnich vektorit).
Tyto sméry predstavuji optické osy. Pro¢ hovofime o dvojosém prostiedi, kdyz tyto sméry jsou t¥i? Jednoduse
proto, Ze takova je historicka konvence. Znalost kterychkoli dvou z téchto smér jiz umoznuje urcit i ten treti jako
kolmy k nim. Popis §ifeni svétla v opticky dvojosém prostfedi je velmi komplikovany a ponechme jej fyzikam.
K typicky dvojosym prostfedim patfi prihledné krystaly s obecnou strukturou.
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Pozn.: Také v tomto prikladu najde uplatnéni teorie kvadratickych forem. Takzvana volnd energie objemové
jednotky prostiedi je totiz vyjadfena kvadratickou formou

L. 1
F=—-FED= §€O€ijEiEj-

1
2

Co myslite, jak bude vypadat jeji kanonicky tvar?

6.3.4 Linearita ve fyzikalnich a technickych aplikacich

V predchozim textu jsme vidéli, ze jakékoli ,piimé tmeéry“ mezi vektorovymi veli¢inami, t;j.
mezi objekty, které jsou prvky néjakych vektorovych prostort, lze vyjadrit pomoci linearnich
zobrazeni, ve slozkach ve zvolenych bazich pak pomoci matic. Vzpomenme si na fyziku, kde
jsou linearni vztahy, tj. vztahy primé iméry mezi vektorovymi veli¢inami, bézné. Mizeme je
tedy efektivné zapisovat pomoci matic? Nasledujici priklady ukazuji, Ze ano.
Priklad 6.37: Linearni operatory v mechanice

Uvazujme o piimé pruzné stiedové srazce dvou ¢astic o hmotnostech my a ma. Jejich rychlosti pred srazkou
ozna¢me ¥ = (v1) a ¥ = (vg), rychlosti po srdzce 07 = (U1) a U3 = (V2), kde v1, va Ty, Us jsou slozky rychlosti
Castic podél osy z, jejiz smér je shodny se spoleénym smérem vsech rychlosti. Plati zakony zachovani hybnosti
a kinetické energie castic, tj.

— — 1 9 1 2 I 5, 1
miv] + Mol = M1U1 + MoUs, §mlvl + imgvz = §m1v1 + §m2U2.

Zda se, ze tento problém nem4 s linearitou nic spole¢ného — vzdyt druhy vztah je kvadraticky. Jeho tpravou
a poté uzitim vztahu pro hybnosti vS§ak dostaneme

ml(vl —@1)(’01 +@1) = mQ(EQ — ’1)2)(’02 +52) - (Ul +§1) = (’1)2 +52) = U1 — VU2 = —V1 + Vs.

Soustava rovnic o neznamych v, a v tvorena posledni rovnici a zdkonem zachovani hybnosti vSak jiz je soustavou
linearnich rovnic a jeji feseni mizeme vyjadfit pomoci maticového zapisu

mq 1 m; —1
(1 U2) =(v1 w2) =
mey —1 mo 1
myp —1 mq 1 -
= (U1 T2)=(v1 wv9)
mo 1 my —1

Nakonec tedy mutzeme vyjadiit ,nové“ rychlosti jako linedrni kombinace

nstarych® takto:

mi1—ma 2’177,1

mi+ma mi+ma
(U1 2) = (v1 v2)

2m2 m2—1Mm1

mi+ma mi1+ma
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Vipodet si provedte. Matici vystupujici v tomto vztahu, uréenou jednozna¢né pouze hmotnostmi ¢astic, lze
interpretovat tak, Ze reprezentuje linedrni operdtor (ptisobici v dvojrozmérném vektorovém prostoru), ktery
vektoru utvofenému z rychlosti ¢astic bezprostiedné pred srazkou prifadi vektor utvofeny z rychlosti castic
bezprostfedné po srazce. Uvédomte si, Zze prostor, v némz se ¢astice ve skutecnosti pohybuji, je pouze jednoroz-
mérny (jde o pfimou srazku). Prostor, ktery jsme vytvofili ,,pro maticovou interpretaci, je dvojrozmérny a jeho
vektory jsou zadany dvéma slozkami danymi slozkami dvou jednorozmeérnych vektord ,skutecnych“ rychlosti
Castic.

K tomuto prikladu se jesté jednou vratime ve cviceni.

Priklad 6.38: Linearni operatory v elektiiné a elektrotechnice

Jednou z tloh v elektrotechnice, kterd neni povazovana za zcela trivialni, je ndhrada ¢asti obvodu zvané
trojuhelnik ekvivalentni casti obvodu zvanou hvézda. Situaci ukazuje obrazek 6.29. Uvazujme o stejnosmérném
obvodu. Ukolem je uréit odpory rezistortt R}, R} a R} v ¢asti obvodu typu trojiihelnik na zékladé znalosti
odporti R, Ry a R3 v ekvivalentni ¢asti typu hvézda a naopak. Ekvivalence ¢asti obvodu je ddna pozadavkem,
ze pri daném vstupnim napéti U mezi body 1 a 2 a daném proudu I tekoucim bodem 1 budou vystupni napéti
U mezi body 3 a 4 a proud I protékajici bodem 3 v piipadé hvézdy i trojihelnika shodné. Vzhledem k moznosti
nazornégjsiho prekresleni trojuhelnika a hvézdy, uvedeného rovnéz na obrazku 6.29, se trojuhelnik nazyva také
II-obvodem a hvézda T-obvodem. Jisté si ted kladete otézku, k emu zde mohou pomoci matice. Vzhledem k

2 4 2 4

Obr. 6.29 K transformaci trojuhelnika na hvézdu.

platnosti Kirchhoffovych zdkont, v nichZ proudy a napéti vystupuji linearné, je mozné vyjadiit dvojici (U, T)
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(vystupni napéti a vystupni proud) jako obraz dvojice (U, I) ziskany ptisobenim jistého linedrniho operdtoru
zévislého na odporech. Co fikaji Kirchhoffovy zakony?

e Prvni Kirchhoffav zakon: Soucet vSech proudi v daném uzlu je nulovy. (Pfitom, podle konvence, ma
proud, ktery do uzlu vtékd, kladné znaménko, proud, ktery z uzlu vytékd, mé znaménko zadporné.)

e Druhy Kirchhoffiv zdkon: Soucet vSech ubytkti napéti na vSech prvcich v dané (uzaviené) vétvi
obvodu je nulovy. (Podle konvence se tbytek napéti na daném prvku bere jako kladny, prochézime-li
timto prvkem souhlasné s pfedem zvolenou orientaci vétve, jako zaporny pak v opacném piipadsé.)

je slozenim (kompozici) linedrnich operatort popisujicich nejjednodussi éasti obvodu. Zakladni stavebni kameny
obvodi, zvané elementdrni kvadrupdly, znazornuje obrazek 6.30. Kirchhoffovy zdkony pro kvadrupdly maji

1

3

1 I:| 3 1

2 4 2 4
Obr. 6.30 Elementarni kvadrupdly elektrickych obvodi.

mimofadné jednoduchy tvar. Plati

1 0
U=U-IR, I=1 = (U I)=(U I
-R 1
pro kvadrupdl v levé ¢asti obrazku,
1 —R!
U=U I1=I-UR"' = (U T)=U I
0 1

pro kvadrupdl v pravé ¢asti obrazku. Na obrazku 6.29 si miizeme vS§imnout, ze jak hvézda, tak trojihelnik, jsou
slozeny ze tii elementarnich kvadrupdla. Plati tedy

1 0 1 —Ry! 1 0
U D= I
~R; 1 0 1 —~Rs 1

pro hvézdu (T-obvod), pro trojihelnik (II-obvod) pak

1 —Ry! 1 0 1 —R!

0 1 —Ry 1 0 1
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Po vynésobeni tii jednoduchych matic v obou pfipadech ziskdme matici reprezentujici linedrni operator, ktery
dvojici (vstupni napéti, vstupni proud) pfifadi dvojici (vystupni napéti, vystupni proud). Maji-li byt hvézda a
trojuhelnik ekvivalentni, musi byt ob& matice shodné. Z této podminky dostaneme vztahy pro odpory R}, R)
a Rf v trojihelniku pomoci odport Ry, Ry a R3 ve hvézdé. Provedte vypocet a zkontrolujte si vysledky:

RiRy + Ri1R3 + RaR3 R R, RS

Ry = | = o
! Ry ’ R} + Ry + R}’

RY, R, resp. Ro, R3 dostaneme z predchozich vztahti cyklickou zdmeénou indexu (1,2,3) — (3,1,2) — (2,3,1).

Pozn.: Pro piipad st¥idavych obvoda (tthlovéa frekvence proudu a napéti w) lze predchozi postup jednoduse
pouzit pro vSechny obvyklé typy prvki — rezistory, civky i kondenzatory. V ziskanych vztazich prosté nahradime
odpory pfislusnymi impedancemi vyjadfenymi komplexnimi ¢isly (impedance rezistoru o odporu R je Zp =
= R, impedance civky o vlastni indukénosti L je Z; = iwL, impedance kondenzatoru o kapacité C je Zo =
= 1/iwC), a stejnosmérnd napéti a proudy rovnéz zaménime za komplexni veli¢iny U = Upexp [i(wt + ¢)],
I = Iyexp [i(wt + ).

Priklad 6.39: Linearni operatory v geometrické optice

Také v geometrické optice je mozné zapsat linedrni vztahy pomoci linedrnich operatort. Lze jimi popsat
ifeni svétla jak volnym prostorem, tak optickymi prvky. V tomto pfikladu se budeme zabyvat zobrazenim
tlustou ¢ockou, znazornénou i s vyznacenim dulezitych parametri na obrazku 6.31. Tlusta ¢ocka déli prostor

opticka osa = z

Obr. 6.31 Charakteristiky tlusté cocky.

na predmétovy, ktery budeme charakterizovat indexem o (object), a obrazovy, jemuZ bude pfisluset index 4
(image). Je charakterizovina polohami hlavnich rovin H, a H;, polohami ohnisek F, a F; a indexy lomu n, a
n;. Pro $ifeni svételnych paprski plati tato pravidla:
e Paprsek, ktery se v pfedmétovém prostoru $ifi rovnobézné s optickou osou, se v priiseciku s obrazovou
hlavni rovinou H; lame do obrazového ohniska Fj.
e Paprsek, ktery v pfedmétovém prostoru projde predmétovym ohniskem F,,, se v priiseciku s predmétovou
hlavni rovinou H, lame do sméru rovnobézného s optickou osou.
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Pro polohu a pfedmétu a polohu b obrazu plati c¢ockovd rovnice

fo fz
P

fo _mo

fi ni

Vzdélenosti v pfedmétovém prostoru se méfi od predmétové hlavni roviny, tj. fo = zn, — 2r,, @ = 2H, — 2, 2
vzdalenosti v obrazovém prostoru se méri od obrazové hlavni roviny, tj. f; = 2r, — 2m,, b = 2; — zp,. Primé a
thlové zvétsent jsou definovany vztahy

:]_7

hi foa ; a
M = — = — M = —— = ——,
he  fib AT, b
Jednim ze zakladnich vztaht tzv. parazidini geometrické optiky, tj. takové aproximace, kdy se paprsky sifi v
tésné blizkosti optické osy a sviraji s ni velmi malé uhly, je Smithova—Helmholtzova véta, podle niz plati

Ny ho 0ty = N by ;.

Pozn.: Aproximaci paraxidlni optiky jsme pouzili jiz pfi vyjadfeni thlového zvétSeni, kdyZ jsme vzali v itvahu
priblizné vztahy «; = tga;, ap = tgap. Této aproximaci samoziejmé neodpovida obrazek, v némz jsme museli
pouzit paprski svirajicich s optickou osou vétsi tihly. Jinak by z néj nebylo mozné geometrické vztahy vydcist.

Pro maticovy zapis chodu paprskt definujeme pojem prenosové matice. Ozna¢me 1 z-ovou soufadnici
pruseciku paprsku s uré¢itou pocatecni rovinou z = z; a x) smérnici paprsku v tomto bodé. Podobné ozna¢me
Zg, TeSp. xh, x-ovou soufadnici priseciku téhoz paprsku s jistou koncovou rovinou z = zs, resp. jeho smérnici v
tomto bodé. Za piedpokladu, Ze je vztah mezi vyslednymi veli¢inami (22, 25) a po¢ateénimi veli¢inami (x1,x})
linearni, miZeme jej hledat ve tvaru maticového zapisu

(ve ) = (z1 o)) T(21,22),

kde T'(z1, 22) je prenosovd matice, nebo téz matice prenosu.

vvvvv

amérné se vzdalenosti mérenou podél optické osy, pri¢emz faktorem umeérnosti je pravé smérnice paprsku, tj.
xo = o1 + @) (22 — z1). Matice pfenosu, kterou pro tento piipad opatfime indexem p, mé tedy tvar

1 0
Tp(zh'z?) =
Z9 — 21 1

Pro prenos mezi hlavnimi rovinami ¢o¢ky vyuzijeme pravidla, Ze poloha priseéiku paprsku s rovinou H, (tj.
pro z = zpg,) je stejnd jako v roviné H; (tj. pro z = zp,). Smérnice paprsku se v8ak v prostoru mezi hlavnimi
rovinami ¢ocky méni. Uplatiiuje se zde jednak zména timérnd poloze paprsku, jednak zména zpiisobena vlivem
lomu svétla (Snelltiv zékon lomu), tj.

Odpovidajici matice prenosu je
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Prislusi-li index 1 paprsku pred ¢ockou a index 2 za ¢ockou, plati pro vyslednou matici pienosu
T(z1,22) = Tp(21, 21,) Te(2m,, 21,) Tp(2H,, 22)-

Provedte vypodet a ukazte, Ze plati

fi—z2tzn, 1
fi fi
T(z1,22) =
(ZHO — )+ (21*2H0+§:»)(22*2Hi) Zl_z}-lio'f'fo

Plati zg, — 21 = fo + 2F, — 21 @ 22 — 21, = 22 + fi — zF,, a tak nakonec pro matici pfenosu dostaneme

_ZZ_ZFi 1
fi fi
T(Zl, 22) =

f + (21—2F,)(22—2F;) zZ1—2r,

fi fi

Ve cvideni si v§imneme dvou specidlnich pfipadt, kterym odpovidaji zvlast jednoduché matice pienosu.

491

Maticovy (operatorovy) popis $ifeni svétla v paraxidlni geometrické optice je velmi vyhodny. Kazdy opticky

prvek lze popsat matici pfenosu a postupné fazeni prvku do cesty svételnému paprsku znamend z vypocetniho

hlediska pouze ndsobeni matic (linedrni operatory pusobi postupné, skladaji se).

6.3.5 Cviceni

1. V naésledujicich pfipadech najdéte kartézskou soustavu souradnic, v niz mé kvadrika nebo kuzelosecka

normalni tvar. Urcete, o jakou kvadriku nebo kuzelosecku se jedna.

a) 6ry -+ 8y? — 12z — 26y + 11 =0 v R?
) 2?2+ 2zy+9y*> -8r+4=0vR?

=3

) 22 +5y% + 22 + 22y + 622 +2yz — 22+ 6y +22 =0 v R?

¢]

o,

) 4x? + 22y + 2wz — 2y? +byz — 222 — 222 — 19y + 82+ 1=0v R3

[©)

) 2?2 +4zy+y?*+22+1=0v R?

Lz}

) 222 + 52y —3y> +2+10y—3=0v R2
) 4w +y? — 422 —8x + 4y +242 - 32=0v R?
h) 622 — 4wy — 42z + Ty> +522 - 36 =0v R?

o

i) 222 + 22y +2y% — 522 —2x —4y —42+2=0v R?
j) 22 +4day — 1022 — 2y® +4yz + 22 + 20+ 4y — 102 —1 =0 v R?
k) 2%+ 2xy + 622 + 5y% +2yz + 22 — 22 + 6y + 22 =0 v R?

1

) 2?2+ 2y +y?+1=0v R
m) 4x? +4zy+y2 +22+y—-2=0v R?
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2. Jesté jednou se vratte k piikladu 6.37 o pfimé srdzce dvou &astic. Dvojici rychlosti (77 T2) Gastic po
sréZzce jsme v ném vyjadfiili jako obraz dvojice rychlosti (vq vsg) pfed srézkou operdtorem ¢ zavislym na
hmotnostech castic. Urcete vlastni hodnoty a vlastni vektory tohoto operatoru. Dokazte, ze jako baze
jednorozmeérnych vektorovych podprostori prislusnych vypocétenym vlastnim hodnotam lze vzit vektory

(1,1)a (

dvojic rychlosti ¢astic k bazi (e1, e2) tvofené vyse specifikovanymi vlastnimi vektory operatoru ¢. (Je tfeba
uréit matici inverzni k matici pfechodu.) Zapiste vztah mezi rychlostmi pred srazkou (v{ v4) a () v5) v
bazi (e1, e2) a pokuste se o fyzikdlni interpretaci vysledkd.

—m2_ 1) Uréete matici piechodu od ptivodni baze dvojrozmérného vektorového prostoru
mi+ma mi+msa

3. V prikladu 6.39 o tlusté cocce jsme odvodili matici pfenosu, ktera popisuje linearni vztah mezi pocateénimi a

koncovymi charakteristikami sificiho se svételného paprsku (z1, ), resp. (z2, %) (z je poloha a z’ smérnice
paprsku).

a) ZapiSte matici pfenosu pro piipad tzv. opticky konjugovangch rovin, tj. pro z1 = z, a 22 = 2.
Vypoctéte pomoci této matice hodnoty z; a z}.

b) Daéle ovéite, ze pii dosazeni z; = zp, a z2 = zp, dostaneme z obecného tvaru matice pfenosu matici
¢ocky.




