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Kapitola 16

Linearni algebra poctvrté — hratky
s operatory a maticemi

Mozna si lecktery ¢tenar tekne, Ze linearni algebry uz bylo dost. Jenze linearni algebry neni
nikdy dost, zejména pro praktické aplikace. Z predchozich algebraickych kapitol, prvni v pr-
vém dilu, ¢tvrté a Sesté v druhém dilu, vime ledacos o maticich, vime ledacos o linearnich
operatorech ve vektorovych prostorech, ale také o jejich souvislosti. Vime, ze linedrni operator
je v pevné zvolené bazi vektorového prostoru V,, nad polem realnych nebo komplexnich ¢isel,
resp. v béazi vektorového prostoru se skaldrnim sou¢inem (unitarniho U,, nad polem komplex-
nich ¢isel ¢i euklidovského F,, nad polem redlnych ¢isel) reprezentovan ¢tvercovou matici n-tého
radu osazenou komplexnimi, resp. redlnymi ¢isly. Zatimco vsak operator je objektem invariant-
nim (¥ikdme také geometrickym), je reprezentujici matice zavisld na volbé baze. Matice A a A
reprezentujici tyz linedrni operdtor v ruznych bazich (eq,...,e,) a (éy,...,&,) vektorového pro-
storu maji mezi sebou tzky vztah. Jsou vazany podobnostni transformaci A = TAT™!, kde
T je (regularni) matice prechodu od béze (eq,...,e,) k bézi (é1,...,&,). (Presvéddili jsme se
o tom v odstavei 4.2.2 v druhém dilu.) V kapitolach 4 a 6 jsme se pak zabyvali otazkou, za
jakych podminek 1ze dany linedrni operator reprezentovat nejjednodussim moznym zptisobem
— diagonalni matici. Zjistili jsme, ze tato reprezentace odpovida béazi tvorené vlastnimi vektory
operatoru. Také jsme zjistili, ze takova baze vzdy existuje pro specialni typy operdatoru v uni-
tarnich, resp. euklidovskych prostorech, konkrétné pro operatory unitarni a samoadjungované
(v U,), resp. ortogonalni (maji-li pouze redlné vlastni hodnoty) a symetrické (v E,,). Obecné
vsak neni vzdy mozné sestavit z vlastnich vektortt bazi — nékdy je prosté nezavislych vlastnich
vektor malo. V této kapitole se budeme zabyvat problémem reprezentace linearniho operatoru
z obecnéjsiho hlediska nez doposud. Dokonce pripustime, ze vektorovy prostor V,,, v némz nase
operatory plisobi, neni obecné vybaven skalarnim soucinem.

16.1 Co délat, kdyz operator nema diagonalni reprezen-
taci

Pokud nelze z vlastnich vektoru linedrniho operatoru sestavit ve vektorovém prostoru bazi,
nelze operator reprezentovat diagonalni matici (s takovymi priklady jsme se v odstavci 4.3,
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vénovaném vlastnim vektoru, setkali, tfeba v piikladu 4.50). Otazkou je, zda pfece jen nee-
xistuje néjaka jednoducha reprezentace operatoru, i kdyz to nebude reprezentace diagonalni.
Linearni algebra ma na tuto otazku kladnou odpovéd: jednou z moznosti je reprezentovat line-
arni operator tzv. Jordanovou matici, ktera je, dalo by se rici, ,skoro* diagonalni. Je to horni
trojuhelnikova matice, navic natolik specialni, ze identicky neni nulova pouze hlavni diagonala
a vedlejsi diagonala nad ni, v niz vSak jsou jen jednicky, nebo nuly. Dulezité je, Ze jedna-li se
o linearni operatory ve vektorovém prostoru nad C, existuje takova reprezentace vzdy, ve vek-
torovém prostoru nad R tehdy, ma-li charakteristicky polynom operatoru pouze realné koreny.
Vse postupné definujeme a dokazeme.

16.1.1 Podobnost matic a Jordanovy matice

I kdyz o podobnych maticich jiz leccos vime, zrekapitulujeme definici podobnosti a zakladni
vlastnosti podobnych matic. Jestlize totiz vSechny navzajem podobné matice n-tého radu re-
prezentuji jediny geometricky objekt, jimz je linearni operator ve vektorovém prostoru dimenze
n, lze ocekavat, ze budou mit nékteré charakteristické vlastnosti shodné.

Oznacme M (n/n) mnozinu ¢tvercovych matic fddu n nad polem komplexnich, resp. redlnych
¢isel. (Obecné budeme uvazovat o maticich nad polem komplexnich ¢isel, omezeni na specialni
piipad, jimz je pole ¢isel redlnych, vzdy explicitné zminime.) Vime, zZe tato mnozina s operaci
s¢itani a nasobeni matic je (nekomutativnim) okruhem, s operacemi s¢itani matic a nasobeni
matice komplexnimi, resp. redlnymi ésly je vektorovym prostorem dimenze n? nad C, resp.
nad R.

Matice A, A € M(n/n), se nazyvaji podobné, jestlize existuje regularni matice T' €
€ M(n/n) tak, ze plati A = TAT'. Tento vztah mezi podobnymi maticemi se
nazyva podobnostni transformace.

Na prvni pohled je zfejmé, Ze vztah podobnosti mezi maticemi je relaci ekvivalence na
mnoziné vsech matic daného fddu (nad C, nebo nad R). Mnozina M(n/n) se tak ,rozpada“
na disjunktni tiidy navzajem ekvivalentnich matic. Kazdou tfidu mizeme intepretovat tak, ze
reprezentuje prave jeden linedrni operator ¢ € L(V,,,V,,) operujici na vektorovém prostoru V,.
Nulovy linearni operator, zobrazujici kazdy vektor prostoru V,, na jeho neutralni prvek Oy, , je
v kazdé bézi reprezentovan nulovou matici.

Priklad 16.1: Matice podobné jen samy sobé

Sama sobé je podobnd kazda matice. Plat{ totiz A = FEAE~!, kde E je jednotkova matice. Existuji vSak
matice, které jsou podobné jen samy sobé a zadné jiné matici. (Takové matice by odpovidaly linedrnim ope-
ratorim, které maji stejnou reprezentaci ve vSech moznych bézich vektorového prostoru V,,.) Tak napiiklad
nulovd matice je jedingm prvkem své tridy. Skutecné, provedeme-li s ni libovolnou podobnostni transformaci,
dostaneme zase nulovou matici: 170 v (s, /n)T’1 = Opq(n/n) Pro jakoukoli reguldrni matici T'. Dals{ matici, ktera
je ve své tfidé podobnych matic ,sama“, je jednotkova matice: dejme tomu, Ze jednotkova matice je podobna
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néjaké matici A, tj. E = TAT~! pro jistou reguldrni matici 7. Vyndsobenim této rovnosti zleva matici 7!
a zprava matici T dostaneme T~ !ET = A, a odtud A = E. Tomuto vysledku se jisté nedivime, nebot jednot-
kova matice reprezentuje operator identity idy, v kazdé bazi, jina reprezentace identického operatoru neexistuje.
Otézkou zlstava, zda existuje jesté jind matice, nez nulova ¢i jednotkova, kterd je podobnda jen sama sobé. Ta-
kové matice by musela spliiovat podminku TAT ! = A — TA = AT pro kaZdou reguldrni matici, musela by
tedy s libovolnou reguldrni matici komutovat. A to kromé pfipadu A = aF, kde « je libovolny skalar, splnit
nelze.

Ukazeme dulezité vlastnosti podobnych matic. Tvrzeni budeme formulovat pro matice nad
polem komplexnich ¢isel, stejnd tvrzeni plati i pro matice nad polem cisel redlnych.

Véta 16.1 (Vlastnosti podobnych matic): Predpoklddejme, Ze matice A, A €
€ M(n/n) jsou podobné. Pak maji shodné tyto vlastnosti:

o determinant, det A = det A,

e hodnost, h(A) = h(A),

e stopu (soucet proki na hlavni diagondle), Tr A = Tr A, kde TrA = af, A =
=(a]),i,5=1,...,n,
e charakteristicky polynom, det(A — AE) = det(A — \E), kde X je proménnd,

o charakteristické koreny (vcetné ndsobnosti).

Ctvrtou a z ni plynouci patou vlastnost jsme dokazovali v odstavei 4.3.2. Rovnost stop
podobnych matic se dokaze velmi snadno. Oznac¢me, jako obvykle, prvky matice T', resp. matice
S =T jako Tij, resp. Uf, i,7=1,...,n, a pocitejme (obdobné jako v druhém dilu pouzivime
Einsteinovu séitaci symboliku, pri niz je séitacim indexem ten, ktery se v zapisu vyskytuje
»dvojmo*“, jako horni a dolni index):

Tr(A) = al = 7o} = al, (Tfali) = alé) = af = Tr(A).

(3

Také prvni vlastnost je zcela zfejmé, nebot
det A = det(TAT™") =detT det A det T~ = det A.

Pokud je jedna z matic A, A regularni, plyne z rovnosti determinanti i regularnost druhé z nich,
a tedy stejnd (maximalni) hodnost. Jsou-li vSak oba determinanty nulové, je tfeba rovnost hod-
nosti dokazat jinak. Vezmeme-li v ttvahu ,,operatorovou interpretaci podobnych matic, je véc
ziejmé ihned: hodnost obou matic je rovna dimenzi obrazu operatoru ¢, ktery matice A a A

reprezentuji v riznych bézich, tj. h(A) = h(A) = dim Im ¢. Pokusme se vSak dokézat tuto vlast-
nost pouze pomoci podobnostniho vztahu matic samotnych. Pripomeneme si tim také jiz drive
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zavedené pojmy, které budeme potiebovat. Hodnost obecné obdélnikové matice s m radky a n
sloupci jsme definovali v odstavci 1.1.2 prvniho dilu jako pocet nenulovych rfadka schodovitého
tvaru matice, v odstavci 1.3.2 pak ekvivalentné jako pocet linedrné nezavislych radki ptivodni
matice. Na schodovity tvar jsme prevadéli matici pomoci tzv. ekvivalentnich Gprav, nazyvanych
téz upravami elementdrnimi. V odstavci 4.2.3 druhého dilu, konkrétné v prikladu 4.44, jsme
ukazali na prikladu ¢tvercovych matic, ze kazdou fadkovou elementarni ipravu dané matice A
Ize provést jejim vyndasobenim zleva urc¢itou specialni matici. Sloupcovou elementarni ipravu
pak provadime nasobenim matice A vhodnou elementarni matici zprava. Tento vysledek jsme
pouzili pti hledani inverzni matice k reguldrni matici. Struéné shrneme pojem elementarnich
uprav a uvedeme tvar elementarnich matic.

Fkvivalentni, terminologicky téz elementdrni ipravou matice A € M(n/n) rozu-
mime kteroukoli ze ¢tyT uprav:

e typ 1: vynéasobeni i-tého radku matice A libovolnym nenulovgm ¢islem x (kom-
plexnim, nebo realnym, podle ¢iselného pole, nad nimz mnozinu matic uvazu-
jeme),

e typ 2: pricteni k-nasobku j-tého radku k i-tému radku,
e typ 3: vynasobeni i-tého sloupce matice A libovolnym nenuloviym Cislem k,
e typ 4: pricteni k-nasobku j-tého sloupce k i-tému sloupci.

Matice A a A’ prohlasime za ekvivalentni ve smyslu elementarnich iprav a znacime
A ~ A, 1ze-li jednu v druhou prevést koneénym poctem elementdrnich uprav.

Ze vztah A ~ A’ je relaci ekvivalence na mnoziné matic, v nasem piipadé ¢étvercovych radu
n, uz také vime z predchozich dili. Je reflexivni, symetricky a tranzitivni. (Jen pozor, jedna se
o jinou relaci ekvivalence nez je relace podobnosti matic!)

Kazdou z elementarnich uprav lze realizovat vynasobenim matice A vhodnou ele-
mentdrni matici takto:

e typ 1: ndsobeni matice A zleva matici Ii(n)(m), Kk #0,
e typ 2: ndsobeni matice A zleva matici [i(;l)(lﬁ),
e typ 3: ndsobeni matice A zprava matici Ii(n)(n), Kk #0,

e typ 4: nasobeni matice A zprava matici transponovanou k matici [i(]m(/ﬁ),

pricemz
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: . g 01 ... kK :
Pw=10 .. & ...0|, IPw=[: -+ +]. (@61
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o o0 ... ... 1 00 ... ... 1

V matici IZ-(;L)O{) lezi ¢islo k v i-tém Tadku a j-tém sloupci. Elementdrni matice jsou
regularni, inverzni matice k nim jsou rovnéz elementarnimi maticemi a realizuji
,Zpétné* elementarni tpravy.

7 prikladu 4.44 vime, ze kazdou regularni matici 7' je mozné prevést konecnym poctem
elementarnich uprav na matici jednotkovou, neboli kazda reguldrni matice je ekvivalentni (ve
smyslu elementarnich tprav) s jednotkovou matici. Znamena to, ze existuji matice U a V/,
z nichz kazda je soucinem elementarnich matic, tak, ze plati UTV = E, anebo také T =
=U 'RVt =U-tv-l

Kazdé regularni matice T je souc¢inem jistych elementarnich matic.

Pomoci definice hodnosti matice jako maximalniho poctu jejich nezavislych radka snadno
nahlédneme, Ze libovolnd elementarni prava zachovava hodnost matice. Zkuste si to. Je-li mezi
maticemi A a A vztah podobnosti A = TAT ™!, a zapiSeme-li matici T jako koneény soucin
elementarnich matic (takovy zapis neni sice jednoznacny, ale to pro nas momentdalni cil neni
podstatné), T = U, ... Uy, pak A = U, ... U AU ... U; . Matice A a A jsou tedy ekvivalentni
také ve smyslu elementarnich tprav, jejich hodnost je proto shodna. Z podobnosti matic plyne
jejich ekvivalence ve smyslu elementarnich tprav. Naopak tomu vsak obecné neni. Jak se o tom
presvédcit? Jednoduchym protipiikladem: Kazdéd regularni matice je ve smyslu elementarnich
uprav ekvivalentni s jednotkovou matici. Podobnd je vsak jednotkova matice jen sama sobé,
jak jsme ukézali pted chvili v prikladu 16.1.

Nyni definujeme Jordanovu matici, jejiz souvislost s pojmem podobnosti ukazeme pozdéji.

Jordanovou submatici s-tého radu prislusnou cislu Ay nazyvame matici
Jo = JO(No) € M(s/s)

tvaru
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N 10 .. 0
0 N 1 0 0
S : 0
JE () = 16.2
(o) 0 o il @ (16.2)
0 Ao 1
0 .o

rad matice=s
Jordanovou matici ¥adu n pak rozumime blokovou matici, jejiz bloky (rozlozené
podél diagondly) jsou tvofeny Jordanovymi submaticemi J*)(\;), J*2)()\,), az
JE)(N\,), kde ky + -+ + k, = n. Cisla \;, 4 = 1,...,p, nemusi byt nutné riizna,
rady k; nemusi byt nutné odlisné.

Nebudeme-li hledét na usporadani bloki podél diagonaly Jordanovy matice (v prubéhu dal-
sich tivah se usporadani bloki ukaze jako nepodstatné), mizeme ji jednoznacné charakterizovat

tabulkou, v niz Ay, ..., \, jsou navzdjem rizné hodnoty:
hodnota | pocet sestupné rady sestupné
Q=2
A1 1 kin>kip>...>...>2 ... > kg
A2 G2 kor > koo > ... > .0 > kg,
>\r qr krl 2 er 2 000 2 qur

Cislo g; udava pocet Jordanovych submatic pfislusnych hodnoté A;, které jsou v dané Jordanove
matici obsazeny. Protoze jsme se rozhodli nedbat na poradi bloki, mizeme ¢islovani hodnot,
jimZ jednotlivé submatice piislusi, volit tak, aby platilo ¢; > ¢ > --- > ¢,. Rady submatic
piislusnych téze hodnoté A; pak znacime kj,,, 1 < a; < g;, a fadime je rovnéz sestupné, jak je
také v tabulce vyznaceno.

Jisté se objevi otazka, zda diagonalni matice je také Jordanova. Samoziejmé, ze je. Je to
Jordanova matice, jejiz vsechny bloky jsou pouze prvniho fadu. A jesté jedna samoziejma, ale
dulezita véc:

Charakteristickymi kofeny Jordanovy matice (nebo, coz je totéz, linedrniho opera-
toru, jenz je touto matici v néjaké bazi reprezentovan) jsou pravé hodnoty v diago-
néle, véetné nasobnosti.
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Charakteristicky polynom Jordanovy matice je totiz
det(J _ )\E) — (_1)71()\ _ )\l)k11+“‘+qu1 (/\ _ )\2)k21+-~+k2q2 . (/\ _ )\T)kr1+~~+qur )
Je to soucin vSech prvku v hlavni diagondle matice (J — AFE). Nasobnost charakteristického
kofene \j, 1 < j <, je kj = kj + -+ kjg,.
Priklad 16.2: Jordanova matice

Jordanova matice fadu n = 12 je zadana takto:

SO O O O O O O o o o W
S O O O O O OO o W
SO O O O O O o o W= o
o

= o O O O O O

= o O O O O O O
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O O OO0 o o Ut oo o oo
O O O O O Ul H OO o o o
o W H OO0 OO o o o o oo
OO ©O O O o oo o o o o

o
[an}
[an)
oS O O Ot

0

o

Obsahuje tii submatice prislusné hodnoté A; = 3, z nichz jedna je tfetiho fddu, a dvé druhého fadu, a dvé
submatice ptislusné hodnoté Ao = 5, jednu ¢tvrtého a jednu prvniho fadu. Proto je ¢1 = 3, k11 = 3, k12 = k13 =
=2,a g2 = 2, ko1 = 4, koo = 1. Matice obsahuje celkem ¢ + g2 = 5 Jordanovych submatic, tj. 5 blokd. V jejim

zadani jsou bloky odliSeny ¢ervenymi tu¢nymi nulami ve vedlejsi diagonale.

Jak jisté tusite, budeme se v dalsim zabyvat otdazkou, zda muze byt linearni operator ve
vektorovém prostoru V,, reprezentovan Jordanovou matici, pfesnéji feceno, zda a za jakych
podminek existuje ve V,, baze, v niz je dany operator takto reprezentovan, ¢im se v pripadé
kladné odpovédi takova baze vyznacuje a jak ji najdeme. Odpovéd budeme hledat dvojim zptiso-
bem. Nejprve zpusobem geometrickym, pomoci vlastnosti vektorovych prostorii a podprostori,
v odstavci 16.2 pak na zakladé teorie matic, kdy budeme hledat kritéria podobnosti matic
a podminky, za kterych je dana ¢iselnd matice podobna néjaké matici Jordanové. Oba zpuisoby
smeruji samoziejmé ke stejnym vysledkiim. Komu nevadi, ze nebude do hloubky rozumét geo-
metrické podstaté jordanovské reprezentace, a jde mu jen o to, jak ji najit, muze rovnou prejit
k odstavci 16.1.4.

16.1.2 Invariantni podprostory a nilpotentni zobrazeni

Invariantni znamena neménny. Samoziejme je tfeba Tici, v jaké souvislosti o neménnosti hovo-
fime. Invariantni jsou vSechny geometrické objekty, jimiz jsme se dosud v linearni a multilinearni
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algebre zabyvali: vektory, linearni zobrazeni a jejich specidlni typ — linearni operatory, a také
tenzory. Lisi se vSak svou reprezentaci v bazich. Vektor a € V,, zlstava stile ,sam sebou*,
i kdyz ma v riznych bazich rizné slozky. Linearni operator je v rtiznych bazich reprezentovan
ruznymi maticemi (vime, ze podobnymi), ale je to porad jeden a tyz operator. V tomto odstavci
pijde o ponékud jinou invarianci, konkrétné o jisty typ ,zachovani“ vektorovych podprostori
pri pusobeni linearnich operatorii. O co presné jde, je zfejmé z nasledujici ivahy, ktera umozni
zavést jeden z geometrickych pojmi, na nichz stoji ivahy sméfujici k podminkam reprezentace
linearnich operatoru Jordanovymi maticemi.

Jordanova matice patii do skupiny tzv. blokovych matic, které se vyznacuji tim, ze maji
podél hlavni diagonaly rozlozeny mensi ¢tvercové matice obecné riznych radi, a jinak obsahuji
nuly. Predstavme si situaci, ze néjaky linedrni operator je v urcité bézi, reknéme (eq, ..., e,),
reprezentovan blokovou matici. Co to znamené? Pro jednoduchost uvazujme o matici A = (o),
1 <i,5 < n, tvofené pouze dvéma bloky, v levém hornim rohu ,modry“ blok radu k, v pravém
dolnim rohu ,cerveny*“ blok fadu (n — k),

o a0 0
1 A
| oo a0 0
A= 0 0 k+1 n
.« .. Q/{,Jrl DY (}k,+l
0 ... 0 offt oan

n n

Pro obrazy vektori baze pak mizeme psat

oler) = ajep + -+ alep + Oegypr + - - - + Oep,
ples) = (15(1, + e 4 (1‘/;31(%' + 0egy1 + - - - + Oey,

75((’,;“) = (\,,i.(’l + -+ (\ﬁ:(‘;, + Oek-',-l + -+ Oem

) _ k+1 n o,
\,Q(Fi/{gr]) - 061 + -+ Oek + gy 1€E+1 + -+ Qi 1€n,

k+1 1
wle,) = 0ep + -« -+ Oeg, + (y”+ €1+ Fagen.

Oznacime-li £1 = [le1,...,ex|]] a Lo = [|€kt1,---,enl], Pak z pfedchozich rovnic hned vidime,
ze obraz libovolného vektoru a; € £ bude opét prvkem L; a obraz libovolného vektoru ay €
€ Ly prvkem Lo, tj. (L) C Ly a p(Ly) C Ly. Operator ¢ tedy v jistém smyslu zachovava
podprostory L1 a Ly, jsou invariantni vuci pusobeni tohoto operatoru. A vsimnéme si jesté
jedné dulezité véci vyplyvajici primo z tvaru reprezentace operatoru ¢: vektorové podprostory
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L1 a Lo nemaji kromé nulového vektoru zadné spole¢né prvky. Zaroven plati £ + Lo = V,,
takze vektorovy prostor V,, je primym souctem invariantnich podprostoru £ a L.

Je-li matice operatoru v nékteré bazi tvorena vice diagonalnimi bloky, odpovida kazdému
z nich vektorovy podprostor, jehoz prvky se operatorem zobrazuji zpét do tohoto podprostoru.
Prinikem kazdé dvojice takovych podprostori je vzdy pouze nulovy vektor a primym souctem
vsech téchto podprostoru je cely vektorovy prostor V,,. Na tomto jednoduchém prikladu je
zalozen pojem invariantniho podprostoru.

Necht ¢ je linearni operator ve vektorovém prostoru V,,. Vektorovy podprostor L C
C Vj, se nazyvé invariantni podprostor vzhledem k ¢, je-li ¢(L) C L.

Priklad 16.3: Nékteré diilezité invariantni podprostory uz zname

I kdyz jsme dosud pojem invariantniho podprostoru nezavadéli, neznamené to, ze bychom se s takovymi
podprostory nesetkali. Urcité si vzpomenete na tii z nich. Je-li ¢ linedrni operator ve vektorovém prostoru V,,,
pak k podprostortim, které jsou vzhledem k nému invariantni, patii

e jadro operdtoru, nebot pro kazdy vektor a € Ker ¢ plati ¢(a) = 0y, € Ker ¢,
e obraz operatoru, nebot pro kazdy vektor a € Im ¢ je také p(a) € Im ¢,
e kazdy vektorovy podprostor L; generovany vlastnimi vektory operatoru ¢ piislusnymi vlastni hodnoté
Ai; kromeé toho pro vektorové podprostory L, ..., L, prislusné navzajem riznym vlastnim hodnotam Ay,
couw A plati LiNL; = {0y, }, 1 < 4,5 <r,i# j,apokud je L1+ ---+L, =V, lze operdtor reprezentovat
diagonalni matici.
Uvédomme si navic, Ze jadro operatoru je zaroven vektorovym podprostorem tvorenym vSemi vlastnimi vektory
prislusnymi nulové vlastn{ hodnoté (doplnénymi nulovym vektorem). Skuteéné, je-li ¢(b) = 0b, pak b € Ker ¢,
a naopak, pokud b € Ker ¢, pak ¢(b) = 0y, = 0b a b je tak vlastnim vektorem operdtoru piislusnym vlastni
hodnoté A = 0. Z toho také vyplyva, Ze neni-li nula vlastni hodnotou operdtoru, je Ker¢ = {0y, }, coz znamen4,

Ze operator je regularni.

Priklad 16.4: Invariantni podprostor dané dimenze

Predpokladejme, ze ve V;, existuje vektorovy podprostor £ = [|ay,...,ak|] dimenze k, 1 < k < n, in-
variantni vzhledem k linedrnimu operatoru ¢. Jaky tvar bude mit matice reprezentujici operdtor ¢ v béazi
(at,... 0K, g1, ---,an), kde vektory agi1,-..,a, dopliiuji soubor vektort (ay,...,ax) na bazi ve V;, libovol-

nym zpusobem? Jako vzdy se ispésné uplatni véta 4.2 (odstavec 4.2.2, druhy dil), podle niz je linedrni zobrazeni
jednoznacné urceno obrazy libovolné baze. Plati

1
ajar + -+ oz’fak,

p(a1)
p(az) = azay + -+ abay,
olag) = oz,lcal 4 aﬁak,

_ 1 k k+1 n
wlart1) = pya1 + - Fagap + o japr + o+ Qg an,

1 k k41
olan) = atar + - +akar + o ag + -+ alay,

reprezentujici matice mé proto do jisté miry specidlni tvar
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al ... b 0 ... 0
1 k
A aj, ay 0 0
- 1 k k+1 n
Qg v Qg Qpiy oo Oy
1 k k+1 n
a, ay o, ooy

Naopak, pokud je operator ¢ v néjaké bazi reprezentovan matici uvedeného tvaru, existuje v prostoru V,

k-rozmérny invariantni podprostor generovany prvnimi k prvky této baze.

V textu, ktery predchézel prikladu 16.3, jsme vidéli souvislost blokové reprezentace line-
arniho operatoru s invariantnimi podprostory. Jde o to, zda tato reprezentace vzdy existuje
a za jakych podminek. A také o to, najit takovou bazi (nebo béze) prostoru V,,, v niz by bloky
reprezentujici matice byly co nejmensi a reprezentujici matice co nejjednodussi. Tak by se nam
podarilo rozlozit vektorovy prostor V,, na ,,co nejmensi“ invariantni podprostory.

Priklad 16.5: Jesté jeden vyznam nulové vlastni hodnoty

Co kdyz ma operator jenom nulovou vlastni hodnotu? Predpoklddejme, ze operdtor ¢ ma tuto vlastnost.
Znamena to, ze mu piislusi jediny podprostor vlastnich vektori a ten je totozny s jaidrem operdtoru. Rozmysleme,
co se stane, budeme-li pfisobeni operatoru opakovat nékolikrat po sobé, tj. pouzivat operdtor ¢, ©2, ..., ©F,
atd. Obecné plati (viz schematicky obrézek 16.1)

Imep Im ¢?

Obrazek 16.1 Mocniny operatori.

1

Im F* = Im " CImg" ™ € CImg? C Imgp €V, (16:3)

0< dimInupk'H :Imwk < dimIIn(pk_1 << dimInup2 <dimIme <n.

Obraz libovolné vys$si mocniny operdtoru ¢ je vektorovym podprostorem obrazu jeho libovolné nizsi mocniny.
Zvysovanim mocniny operatoru klesa, poptipadé se neméni dimenze jejiho obrazu, pficemz tato dimenze muze
poklesnout nanejvys$ na nulu. Pro uréité k& < n tak zcela jisté nastane situace, kdy Im ¢* = Im @**1. (Tato
situace nastane ,nejpozdéji* pro k = n, a to tehdy, poklesne-li pti kazdé dalsi aplikaci operatoru dimenze dalsiho
obrazu jen o jednicku.) V takovém piipadé je viak ztzeni operdtoru ¢ na vektorovy podprostor Im " prosté,
a tedy regularni. Vlastni hodnotou reguldrniho zobrazeni vsak nemuze byt nula, nebot jedinym vektorem, ktery
se reguldarnim operatorem zobrazi na svij 0-ndsobek, je zase nulovy vektor. A ten z definice neni vektorem
vlastnim. A Ze by operdtor ¢ ztizeny na néjaky vektorovy podprostor (v nasem piipadé Im ¢*) nemél zddné
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vlastni hodnoty, se také v pripadé vektorového prostoru V,, nad C stat nemtze. Operator ¢ ma tedy alespon
jednu nenulovou vlastni hodnotu. A to je ve sporu s nasim vychozim predpokladem, az na jedinou vyjimku. To
kdyz je Im F = Im "+ = {0y }.

Naopak je tomu s jddry mocnin operatoru ¢,

{0y, } C Kerp C Kerg? C - C Ker * ™! € Ker o* = Ker "1 (16.4)
0 <dimKerp < dimKergp2 <. < dimKergok_1 < dimKergpk = dimKernpk+1 <n.

Nastane-li rovnost Im ¥ = Im "1 = {0y, }, pak Kerp® = Ker "t = V,,, nebof z odstavce 4.2.3 (vztah
(4.28)) vime, ze dimKerp + dimIm¢ = n. A to nejde jinak, nez Ze ©* je nulovy operdtor. I s takovymi
operatory jsme se setkali v odstavci 4.2.3, nazyvali jsme je nilpotentni.

Linearni operator ¢ € L(V,,V,,) se nazyva nilpotentni, jestlize existuje (ptirozené)
&islo k tak, ze ¢ = OL(v,.,v)- Nejmensi takové cislo se nazyva stupen nilpotence
operatoru (.

V prikladu 16.5 jsme se pripravili na vysloveni néasledujici véty, dokonce jsme provedli ob-
tiznéjsi ¢ast jejiho dikazu.
Véta 16.2: Linedrni operdtor ¢ € L(V,,,V,,) je nad C nilpotentni pravé tehdy, je-li

jedinou jeho vlastni hodnotou nula.

Jednodussi ¢ast dikazu spocivajici v prokazani skutecnosti, ze nilpotentni operator nema
jiné vlastni hodnoty nez nulu, je opravdu trivialni. Je-li totiz ¢* = 0 L(Va,Vy) PTO jisté k, ab eV,
je vlastni vektor operatoru ¢ prislusny vlastni hodnoté A, plati

(b) = \b = ©"(b) = \Fb.

Avsak " je nulovy operdtor, proto je \¥ =0 = \ = 0.

Jak je tomu s reprezentaci nilpotentniho operatoru v bazich? Jednoduse. Je-li nilpotentni
operator ¢ stupné nilpotence k reprezentovan v bazi (ey, ..., e,) matici A, pak k-tou mocninou
této matice je matice nulova, A* =0 M(n/n)-

Matice A € M(n/n) se nazyva nilpotentni, jestlize existuje (pfirozené) ¢islo k tak,
ze AF =0 M(n/n)- Nejmensi takové ¢islo se nazyva stupen nilpotence matice A.

Matice nilpotentniho operatoru je samoziejmé nilpotentni pro jakoukoli volbu baze, vlast-
nost nilpotence se zachovava pri podobnostni transformaci. Skutecné, pro libovolnou regularni
matici T' plati

(TAT " = (TAT")WTAT™")-- - (TAT™") = TA*T™" = Ot/ -
k—krat
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Pokud je mozné reprezentovat niplotentni operator Jordanovou matici, musi byt tato matice
také nilpotentni, stejného stupné. A jak takova nilpotentni Jordanova matice vypada? Je slozena
z niplotentnich Jordanovych submatic. Kazda nilpotentni Jordanova submatice, treba radu s
(pozor, neplést fad matice se stupném nilpotence!), prislusi hodnoté Ay = 0, ma proto tvar

0o 1 0 ... O

0o 0 1 ... 0
J(S)(O):

0 0 O

0 0 0 ... 0

rad matice=s

Vzhledem k tomu, ze bloky Jordanovy matice odpovidaji invariantnim podprostoriim, které se
pri pusobeni operdtoru ,nepromichaji“ navzdjem, je k-t4& mocnina Jordanovy matice tvorena
bloky, z nichz kazdy je k-tou mocninou odpovidajici Jordanovy submatice. Znamena to, ze
stupen nilpotence Jordanovy matice je roven nejvyssimu stupni nilpotence jejich submatic. Jak
ale ur¢ime stupen nilpotence Jordanovy submatice? Hned uvidime.
Priklad 16.6: Finta na urceni stupné nilpotence Jordanovy submatice ,,7('“)(())

Jisté bychom si mohli zkouset, jak vypadaji mocniny Jordanovych submatic J(*)(0). Tak tieba (maticové

nédsobeni pofddné propocitejte)
0 1 0 1
J20))? = =0 :
[J2)(0)] 00 0 0 M(2/2)

01 0 01 0 010
3
[J(3)(0)] =10 0 1 0 0 1 0 0 1 = Om3/3) s
0 0 O 0 0 0 0 0 0

ale [J(3)(0)]2 # Op(n/n)> [J(4)(0)]4 = Opq(a/a), ale [J(4)(0)]3 # Ort(a/4) 5
atd. Zda se, ze stupen nilpotence Jordanovy submatice pfislusné hodnoté Ay = 0 je roven jejimu faddu. Po-
tfebujeme vsak tento vysledek dokazat. K tomu pouzijeme avizovanou fintu“. Pokusime se najit nilpotentni
linedrni operator na vhodné vybraném vektorovém prostoru, ktery je v néjaké sikovné zvolené bazi reprezento-
vén Jordanovou submatici .J(*)(0), a jehoz stupeti nilpotence zndme p¥imo z jeho zadani, abychom nepotiebovali
Jordanovy submatice nasobit. Jestli jste si pfi studiu kapitoly 4 vyftesili i ilohy ve cviéenich, pak si jisté vzpo-
menete na ulohu 7 z odstavce 4.2.6. Jednim z jejich kol bylo urc¢it matici reprezentujici operator derivace
pusobici v (n + 1)-rozmérném vektorovém prostoru P[n] polynomt stupné nejvyse n v bazi
x x

2 n
(el(x), ea(x),. .., enﬂ(m)) = <17m7 ETRREEE n') )
Reprezentujici matice je, jako vzdy, uréena obrazy prvka baze, tj. derivacemi polynomu e;(x) az e,+1(z),
xn—l

ei(z) =0, eh(x) =1, e4(x) ==z, ..., e;H_l(m) = 7(717 ik

takze ¢ (e1(z)) = Oppn), (ep(w)) = ep—1(x), 2 < p < n. Reprezentujici matice je
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0 0 O 0 0 O
1 0 0 0 0 O
0 1 0O ... 0 0 O
A= = [J 0 (0)]"
o o o ... 1 0 0
0o 0o o ... 0 1 0
V bazi (1, z, %, ceey %) je operator derivace ptisobici v prostoru P[n| reprezentovan transponovanou Jorda-

novou submatici fddu (n + 1) pfislusnou hodnoté Ay = 0. Transpozice je z hlediska uréeni stupné nilpotence
nepodstatna, nebot obecné plati (AT)* = (AF)T. Je zfejmé, 7e tento operdtor je nilpotentni stupné (n + 1)
((n + 1)-t4 derivace libovolného polynomu stupné nejvyse n je nulovd a ¢slo n + 1 je nejmensi s touto vlast-

nost{). Jordanova submatice n + 1-tého fddu ma tedy i stuper nilpotence roven n + 1.

V predchozim piikladu jsme ukézali prvni ¢ast nasledujiciho tvrzeni, jeho dalsi ¢asti jsou
trivialni:
e Jordanova submatice s-tého fadu prislusnd hodnoté A\g = 0 je nilpotentni
S s—1

stupneé s, {J(S)(O)} = OM(s/s); {J(s)(o)} 7 Om(s/s)-

e Jordanova matice je nilpotentni stupné k prave tehdy, je-li tvorena nilpotent-
nimi Jordanovymi submaticemi, z nichz alespon jedna je radu k a ostatni jsou
radu nejvyse k.

e Je-li linedrni operator ¢ € L(V,,V,) reprezentovan v né&jaké bazi fi,..., f,
nilpotentni Jordanovou matici stupné nilpotence k, je nilpotentnim operatorem
stupné rovnéz k.

Ted je jesté potieba zjistit podminky, za kterych lze libovolny nilpotentni operator opravdu
reprezentovat Jordanovou matici a také, jak souvisi reprezentace obecného operatoru Jordano-
vou matici s nilpotentnimi operatory. K tomu poslouzi nové pojmy z néasledujicitho odstavce.

16.1.3 Co je to korenovy vektor a korenovy prostor

Uvazujme nejprve o operatoru ¢, jenz ma diagonalni reprezentaci, a pripomenme vysledky
odstavce 4.3. Ke kazdé z navzajem rtznych vlastnich hodnot Ay,..., A\, 1 < r < n, operatoru
 existuje podprostor vlastnich vektoru L; (tvofeny vsemi vlastnimi vektory prislusnymi vlastni
hodnoté \; a doplnény nulovym vektorem), pro jehoz dimenzi ¢; plati ¢; = k;, kde k; je ndsobnost
vlastni hodnoty \; jakozto charakteristického kotene operatoru. Dostavame rozklad vektorového
prostoru V,, na invariantni podprostory

V, = Lyt 4L, .
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Reprezentujici (diagondlni) matice je specialnim piipadem matice Jordanovy (vSechny jeji Jor-
danovy submatice jsou fadu jedna).

Nyni budeme smérovat ke konstrukei rozkladu na invariantni podprostory i pro obecny pri-
pad operatoru, ktery diagonalni reprezentaci mit nemusi. Pro dimenzi ¢; kazdého z podprostort
L; plati obecny vztah 1 < ¢; < k;.

Je-li b € V,, vlastni vektor operatoru ¢ prislusny vlastni hodnoté Ag, tj. ¢(b) = Aob, plati

(p(b) — )\ob = Ovn - (QD — )\0 ldvn)(b) = Ovn .

Vektor b je tedy soucasné vlastnim vektorem operatoru ¢ = p—>\gidy,;, ptislusnym nulové vlastni
hodnoté. Je také vlastnim vektorem libovolné mocniny tohoto operatoru, prislusnym rovnéz
nulové vlastni hodnoté. Dejme si za 1ikol hledat vSechny vlastni vektory mocnin operatoru .
Ma vubec problém, ktery jsme formulovali pred chvili, dalsi nezdvislé feSeni nez jen vlastni
vektory operatoru ¢ = ¢ — Agidy, 7 Rozhodné je mit muze, nebot jsme dokazali (viz vztah
(16.4)), ze jadro nizsi mocniny operatoru je podmozinou jadra mocniny vyssi, tj. {0y, } C
C Kery C Kervy? C --- C V,. Od toho se odviji nasledujici definice.

Nechf k£ > 2. Vektor ¢ € V,,, ¢ # 0y;,, se nazyva korenovy vektor stupné k operatoru
¢ € L(V,,,V,) prislusny hodnoté A, jestlize je

(gO - )\0 lan)k<C> = Ovn, (QO — )\0 ian)k_l(C) 7é OVn o (165)

Vlastni vektor operatoru ¢ prislusny vlastni hodnoté Ay se nazyva korenovym vek-
torem stupné 1 tohoto operatoru prislusnym hodnoté Ag.

Jinymi slovy, stupen kofenového vektoru ¢ pro dany operator ¢ a jeho pevné zvolenou vlastni
hodnotu \g je nejmensi celé ¢islo k, pro néz je vektor ¢ vlastnim vektorem operatoru ¢*, ¢ = ¢ —
— Ao idy,, prislusnym nulové vlastni hodnoté. Kotenové vektory prvniho stupné existuji vzdy,
nebot jsou to vektory vlastni (pfipomenme, ze stale uvazujeme o vektorovém prostoru V,, nad
C). Korenové vektory vyssich stupn, tj. takové, které nejsou vlastnimi vektory operatoru ¢,
existovat nemuseji. Nastane to naptiklad v pripadé operatoru, ktery ma jednoduché spektrum,
takze vsechny kotenové vektory jsou pouze prvniho stupné. Otazkou je, jaky je nejvyssi mozny
stupen korenového vektoru. Odpovéd je jednoducha:

Operétor ¢ € L(V,,V,) mé kofenové vektory stupné nejvyse n.

V podstaté neni ani co dokazovat. Tvrzeni plyne pfimo ze vztahu (16.3), aplikujeme-li jej
na operator 1) = ¢ — Agidy,,.

K ¢emu jsou kotenové vektory dobré? Pokusme se zjistit, zda vhodné specifikovand mnozina
korenovych vektori daného operatoru, samoziejmé doplnénd o nulovy vektor, ktery definice
korenového vektoru vyloucila ze hry, netvori tfeba vektorovy podprostor ve V,,. Oznacme
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L’,E\? = {c € V| ¢ je koFenovy vektor operatoru ¢ prislusny Ao, stupné nejvyse k} U {0y, } .
(16.6)
Zvolme vektory ¢y, co € EE\?. Predpokladejme, ze stupen kofenového vektoru cq, resp. ¢o je ki,
resp. ks, piicem? je ziejmé, Ze ki, ky < k. Oznaéme ¢ = alc; + a’cy a 1 = o — A\gidy,,. Plati

W (c) = o' (cr) + a*PF(ea) = " 0 R (er) + PR 0 M (cp) = Oy,

takze ¢ € E(AIZ). Vidime, ze podmnozina E&? C V,, prostoru V,, mé skutecné strukturu vektoro-
vého podprostoru prostoru V,,. Co se stane, zobrazime-li jeho libovolny prvek ¢ operatorem ¢?
Vyjdéme ze zakladni vlastnosti korenového vektoru stupné k a pocitejme. Dostavame postupné

(¢ = Aoidy, )" (e) = (v — Aoidy, ) (0 — Aoidy, )" (c) = Oy, =

= 90((90 — o idvn)k_1(0)> = Xo(p — Aoidy, ) ' (c),

takZe vektor (¢ — Agidy, )*~*(c) je vlastni vektor operdtoru ¢ p¥islusny vlastni hodnoté \g (jeho
nenulovost plyne z definice stupné kofenového vektoru). A pocitejme dal:

Ov, = (¢ — Aoidy, ) (c) = (¢ — Aoidy, )" ' (p = Agidy, )(c)

= (p = Aoidy,)*To(e) = Ao(p = Aoidy, )" (e),
= (p = Aoidy, ) p(c) = Ao(p = Aoidy, )" () = O, .
Odtud jiz plyne, ze obraz ¢(c) je korenovym vektorem stupné nejvyse k, proto je prvkem

vektorového podprostoru E(Ako) . Tento vektorovy podprostor je tedy invariantnim podprostorem
vzhledem k operatoru .

Korenovym podprostorem operatoru ¢ prislusnym vlastni hodnoté \g tohoto operé-
toru rozumime vektorovy podprostor

Ly, ={c€V,|c jekofenovy vektor operdtoru ¢ piislusny Ao} U {0y, } C V.
(16.7)
Rozumi se tim podprostor vSech kofenovych vektoru (vSech stupiii) operdtoru ¢
prislusnych k vlastni hodnoté A\g (pfi doplnéni nulovym vektorem).

7 toho, co jsme dokazali o podprostoru Ef\? vsech kotrenovych vektort stupné nejvyse k
prislusnych hodnoté Ay, je zfejmé, ze L, je vektorovym podprostorem ve V,,, a to podprostorem
invariantnim vzhledem k operatoru ¢.

Necht Ay, ..., A, 1 <7 < n, jsou navzajem ruzné vlastni hodnoty (charakteristické koreny)
operatoru . Kazdé z nich prislusi kofenovy podprostor, L,,...,L,,.. Kdyz si vzpomeneme
na zakladni vlastnost vektorovych podprostorti tvorenych vlastnimi vektory operatoru, totiz
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ze L; N L; = {0y, } pro i # j, mize nds napadnout, ze totéz by mohlo platit i pro korenové
podprostory. Navic je jasné, ze korenovy podprostor prislusny dané vlastni hodnoté je ,vétsi®,
nebo ,stejné velky“ jako podprostor vlastnich vektorii prislusnych téze hodnoté, tj. L; C L,,.
A co kdyz je souctem korenovych podprostoru cely vektorovy prostor V,,? Jsou to zatim jen
napady, které musime provérit.

Nejprve uvazujme o priiniku £y, N Ly, pro ¢ # j. UkdZeme, Ze obsahuje pouze nulovy vektor.
Piedpokladejme, Ze prinik £y, N Ly, pro i # j obsahuje kromé nulového vektoru i dalsi vektory.
Dokazeme, Ze operdtor ¢ — A;idy, zuZeny na podprostor Ly, N Ly, je regularni. Provedeme to
sporem: predpoklddejme, Ze existuje nenulovy vektor b € Ly,NLy,, pro ktery je (o—X;idy;, )(b) =
= Oy;,. Vektor b je vSak soucasné kofenovym vektorem operatoru ¢ prislusnym hodnoté A;.
Dejme tomu, Ze jeho stupeni je k, tj. (¢—A;idy, )¥(b) = Oy, aviak (p—A; idy, )*1(b) # Oy, . Pred
chvili jsme dokdzali, Ze vektor (p — \;idy, )*~1(b) je vlastnim vektorem operatoru ¢ p¥islusnym
vlastni hodnoté A;. Soucasné plati

(p — Niidy, ) (0 = Ajidy, ) 7H(0) = (o = Ajidy, ) (e — Aiidy, ) (b) = Oy, ,

nebot libovolné mocniny operatort (¢ — A;idy, ) a (¢ — A;idy, ) komutuji (zdivodnéte), a dale,
podle vychoziho predpokladu ditkazu sporem, je (¢—\; idy;, )(b) = Oy,. Vektor (o—\;idy, )**(b)
je tedy nejen vlastnim vektorem operdtoru ¢ piislusSnym vlastni hodnoté A;, ale také vlastnim
vektorem téhoz operatoru prisluSnym vlastni hodnoté A;. Vzhledem k rtiznosti hodnot A; a A; to
ovsem neni mozné. Dospéli jsme ke sporu a dokazali tak, Ze operator (p—\; idy;, ) zizeny na pri-
nik £, N Ly, je regularni. Jedinym prvkem priniku £y, N Ly, ktery se operdtorem (¢ — A;idy;, )
zobrazi na nulu, je nulovy vektor. Totéz plati pro operator (¢ —A\; idy, ), jak bychom jisté snadno
dokéazali zopakovanim predchoziho postupu. Libovolnd mocnina regularniho operdtoru je ovsem
rovnéz regularni. (Dovedete to zdivodnit?) Predpoklddejme, ze v priniku £y, N Ly, lezi n&jaky
nenulovy vektor c. Pak je kofenovym vektorem operatoru (¢ — A;idy;, ), tj. existuje ¢islo p tak,
ze (¢ — Aiidy, )P(¢) = Oy, . To je ovSem spor s reguldrnosti operatoru (¢ — \;idy; ) zuzeného na
Ly, N Ly, kterou jsme pravé dokdzali. Proto je Ly, N Ly, = Oy,.

Nakonec provéfme primy soucet £ = Ly, +--- +L,, . Je-li spravné nase ,podezieni“, Ze tento
soucet je roven celému vektorovému prostoru V,,, mélo by se nam podarit dokazat, ze kaZdy
vektor a € V, je souctem korenovych vektort. Uplné by stacilo, kdybychom znali dimenze
kotenovych podprostort ptislusnych jednotlivym vlastnim hodnotdm. Dimenze prostoru £ by
musela byt sou¢tem téchto dimenzi, a pokud by byla rovna n, byl by ditkaz hotov. Nasledujici
tvrzeni, které uvadime bez dikazu, problém fesi.

Véta 16.3: Dimenze korenového prostoru operdtoru ¢ € L(V,,,V,,) prislusného hod-

notée \;, 1 <1 <r, kde Ay ... A\, jsou navzajem rizné vlastni hodnoty operdtoru o,
je rovna nasobnosti vlastni hodnoty \; jakozZto charakteristického korene operdtoru

@.
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Konec¢né miizeme vyslovit dilezitou vétu tykajici se rozkladu vektorového prostoru V,, nad
C na piimy soucet invariantnich podprostori primo souvisejicich se zkoumanym linearnim
operatorem .

Véta 16.4 (Rozklad V,, na kofenové prostory operatoru):

Necht ¢ € L(V,,V,) je linedrni operdtor na vektorovém prostoru V,, nad C a L),
korenové prostory operdtoru @ prislusné navzdjem riznym vlastnim hodnotam N;,
1<i<r, kdel <r < mn. Ndsobnost vlastni hodnoty \; jakozZto charakteristického
korene operdtoru ¢ oznacme k;, pricemz ky + - - - + k. = n. Plati

o Kazdy prostor Ly,, 1 < i < r, je invariatnim podprostorem vektorového pro-
storu V,, vzhledem k operdtoru .

e Dimenze prostoru Ly,, 1 < i < r, je rovna nasobnosti charakteristického korene

o Vektorovy prostor V, je primym souctem korenovich prostori operdtoru o,
Vi = Lok - L.

o Kazdy z operdtori (¢ —\;idy,)) zuZeny na prostor Ly,, 1 < 1 < r, je nilpotentni.

Prvni tii tvrzeni jsme jiz poradné odvodili, nebo komentovali, a ve vété je pouze shrnujeme.
Ctvrté tvrzeni je v dosavadnich tivahach také zahrnuto, ne vsak tak explicitné. Proto kratky
komentér: Jde ndm o nilpotenci operdtoru (¢ — A; idy, ) pro piipad, Ze jeho defini¢ni obor ome-
zime na korenovy prostor prislusny pravé hodnoté \;. Tento prostor obsahuje vsechny vektory
(a pouze tyto vektory), které se po koneéném poctu aplikaci operdtoru (¢ — A;idy, ) nakonec
zobrazi na nulovy vektor. Nejvétsi principidlné mozné ,,opakovaci délka* je n (to jsme ukazali),
pro dany kotfenovy prostor vsak muze byt i kratsi. Pro kazdy prostor £, tak existuje nejmensi
mozné hodnota p;, pro kterou je p;-td4 mocnina operatoru (¢ — A;idy, ) s definiénim oborem
zizenym na prostor £y, nulovym operatorem. Plati 1 < p; < k;.

Tim se dostavame zpét k nilpotentnim operatorim a moznosti jejich reprezentace Jordano-
vymi maticemi. Nilpotentni operator budeme odted oznacovat 1, aby pozdéji nedoslo ke kolizi
s obecnym operatorem .

Nejprve jesté zapremyslejme, jak by vypadala jordanovska reprezentace nilpotentniho ope-
ratoru, pokud bychom takovou bazi opravdu nasli. Vime to z odstavce 16.1.2. Jordanova matice
by méla v diagondle samé nuly, ve vedlejsi diagonale nad ni jednicky, nebo nuly, podle velikosti
blokt, jinak nuly. Abychom tvahy propojili s tvahami o kofenovych prostorech operatoru,
uvédomme si, Ze nilpotentni operdtor ma jediny charakteristicky kofen (vlastni hodnotu), a to
A1 = 0, pricemz tento kofen je n-nasobny. Proto také ma jediny korenovy prostor, jehoz dimenze
je n, takze plati £,, = V,,. Nic prekvapivého, ze? Jenze kofenovy prostor se muze ,rozpadat”
na mensi invariantni podprostory, které by odpovidaly mensim blokium. Jak ted ale zjistit, zda
by Jordanova matice byla tvofena jedinym blokem, nebo vice bloky (soucet fada = n)? Zatim
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méame jen moznost, jak zjistit velikost nejvétsiho bloku (resp. nejvétsich bloku pro piipad, ze by
bloku s nejvétsim fadem bylo vice). Staci zjistit stupen nilpotence operdtoru. Tato informace
je vsak nedostatecnd, nebof stupen nilpotence operatoru nam nic nefekne o poctu nejvétsich
blokt ani nam neda zadnou informaci o blocich mensich.

Skutecné nezbude, nez hledat vhodnou bazi. Jak by takova baze méla vypadat, resp. jaké
by méla mit vlastnosti vzhledem k opratoru 1, je pfimo vidét z tvaru nilpotentni Jordanovy
matice, v niz pro prehlednost vypiseme jen bloky, nebudeme vypisovat prebytecné nuly:

o 1 0 ... O
o 0 1 ... 0
o 0 0 ... 0
0 0 0
0 0 0 0
0 1 0
0 O 0
J™(0) = oo
0 O
0 O 0
0 1 0
0o ... ... 1
0O ... ... 0
Rédy jednotlivich blokii oznaéme tfeba ny,...,ng, ny + -+ + n, = n. Bazi, ve které je nil-
potentni operator ¢ reprezentovan touto matici, oznacme (fi, ..., f,). Z reprezentujici matice

hned vidime, jak operator ¢ zobrazuje jednotlivé prvky této baze. Obraz i-tého vektoru baze,
1 <@ < n, je totiz linearni kombinaci této béaze, pricemz koeficienty jsou prvky -tého radku
matice. Plati

pI‘VDi blok w(fl) = f2a ¢(f2) = f3a SR ¢(fn171) = fn17 ¢(fn1) = OVna
drUh}” blok w<fn1+1) = fn1+27 w(fnﬁ—Z) = fn1+37 SR w(fnl-i-ng—l) = fn1+n27¢(fn1+n2> = OVna

S’ty blok w(fn1+'"+ns—1+1) = fn1+~--ns—1+2a ¢(fn1+“-ns—1+2> =
= fritenea+3, -0 V(fam1) = o ¥(fn) = Oy,
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Okamzité je také videét, ze kazdému bloku prislusi ve V,, invariantni podprostor, jehoz dimenze
je rovna radu bloku,

El - Hfla s 7fn1H7£2 - [|f7b1+1a cee afn1+n2|]7 e 'a‘cs = [|fn1+---+ns—17 e 7fn|] .

Predchozi vztahy miizeme také zapsat pomoci jednoduchého prehledného obrazku 16.2. Schéma

¥ (4 Y Y Y Y

fi——fo ——f———- . ——f,  ——» f,,———== 0y,

¥ ¥ ¥

fn1+--»+np71+1 — fn1+~--+np71+2 L L fm+--»+np —— Oy,

(U Y (U (U
fratotne ;41— froitotng 42 ———»= ... ———»= [, ———== 0Oy,
Obrazek 16.2 Cyklické prostory nilpotentniho operatoru.

na obrazku vede k zavedeni dalsiho typu invariantniho podprostoru.

Necht ¢ € L(V,,V,) je nilpotentni operator. Vektorovy podprostor £ C V,, se

nazyva cyklicky vzhledem k operatoru ¢, jestlize v ném existuje baze (f1,..., fp),
1 < p < n, takova, ze plati

¢(f]) — fj+17 1 S] < b — 17 1/)(fp) = OVn o (168)
Béze (fi,..., fy) se pak nazyva Jordanova.

Podprostor L, ktery je vzhledem k operatoru ¢ cyklicky, je samoziejmé také invariantni.
Ukéazeme, ze pro libovolny nilpotentni operator i) ve vektorovém prostoru V,, vzdy existuje roz-
klad tohoto prostoru na podprostory, které budou vzhledem k nému cyklické. Bazi ,posklada-
nou* z jednotlivych Jordanovych béazi cyklickych podprostort budeme také nazyvat Jordanova
(v ni bude operator ¢ reprezentovan Jordanovou matici). Vime, Ze existenci né¢eho nejlépe
dokézeme tak, ze to najdeme. Pokusme se proto o konstrukci Jordanovy baze pro nilpotentni
operator. Konstrukce to bude ponékud neprijemna, protoze je obecna a abstraktni. Je ale dii-
lezita, abychom uvérili hlavni vété o jordanovské reprezentaci. Pii praktickych vypoctech ji
muzeme a nemusime pouzit, existuji i jiné zptisoby nalezeni baze, v niz je operator reprezen-
tovan Jordanovou matici. Na druhé strané je konstrukce cyklickych prostorti a Jordanovy baze
slozita spise v teoretické poloze. V praxi, kde vétsinou pracujeme v prostorech mensich dimenzi,
je dobre schudné a m4 i své vyhody (uvidime na prikladech).

Dejme tomu, ze stupen nilpotence operatoru ¢ je k. Inkluze (16.4) ma tvar

{0y, } C Kerey C Kery? C - Cc Ker¢* ' ¢ Kery)* =V, .
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P1i konstrukei hledané baze postupujme po krocich, které jsou alespon ¢astecné nazorné patrné
z obrazku 16.3. Pozor, je ¢isté schematicky! Mnozinové rozdily je tfeba chépat jako doplnky
jistych vektorovych podprostorti v jinych vektorovych prostorech.

Kery* = V,,

vsechny podprostory

obsahuji nulovy vektor
Kery*—1

Kery#—2

Kery = Kery) [ B =5 fol
Kerwo = {OVn} I:l L;c—2 = “'d)(fl)v ) ¢(f3k_1)7 fSk—1+17 coo 7fsk_1+sk_2|]

Obrazek 16.3 Konstrukce Jordanovy baze.

e Jadro operatoru ¥ ~L Kery*~!, je vlastnim podprostorem jadra Kery)* =V,,, tj. Kery)# =1 £
#V,. Je totiz ¥*~ # Opv, v, jak plyne z definice stupné nilpotence. Oznacme pj_; =
= dim Ker ¢*~! (plat{ py_; < n). Zvolme libovolny doplnék L) _, podprostoru Ker 1)*~!
v prostoru V,, = Ker¢*. Jeho dimenzi ozna¢me s;_;. Z vlastnosti doplitku (viz odstavec
4.1.5) plyne

L, FKeryp* ' =Kery* =V, pp1+sp1=n.

Zvolme vektory (fi,..., fs,_,), jimiz doplnime libovolnou bézi v Ker "' na kompletni
bazi ve V,, = Ker ¢, tj.

- 1
L;C—l = Hf17 s 7f8k_1|]7 Ker¢k b= Hfs(kzri-l? .. ,fél)” .

Pak (¥*1(f1),..., " (fs._,)) je baze podprostoru Im¢*~1. Opravdu? Zkusme to. Po-
lozme

YT T (fo ) = O = T (Y i+ ) = O

Vzhledem k tomu, ze ' fy + -+ + %=1 f,, | € Lj,_; a soucasné Lj_; NKer¢*~! = {0y, },
nen{ mozné tuto rovnost splnit jinak, nez ze y'f; + -+ + y*-1f,, = Oy,. Vektory
fi,-- s fs._, jsou vak linedrné nezdvislé, proto 4! = ... = y%-1 = 0. Vektory v*~1(f,) aZ
VE1(f,,_,) jsou tedy rovnéz linedrné nezavislé. To, Ze ndleZeji do podprostoru Im p*—1
je zfejmé, jde vSak o to, zda jej generuji, tj. zda Imp*~! = Hz/)k_l(fl), L ]
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Zvolme libovolné vektor ¢ € Im*~1. Pak existuje vektor a € V,, tak, Ze ¢*1(a) = c.
Plati
a = alfl +- OdSkilfskq + OﬁkilJrlfsS? 1+1 +oee Oénfqgl) )

c= wkil(a’) = alwkil(fl) +eet O‘Sk_lwkil(fskfl) )

nebot f;l) € Kery*=1, tj. wk_l(f]m) = Oy, pro sp_1 + 1 < j < n. Vektor ¢ se podatilo
vyjadFit jako linedrni kombinaci vektorti /*=1(f,), ..., " 1(f,,_,). VSimnéte si, Ze v tomto
kroku byly dilezité pouze vektory fi,..., fs,_,, ostatni sice dopliuji systém na bézi ve
V.., ale nemaji zadnou specifickou tlohu.

Oznaéme py_o = dim Ker *=2 (zjevné je pr_o < pp_1). Zvolme libovolné doplnék L .,
podprostoru Ker ¢*=2 v podprostoru Ker ¢)*~1. Plat{ (zdtvodnéte)

Y(Li—y) C Ker "' y(Li_y) NKery* =2 = {0y, } = ¢(Lj_y) C Lj,

Tyto vztahy fikaji, zZe zobrazime-li vektory fi,..., fs,_, operdtorem v, padnou obrazy
do podprostoru Ker 1/*~1, nikoli viak do Ker¢*=2. Je tedy jasné, %e vektory ¥(fi), ...,
Y (fs._,) jsou prvky prostoru Lj_,. Ze jsou linedrné nezavislé jsme dokézali uz v prvnim
kroku, obecné vSak negeneruji cely prostor L} _,. Pouzit jako ¢ast baze v L_, je muzeme,
bazi vsak musime doplnit dalsimi vektory, které ozna¢me fs, +1,..., fs,_ 45, o, takze
dim L, , = sp_1 + S_o. Bézi prostoru Ker ¢*=2 zvolme libovolné. Pak

k 2 — Hw fl . 7¢(f5k71)7f5k71+17"' 7f5k—1+3k—2 } )

k-2 __ 2
Ker,l/] H (k) 14+8g_o+1r "> fsk 1+Sk—2+Pk— 2|] pk—Q =N — Sk—1 — Sk-2 )

o F L o FKerpF7? = Kery* =

Konkrétni vybér baze v prostoru Ker 1*~2 opét neni podstatny.

Dalsi postup je zcela analogicky: v tfetim kroku oznaéime pj_s = dim Ker*=2 (plati
D3 < Pr_2 < Pr_1). Zvolme libovolné doplnék L) 5 podprostoru Ker /*=% v podprostoru
Ker 1*~2. Plati

U(Lj_p) C Kerg* 2, 4(Lj_,) NKer 2 = {0, } = d(Lj_,) C Lj_
Bazi podprostoru Lj_, sestavime zcasti z vektort

1/)2(]('1>7 s 7¢2(fsk,1)7 w(fsk,1+1)7 e Jw(fsk,1+sk,2)

a doplnime ji dalsim potfebnym poctem vektort, feknéme fs, |45, 541, -5 fop_ 1450 otsp_s-
Bézi Ker ¢/~ opét zvolime libovolné. Plati

k 3 Hw 7"’7¢2(f5k71>7¢(f5k71+1)?"' )
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s w(f5k71+5k72)7 f5k71+5k—2+17 R fsk—1+5k—2+5k—3

Ly F Ly o Ly HKer "2 = Kery* =V,

I

k=3 _ 1 £3) ®3) —
Ker¢ - [|fsk,1+sk,2+sk,3+17 cety sk,1+sk,2+sk,3+pk,3|]a pk*3 =n-— Sk*l - Sk‘*Q - Sk*?) .
e Dalsi kroky provadime stejné, az dospéjeme k jadru Ker¢® = {0y, }.

Nakonec takto ziskdme béazi v prostoru V,,. K ¢emu bude dobra se ukaze, usporadame-li jeji
prvky do prehlednéjsiho schématu. Z tohoto schématu je okamzité vidét, ze vektorové pod-

1. L;c—l fl"'fSk—l

4 4
2. Ly Y(f)- - ¥(fersy) PSR P,
4 4 4 U
3. Liz  ¥*(f1)- VP (Fouss) | Y(Foncatr) - - O(Foumstonz)  Fonoatonmats -« Fouostsn—aton—s
4 4 4 4 4 4
Oy, Oy, Oy, Oy, Oy, Oy,

n n

Obrazek 16.4 Konstrukce Jordanovy baze.

prostory generované vektory ,propojenymi“ svislymi Sipkami (obrazek 16.4), jsou cyklické.
Konkrétné jde o tyto podprostory:

o= [[f (), 02 (F)s - 0 ()
o = || for 0(2), 02 (), - 0" ()],

TR , (16.9)
Toir = (ot 0(foe )0 (o )s-0 H (Fo D
Toorit = |[Foporits ¥ (Fors 1050 For) - 052 (Fui1) .
\-751@71-"-2 = [ f8k71+27 w<fsk,1+2)7 1/)2(](.5/971-}-2)7 cee 7wk72<fsk,1+2) }7
........................ (16.10)

k78k~—1+8k—2 = [

fsk—1+5k—2’ w(fsk—1+5k—2)’ ¢2(f5k—1+5k—2)’ cet 7¢k_2(f5k—1+5k—2> }7

atd. Kazdy z cyklickych podprostoru ziskanych touto konstrukei je invariantni. Soucasné je
ziejmé, ze priunikem kazdych dvou z téchto podprostorii je trivialni podprostor obsahujici pouze
nulovy vektor. ,,Spojenim“ bazi vsech téchto podprostort dostaneme Jordanovu bézi pro nil-
potentni operator stupné nilpotence k. Jordanova matice, ktera reprezentuje operator ¢ v této
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bézi je sloZena z bloku (Jordanovych submatic piislusnych hodnoté A = 0), jejichz fady jsou
rovny dimenzim podprostori (16.9), (16.10), atd. Mame tedy obecné s;_; bloku radu k, sx_o
bloku fadu (k — 1), atd. Samoziejmé, ze bloky nékterych fadi mohou chybét. Tak naptiklad
operator v n-tého stupné nilpotence bude v Jordanové bazi reprezentovan jedinym blokem
n-tého radu.

Ted uz muzeme vyslovit jedno ze zakladnich tvrzeni tykajicich se moznosti reprezentace
linearniho operatoru Jordanovou matici. Zatim pro nilpotentni operatory.

Véta 16.5 (Jordanovska reprezentace nilpotentniho operatoru): Necht i) €
€ L(V,,, V,,) je nilpotentni operdtor. Pak plati
o Ezistuje rozklad prostoru V,, = Ji+To+ -+ +Tn na podprostory, které jsou
vzhledem k operdtoru i cyklické.

o V prostorech Jy azZ Jy existuji baze, které spolecne vytvori ve V,, tzv. Jordanovu
bazi, v niZ je operdtor i reprezentovan Jordanovou matici.

e Jordanova matice je urcena jednoznacné az na poradi bloki.
Priklad 16.7: Cyklické prostory a Jordanova baze

I kdyz jsme ctenafe ujistili, ze v praktickych prikladech neni nutné hledat Jordanovu bazi podle vzoru
dukazu jeji existence, piiklad si ukdzeme. Operator ¢ € L(V3, V3) je v obecné bazi (e1, ea, e3) zadan matici

-1 0 -1
A= 0 0 0],
1 0 1

pro niz snadno ovéfite platnost rovnosti A2 = 0. Operator ¢ je nilpotentni stupné k = 2, takze je Kery? = V.
Cely prostor V3 je (jedinym) kofenovym prostorem operdtoru . Také se snadno presvédcite, ze Jordanovu
matici operatoru v lze z matice A ziskat podobnostni transformaci J = QAQ ™!, napiiklad

010 -1 -1 0 -1 0 -1 -1 1 -1
J=10 0 0 |= 1 01 0 0 0 0 -1 1
0 0 O 1 11 1 0 1 1 0 1

Jordanova matice je tvofena dvéma bloky, vétsim druhého a mensim prvniho fddu. Vektorovy prostor V3 (a sou-
¢asné kotenovy prostor £) je pfimym souétem dvou invariantnich podprostort, dvojrozmérného a jednorozmér-
ného. Rozklad na invariantni podprostory neni urcen jednoznacné. Zpusobem, kterym jsme dokazovali existenci
Jordanovy baze, najdeme baze cyklickych podprostorti i v tomto konkrétnim prikladu.
e Uréime jadro operatoru ', Ker1, které je podprostorem vsech vlastnich vektorl operdtoru. Resime
vektorovou rovnici ¥ (b) = Oy, , ve slozkdch soustavu rovnic

-1 0 -1
B)A=(0), BB )] 00 o |=(000).
10 1

Jeji obecné feseni je (81, 82, B1), pricemz slozky B a 42 jsou libovolné. Dostévame
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Kery' = [|(1,0,1),(0,1,0)|] .

e Najdeme bazi (libovolného) doplitku podprostoru Ker ! v prostoru Va3 = Ker?, tieba f; = (1,0, 1),
tj. Ly = [|(1,0,-1)]].

e Sestrojime podprostor L}, ktery je doplitkem podprostoru Ker® = {0y, } v prostoru Ker!. Zjevné
dim L, = dimKer¢! — dimKer¢® = 2, bazi prostoru L{, budou proto tvoiit vektory fo = 9(f1) =
=(1,0,—1)A4 = (=2,0,—-2) a tieba f3 = (0,1,0). Pak L = [|(—2,0,-2),(0,1,0)|].

e Nyni jiZz miZeme generovat cyklické podprostory,

Ji=[](1,0,-1),(=2,0,-2)[], F2=[|(0,1,0)[].

Vektory f1 = (1,0,-1), fa = (—=2,0,—2) a f3 = (0,1,0) tvori Jordanovu bézi v (jediném) kofenovém
prostoru Lo = V3 operdtoru 1. Matice prechodu od béze (e, e2, e3) k Jordanové bazi (f1, fo, f3) a matice
inverzni jsou

1 0 -1 i -1 0

T=|-20 -2|, T"'= 0o 01
1 1

01 0 -3 -3 0

O tom, Ze vysledkem podobnostni transformace TAT ! je Jordanova matice J, shodnd s matici QAQ ™!, se
piesvédéte sami. V béazi (f1, fa, f3), k niz od béze (eq, es,e3) vede prechod pomoci matice Q, je operator
rovnéz reprezentovan Jordanovou matici. Mozna jste pri konstrukei cyklickych prostort J; a Js v tomto prikladu
postiehli jeji vyhody: pifmo dostdvame reguldrni matici T, kterd realizuje podobnostni transformaci TAT !

a jejim provedenim také Jordanovu matici.

Zbyva posledni tukol, prejit od otazky jordanovské reprezentace nilpotentniho operatoru
k operatoru obecnému. Oznacme jej jako diive ¢ a jeho navzdjem rtzné vlastni hodnoty
A,y A, 1 <r < n. Nésobnosti vlastnich hodnot (kofentu charakteristického polynomu ope-
ratoru @) oznacme ki, ..., k., pticemz ki + - - - + k. = n. Postupujme takto:

e Podle véty 16.4 existuje rozklad vektorového prostoru V,, na kofenové podprostory ope-
ratoru o, V,, = Ly, + - +Ly,.

e Kazdy z operatoru (¢ — A;idy, ), 1 < i < r, zZeny na kofenovy prostor prislusny prévé
hodnoté \;, je nilpotentni. V kazdém kofenovém prostoru muzeme sestrojit jeho Jorda-
novu bazi. Jordanovy béaze korenovych prostori oznacme

ﬁ/\1 = “fla"-vfklu?
Ly, = [[fritts - Jrrsral];

Ly, = [[frr+tbrat1s - fall.

e V Jordanové bazi prostoru Ly, je operdtor (¢ — A;idy;, ) zizeny na prostor L, reprezen-
tovan Jordanovou matici fadu k; s nulovymi prvky v hlavni diagonale.
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e Pro operator ¢ zizeny na prostor Ly, plati

¥

= (p—Aiidy,)

7

N Ly, + )\z ldﬁxi )
pro 1 < i <r.V Jordanové bazi prostoru L, je proto reprezentovan Jordanovou matici
radu k;, jejiz vSechny diagonalni prvky jsou rovny ;.

e Soubor vsech vektoru Jordanovych bazi korenovych prostoru je bazi ve vektorovém pro-
storu Vi, Vi, = [ f1,- -, fall-

e V bazi (fi,...,fn) je operdtor ¢ reprezentovan Jordanovou matici s bloky tvofenymi
Jordanovymi maticemi reprezentujicimi operator ¢ (ziZeny na kotrenové prostory) v Jor-
danovych bazich kofenovych prostorti.

Ziskané vysledky, které jsme odvodili pro vektorovy prostor V,, nad polem komplexnich ¢isel,
shrneme v zavérecné véte, kterou doplnime o zfejmé tvrzeni tykajici se vektorovych prostort
nad polem ¢isel realnych.

Véta 16.6 (Jordanova reprezentace operatoru): Necht ¢ € L(V,,,V,) je (line-

drni) operdtor ve vektorovém prostoru V,,. Pak plati:

o Je-li V,, vektorovy prostor nad C, pak v ném existuje bdze, v niZ je operdtor ¢
reprezentovan Jordanovou matict.

o Je-li V,, vektorovy prostor nad R, pak v nem existuje baze, v niz je operator ¢
reprezentovdn Jordanovou matici, pravé tehdy, jsou-li vSechny jeho charakte-
ristické koreny redlné.

Jordanova matice J reprezentujici linedrni operéator ¢ € L(V,,, V) se nazyva Jorda-
nuv normalni tvar operdtoru ¢. Jordanova matice J, ktera je podobna matici A, se
nazyva Jordaniv normdlni tvar matice A.

16.1.4 Retizky z rovnic a Jordantiv normélni tvar

V predchozich kapitolach jsme ukazali, Ze pro kazdy linedrni operator ¢ € L(V,,, V), operujici
ve vektorovém prostoru V,, nad polem komplexnich ¢isel, lze najit bazi, v niz je reprezentovan
Jordanovou matici. Jordanova matice je az na poradi blok urcena jednoznac¢né, baze jedno-
(jordanovskou reprezentaci operatoru), existuje. Prakticky postup nalezeni béze, v niz je opera-
tor reprezentovan Jordanovu matici, zase tak slozity neni. Nevyhneme se pfi ném ovsem urceni
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vlastnich hodnot operatoru (ty obsadi diagondlu Jordanovy matice) a feseni soustav linearnich
rovnic pro neznamé vektory baze.

Dejme tomu, Ze linedrni operdtor ¢ je v bazi (es,...,e,) vektorového prostoru V,, zadan
matici A. Zatim nezndmou bazi, v niz je tento operator reprezentovan Jordanovou matici,
charakterizovanou tabulkou z odstavce 16.1.1, oznacme (fi,..., f,). Obraz ¢(f;) vektoru f;,
1 < i < n, je linedrni kombinaci baze (f1,..., fn) s koeficienty z i-tého fadku matice, ktera
operator v této bazi reprezentuje. A to je matice Jordanova. V jejim libovolném ¢-tém radku
je na i-té sloupcové pozici néktera z vlastnich hodnot (charakteristickych korent, uvazujeme-li
obecné nad C) operatoru ¢ a na (i+ 1)-té sloupcové porzici je jednicka, nebo nula. V pfipadé, ze
na (i+ 1)-té sloupcové pozici je nula, je vektor f; vlastnim vektorem operatoru. Pro prehlednost
zapiSeme prave uvedeny komentar do rovnic. Dejme tomu, ze bloky v Jordanové matici jsou
usporadany tak, jak odpovida cislovani navzajem rtznych hodnot v diagonale a sestupnému
fazeni jim prislusnych Jordanovych submatic podle radu. Vyjadiime nejprve obrazy vektort
fis--+, fe,,, které budou linedrnimi kombinacemi prvkd baze s koeficienty z prvniho bloku
Jordanovy matice. Plati

o(f1) =ML+ o+0fs 44 0fr,—1 + 0fry,
ﬂfz) = Ofl + /\lfz + f% + -+ Ofkn—l + Ofk:117
(f5) = 0fi +0fo4+ N fs+ fi+-+0fe;—1 4+ 0fr,

AS)

O feno1) = 0fi +0fa +0fs4 -+ N fr, 1+ [u,
;(.f/\'u,) = Ofl + 0f2 + 0f3 +---+ Ofkufl + )\If/vln

pricemz nenulové ¢leny jsme vyznacili barevné. Bez vypisovani nulovych ¢lenii jsou rovnice
velmi prehledné,

o(fi) = Mfi+ fo,

o(f2) = Afa + f3,
e(fs) = Aifs+ fa,
e : (16.11)
O(frn-1) = AL e+ frns
O(frn) = A Sy -

Z tohoto zapisu je hned vidét, ze vektor fi,, je vlastnim vektorem operatoru ¢ pfislusSnym
vlastni hodnoté A\;. Zapisme rovnice odpovidajici dalsimu bloku, jiz bez vypisovani nulovych
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¢lenu:

So(fk’u-i-l) = >‘1fh1+1 + fk11+2>

O(frir2) = A fkn+2 + fro+s s
O(frr4s) = A Sk 3+ Srvas
TSR , (16.12)
O(frr+hio—1) = At frn k=1 Jritkie »
O(frr k) = A ks -

A takto mizeme pokracovat pro vSechny dalsi bloky prislusné jak hodnoté i, tak ostatnim
vlastnim hodnotam. Co jsme to vlastné dostali za rovnice? Kazdy blok dava vzniknout soustave
szretézenych“ vektorovych rovnic. Proto mluvime o retizcich rovnic. V ¢em spociva tetézeni?
Znédme-li feseni posledni rovnice bloku (vlastni vektor), napiiklad f,,, muzeme jej dosadit do
rovnice predposledni, tu vyresit, dosadit do rovnice predchozi, atd. Pocty vektorovych rovnic
v fetizcich odpovidaji fadim kj,,, 1 < j < r, 1 < a; < ¢;, Jordanovych submatic, kazdd
z nich predstavuje pfi reprezentaci v bazi n rovnic skaldrnich. Retizek tedy obsahuje kjo, sou-
stav n rovnic pro n neznamych slozek vektoru fk11+...+kjaj (vlastni vektor), fk11+...+kjaj,1, -
fk11+~-+kja]._1+17 c¢islujeme-li vektory baze prubézné. Podrobné si postup obecného feseni téchto
soustav a nalezeni podobnostni transformace mezi maticemi A a J ukdzeme v nasledujicim
odstaveci.

Ted se jesté vénujme geometrickym aspektiim problému. V odstavci 4.3.2 (druhy dil) jsme
se presvédcili, Ze vlastnimi vektory prislusnymi dané vlastni hodnoté A; je generovan vektorovy
podprostor L; v prostoru V,, a ukdzali jsme, Ze prunikem kazdé dvojice vektorovych podpro-
storu prislusnych riznym vlastnim hodnotam je vektorovy podprostor obsahujici pouze nulovy
vektor Oy, . Dimenzi vektorového podprostoru L; jsme v odstavci 4.3.2 znacili g;. Nyni tak
znacime pocet Jordanovych submatic prislusnych vlastni hodnoté A;. Je to ndhoda? Mohla
by byt, ale neni. Dimenze vektorového podprostoru L; generovaného vlastnimi vektory operd-
toru ¢ prislusnymi vlastni hodnoté \; je skutecné rovna poctu bloki prislusnych této hodnoté
v Jordanové matici. Jen to musime dokazat.

Vsimnéme si fetizkt vektorovych rovnic odpovidajicich Jordanovym submaticim. Vezméme
v uvahu tfeba hned ten prvni, odpovidajici bloku fadu ki, prislusnému vlastni hodnoté A;. Vek-
tory fi az fy,, generuji vektorovy podprostor L1 = [|f1, ..., [k, |] dimenze &y, jehoZ libovolny
prvek a = alf; + -+ + aF11 fi, | se piisobenim operatoru ¢ zobrazi opét do podprostoru L.
Skutecné, plati

pla) = ap(fi) + - +a™o(fr,) = upravte
= a'Mfi4 (@' + M) fot o+ (@ 40N fry, € Lo

Podprostor L1, se pri ptisobeni operatoru ¢ ,zachovava“ v tom smyslu, Ze jeho obraz je jeho vek-
torovym podprostorem, ¢(Lq1) C Ly1. Totéz plati pro vektorové podprostory spojené s ostat-
nimi bloky Jordanovy matice.
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Prinik libovolné dvojice vektorovych podprostorii odpovidajicich riznym blokim Jorda-
novy matice obsahuje pouze nulovy vektor a sou¢tem vsech je cely prostor V,, (vektory fi,..., fu,
které , blokové* prostory postupné generuji, tvoii bazi ve V,,).

Ziskané vysledky formulujeme v nasledujici vete.

Véta 16.7: Necht linedrni operdtor ¢ € L(V,,,V,,) je v bdzi (fi,..., fn) reprezento-

van Jordanovou matici s Jordanovymi submaticemi odpovidagjicimi navzdjem ruznym
vlastnim hodnotam Ay, ..., A\, 1 <1 < n, pricemZ hodnoté \;, j = 1,...,r, prislusi
q; Jordanovych submatic 7adi kja,;, 1 < oy < q;. Pak plati:

KaZdy z vektorovyjch podprostori Lo, 1 < j < 7, 1 < oy < g5 (dimenze kjq, ),
spjaty s Jordanovou submatici Tadu kja; prislusnou vlastni hodnoté \; je invariant-
nim podprostorem vzhledem k operdtoru ¢ a prostor V, je primym souctem téchto
invariantnich podprostori:

Lo oo AL Lot oo Lo eeeeedeee e AL Ly, = Vi

Priklad 16.8: Jesté jednou invariantni podprostory

Pokusme se pochopit strukturu fetizkti rovnic na nejjednodussim mozném piikladu, ktery si dovedeme i né-
zorné predstavit (obrazek 16.5). Je velice trividlni, ale pravé takové jednoduché a ndzorné piiklady lépe umozni
uvédomit si véci, kterych bychom si v rdmci abstraktnich teoretickych tivah nemuseli v§imnout. Predpokladejme,

f3 f3 73 Ly = [|(O7171)|]

Oy Oy

flA/ f2 g T fa= 1

Ly = [[(0, 8,7)]] £y =[)(0,1,0),(1,1,1)]]

Obrazek 16.5 Invariantni podprostory — k prikladu 16.8.

ze linearn{ operator ¢ je v bazi (f1, fo, f3) zaddn Jordanovou maticf,

A 10
J=10 X O ,
0 0 X

tvorenou dvéma submaticemi prislusnymi téze vlastni hodnoté Ai, z nichz jedna je druhého a jedna prvniho
radu, jako tomu bylo v prikladu 16.7. Operator je spjaty s jedingm kofenovym prostorem, a tim je cely prostor
V3. Souborem (f1, f2, f3) mize byt jakakoli bdze, v niZ je operator reprezentovin danou Jordanovou matici.
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Pokud jsme pronikli do geometrické struktury fetizka rovnic, hned vidime, Ze vlastni vektory operdtoru ¢
generuji dvojrozmérny vektorovy podprostor L, = H (0,1,0),(0,0,1) H, pri¢emz slozky generujicich vektoru jsou
zaddny v bazi (f1, f2, f3). Kdo by chtél vlastni vektory pocitat z definice, vyjde z pfedpokladu, Ze jsou v bazi
(f1, f2, f3) zaddny zatim nezndmymi slozkami (o, 8,7), a ty musi spliiovat vektorovou rovnici (o S ~)(J —
— A1 E)=(0 0 0). Dostaneme

(a B ) =(000) = a=0, 3, libovolné,

o O O

1
0
0

o O O

takze vektorovy podprostor vlastnich vektoru prislusnych (jediné) vlastni hodnoté Ay je skutecné

Ll = {(Ovﬁa’y)v 677 hb} .

Pokracujme v feseni rovnic fetizku. Nezndmé slozky dalsich vektorti, které uz nejsou vektory vlastnimi, oznac¢me
(A, B, C). Soustava rovnic pro né ma tvar (A B C)(J — X1 E) = (0 8 7), tj.

(A B Q) =08 %) = A=p,v=0,B,C libovolné.

o o o
o O =
o O O

Vidime, ze tato soustava rovnic v fetizku ma feSeni pouze pro v = 0, tj. v pripadé, ze vlastni vektor v posledni
(v nasem ptipadé druhé) rovnici fetizku je tvaru (0, 3,0) = 8 f2, kde slozka S je libovolnd. Tento vektor generuje
vektorovy podprostor [|f2]]. Obecné Teseni prvni soustavy v fetizku je tak tvaru (8, B,C), kde slozky B a C
jsou libovolné. Dostavame tedy invariantni podprostory

Ly = H(O,ﬁ,O),(ﬁ,B,C)H a Lo= [|(0a677)7’77é0|] = H(O,B, 1)7Bhb|] )

odpovidajici prvnimu (vét§imu) a druhému bloku Jordanovy matice. (V obrézku 16.5 je vyznaden vektor f3 =
= (0,1,1), ktery generuje invariantni podprostor [[(0,1,1)]].)

Co z tohoto Teeni vidime? Ze invariantni podprostory obecné nejsou uréeny jednozaéné (samoziejmé, ko-
Fenové prostory, které jsou rovnéz invariantni, jednoznaéné jsou). Predevsim vidime, ze kazdy jednorozmérny
vektorovy podprostor generovany vlastnim vektorem operdtoru se pii pisobeni tohoto operdtoru zachové (to je
podstatou definice vlastniho vektoru). Volnost pfi volbé jednorozmérného invariantniho podprostoru £4 odpo-
vidajictho mensimu bloku Jordanovy matice spoéiva v libovolnosti hodnoty 3. Volnost pii volbé invariantniho
podprostoru £; zase spociva v libovolnosti hodnot 3, B a C. Neni tedy prostor £; nakonec trojrozmérny
a rovny celému prostoru V3?7 Hned uvidime, jak se véci maji. Jeden z generujicich vektori podprostoru L,
vektor (0,,0), je pevné dan, aZ na skaldrni ndsobek [, coZ neni podstatné. Zvolme ¢isla B a C' pevné. Pri
pevné volbé bude odpovidajici vektorovy podprostor £; pochopitelné dvojrozmérny. Zobrazme operatorem ¢
libovolny prvek z tohoto podprostoru, a = p(0, 8,0) + ¢(8, B,C) = (¢8,pB + ¢B, ¢C),

N o100
(@B pB+qgB qC)| 0 X 0 | =(MgB ¢B+ pB+ A gB MgC) =
0 0 X\

=(Mp+q)(0 B 0)+ X q(B B C)eLy.

Je vidét, ze pro kazdou pevné zvolenou dvojici ¢isel B a C' je dvojrozmérny vektorovy podprostor £1 odpovi-
dajici této volbé podprostorem invariantnim, tj. ¢(£1) C £1. Pfi jiné pevné volbé ¢éisel B a C' dostaneme jiny
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invariantni podprostor H(O, 8,0),(8,B,C) H, opét dvojrozmérny. Podle toho, jak volime ¢isla B a C', dostavame
ruzné dvojrozmeérné invariantni podprostory. Je jich nekone¢né mnoho. Pro vektory prostoru Lo plati

Ao 10
a(() B 1) 0 /\1 0 :(0 CY)\1B oz)\l):a)\l(o B 1).
0 0 X

Riiznou volbou 3 dostdvame riizné jednorozmérné invariantni podprostory.
Vsimnéme si vsak, ze pri jakékoli pevné volbé 3, resp. 5, B a C, plati

L1NLy={0y,}, Li+Lo=TV5.

I kdyz tedy invariantni podprostory £1 a Lo nejsou obecné uréeny jednoznacéné (fetizky rovnic
maji nekoneéné mnoho fesenf), jejich podstatné vlastnosti jednoznacéné jsou:

e jejich dimenze jsou urceny jednoznacné a odpovidaji velikosti blokti Jordanovy matice,

e prunikem kazdé dvojice téchto podprostoru je trividlni podprostor tvoreny pouze nulovym
vektorem,

e piimym souctem kazdé dvojice téchto podprostoru je cely vektorovy prostor,

e zvolime-li bazi v prostoru V3 tak, ze dva z jejich vektora budou lezet v kterémkoli z dvojroz-
mérnych invariantnich podprostorii typu £, a tireti v kterémkoli z jednorozmérnych invari-
antnich podprostoru typu Lo, bude v ni operator ¢ reprezentovan Jordanovou matici.

Z nasich uvah tedy vyplyva, Ze ani baze, v niz je dany linedrni operator reprezentovan Jordanovou matici,
neni urcena jednoznac¢né. Tato nejednoznacnost neni ddna pouze nejednoznac¢nym usporadanim blokiu v matici,
ktera je z geometrického hlediska zcela nepodstatnd a odpovidala by pouze precislovani vektor baze. Doku-
mentujme to konkrétni éiselnou ukézkou. Pfedstavme si, ze misto baze (f1, f2, f2) zvolime bazi (f1, f2, f3) tieba
takto: f1 = (1,1,1), fo = fo = (0,1,0), f3 = (0,1,1), tj. f3 € Ly je vlastni vektor operatoru. Slozky vektorii
nové baze jsou zadany v bézi pivodni, tj. v bazi (f1, f2, f3). Vektory fi a fo lezi v invariantnim podprostoru
L = H(l,l,l),(O, 1,0)‘] odpovidajicim volbé 8 = 1, B = 1, C = 1, vektor f3 v invariantnim podprostoru
L = [|(0,1,1)|] odpovidajicim volbé 3 = 1. (Volitelné hodnoty vybirdme tak, aby po&itén{ bylo jednoduché
a Ctendfi ponechdvdme k vyfeseni pfipady obecnéjsi.) Pokud jsme dosud uvazovali sprévné, méla by matice
reprezentujici operdtor ¢ byt v nové bazi stejnd, jako v bazi ptvodni, tj. J = TJT~! = J, kde T je matice
prechodu od puvodni baze k nové,

11 1 1 0 -1
T=|0 10|, 77'=(0 1 o],
01 1 0 -1 1

1 1 1 A 10 1 0 -1
J=TJT'=[0 1 0 0 A 0 0o 1 o0
011 0 0 X\ 0 -1 1
Sami se presvédéte, ze kdyz matice T, J a T~! vynasobite, opravdu dostanete matici J, jak to odpovida
predchozi geometrické tivaze.
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V prikladu 16.8 jsme se presvédéili, ze volba baze (fi,..., fn), v niz je linedrni operétor
reprezentovan Jordanovou matici, zdaleka neni jednoznacné. Proto ani neni jednoznac¢na po-
dobnostni transformace od ptivodni matice A reprezentujici operdtor v obecné béazi (eq, ..., e,)
k matici Jordanové.

16.1.5 Jak nalézt podobnostni transformaci prakticky

Jak? Bud nalezenim Jordanovy baze pomoci cyklickych podprostort procedurou, jiz jsme exis-
tenci Jordanovy baze dokazovali a kterou jsme pouzili v prikladu 16.7, anebo fesenim Tetizkt
rovnic jako v prikladu 16.8. Priklad 16.8 byl samoziejmé trivialni tim, Ze jsme ptimo vychéazeli
z baze, v niz byl operator reprezentovan Jordanovou matici. Takze v podstaté nebylo co Tesit,
nebot mozné dalsi baze, v nichz by tyz operator byl reprezentovan stejnou matici, byly jasné
vidét z charakteru jednotlivych blokli matice. V praxi je ovSem tieba fesit obecné situace, kdy
je operdtor zadan matici A v bézi (ey,...,e,), kterd nemusi byt nijak specidlné zvolena. Uko-
lem je najit nejen odpovidajici Jordanovu matici, ale také vSechny béaze (fi,..., f,), v nichz je
operator touto Jordanovou matici reprezentovan. Nebo alespon jednu. Proto je tfeba prepsat
retizky vektorovych rovnic do slozek v bazi (e, .. ., e,), pricemz slozky vektortu fi, ..., f, v bazi
(é1,...,€,) jsou nezndmymi veli¢inami. Oznacime je
fi= (5;-,...,5?), j=1,...,n.
j-ty vektor hledané béaze je tedy v béazi (es,...,e,) reprezentovan fadkovou n-tici (g;) =

= (g ... €}). ZapiSme ve slozkéch soustavy rovnic odpovidajici fetizkim (16.11) a (16.12):

(5k11+1)(A - >‘1E> = (€k11+2) )
(€k11+2)(A - /\1E> = (6k11+3) )

(€k11+/€12—1)(A - >‘1E> = (€k11+k12) )
<5k11+k12)(A - /\1E> = (0) )

atd. Po ,vycerpani“ bloki odpovidajicich vlastni hodnoté A\; postoupime k bloktim odpovi-
dajicim hodnoté )y, az skonc¢ime u posledniho bloku odpovidajictho hodnoté A,. V podstaté
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se jednd o rutinni feSeni homogennich a nehomogennich soustav rovnic s tim, Ze jejich obecné
feseni obsahuje vSechny béaze, v nichz je zadany operator reprezentovan Jordanovou matici.
Ukazeme si prakticky postup nalezeni obecného teseni v nasledujicim prikladu.

Priklad 16.9: Retizky ted uz prakticky

Linedrn{ operdtor ¢ € L(Vy, Vy) je v bdzi (eq, ea, e3, e4) reprezentovan matici

3 1 0 0
-4 -1
A 0 0
7 1 21
-17 —6 -1 0

Najdeme vSechny béze, v nichz je reprezentovan Jordanovou matici. Nejprve je tfeba najit vlastni hodnoty
a vektory operatoru. Charakteristicky polynom jisté dokazete spocitat sami, uvedeme proto jen vysledek

det(A - AE) = (A — 1) = M\ =1.

Operétor m4 jediny ¢tyinasobny charakteristicky kofen (vlastni hodnotu) A1 = 1. Méme proto jediny kofenovy
prostor shodny se samotnym prostorem Vy, £y, = V4. V tuto chvili jesté nevime, jak vypada Jordanova matice,
znédme pouze diagonalu, v niz jsou jednicky. Déle je celkem pét moznosti

e jeden blok ¢tvrtého tadu,

e jeden blok tretiho a jeden prvniho radu,

e dva bloky druhého radu,

e jeden blok druhého a dva prvniho radu,

e CtyTi bloky prvniho fadu (diagondln{ matice).
O tom, kterd z nich nastane, rozhodne feseni fetizki rovnic. Nejprve najdeme vlastni vektory operatoru dpravou
matice soustavy rovnic pro né, tj. (A — A\ E)T, na schodovity tvar,

2 -4 7 17 1 -2 1 -6

1 -2 1 - 1 -1
(A-ME)T = R I

0 01 -1 0 00 0

0 01 -1 0 00 0

Hodnost matice soustavy je 2, dimenze feseni (a tedy podprostoru vlastnich vektori) je dimL; = 4 —2 = 2.
(V tuto chvili jiz muzeme fici, Ze Jordanova matice bude mit pravé dva bloky. Pro¢? O tom, zda budou oba
druhého F4du, nebo jeden blok tietiho a jeden prvniho fadu, rozhodnou teprve nasledujici vypocty). Oznadime-li
(z,y, 2z, t) nezndmé slozky vlastnich vektora a proménné y a t zvolime za volné nezndmé, dostaneme obecné fesen{
soustavy ve tvaru (2y + 5¢,y, t,t), tj.

Ly ={(2y+5t,y,t,t)| y,t € Clib.}, Ly =[[(2,1,0,0),(50,1,1)]].
Pro lepsi predstavu jsme uvedli piiklad vektort generujicich podprostor Ly, v dalsim vypoc¢tu vSak budeme
pokracovat obecné. Nehomogenni soustava rovnic pro dalsi vektory v fetizcich ma, pri oznaceni jejich zatim

neznamych slozek (§,v,(, ), tvar

(v T)(A=ME)=(2y+5t y t t),
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feSeni najdeme opét tpravou matice soustavy na schodovity tvar,

2 —4 7 —17|2y+5t
1 -2 1 -6
0 01 -1
0 01 -1

Y

t
t

oS O O

-2
0
0
0

1
1
0
0

Tato soustava ma pri volbé proménnych v a 7 za volné neznamé obecné reseni

O O &+~

v, ¢,1)=Ru+dbr+y—tu,T+t,7)=2u+5r,v,7,7)+ (y—1t0,¢,0).

Toto Teseni reprezentuje vSechny mozné baze, v nichz je operator reprezentovan Jordanovou matici. Dostaneme
je vSemi moznymi nezavislymi volbami dvojic volnych nezndmych (y,t) a (v, 7). Kofenovy prostor £, = Vj se
vzdy rozpadd na dva invariantni podprostory, z nichz kazdy mé dimenzi 2. Jordanova matice je proto tvorena
dvéma bloky druhého fadu. Podobnostni transformace J = TAT ~! pfevaddjici matici A na Jordantv normalni
tvar je realizovana matici T, jejiz obecny tvar je

200 +5m4+y1 —t1 U1

2y1 + 5ty

Y1

203 +5T2 + Y2 —t2 U2

2y2 + 5t

Y2

1+t
ty

To + o
ta

t2

kde dvojice (y1,t1) a (y2, t2) znamenaji nezavislé volby volnych neznadmych (tj. (y1,%1) # (y2,t2), (y1,£1) # (0,0)
a (ya,t2) # (0,0)). Sami si rozmyslete, pro¢ klademe takové pozadavky pravé na volné nezndmé y a ¢, zatimco
na v, 7 nikoli. Jakou vlastnost musi mit matice prechodu 7'? Je nasimi pozadavky zarucena?

Pro ,zprihlednéni“ obecného vysledku uvedme konkrétni piiklady. U kazdého z nich ovérte, ze plati

TAT-! = J. Tak tfeba

b (yhtl) = (170)a (y27t2) = (07 1)7 (UlaTl) = (UQ’TQ) = (0’0):

1 00

T 210
-1 0 1

5 0 1

_ o O O

° (ylvtl) = (170)a (y27t2) = (07 1)7 (UlaTl) = (UQ’TQ) = (1’0):

== o O

1
1
1
0

Tt =N

_— o O O

hd (yhtl) = (170)7 (y27t2) = (071)7 (U17Tl) = (U2772) = (07 1):

0

[ S SO CRNO N
[ NN e Rt

1
0
0

= =

o O = O

0 0
1 0
0 1
0 -1
1 0
3 0
2 1
7T -1
0

0

1

-1

_ o O O

_ o O O
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hd (y17t1) = (1,0), (y2,t2) = (0,1), (Ulvﬁ) = (170)’ (UQvTQ) = (07 1):

3 1 0 0 1 -1 0 0
T_ 21 0 0 ’ 71 -2 3 0 0 7
4 0 2 1 1 -1 1 -1
5 0 1 1 —6 6 —1 2
° (?Jhtl) = (1a0)7 (y?:tQ) = (O: 1)a (U177_1) = (07 1): (U277_2) = (170)
6 0 1 1 1 0 0 -1
2 1 0 0 -2 1 2
T= , T7'= 0 :
1 1 1 0 1 -1 1 -1
5 0 1 1 —6 1 -1 7

a neprebernd rada dalsich moznosti. A jesté otazka: vite, co predstavuji fadky matice T'7 Jistéze. Jsou to slozky
vektori baze (f1, fa, f3, f4), v niz je operator ¢ reprezentovan Jordanovou matici

J=TAT ! =

o = O O
_= = O O

1
1
0
0

S O O

Ptiklad 16.10: Retizky prakticky podruhé

Linedrni operédtor ¢ € L(Vy, Vy) je v bézi (ey, eq, e3,e4) tentokrat reprezentovan matici

11 -1 0
e 0 1 0 0
0 0 1 0
10 01

Opét najdeme vsechny béaze, v nichz je reprezentovan Jordanovou matici. Pro charakteristicky polynom a jeho
koteny dostavame stejny vysledek jako v pfedchozim prikladu

det(A—AE) = (A—1)" = A, =1.

Operator mé jediny ¢tyinasobny charakteristicky kofen (vlastni hodnotu) A; = 1 a zase mame jediny kofenovy
prostor shodny se samotnym prostorem Vi, Ly, = V. Vlastni vektory operatoru ziskdme tpravou matice
soustavy rovnic pro né, tj. (A — A\ E)T, na schodovity tvar

0001 0001
000 1000
(A-\E)T = ~
-1.0 0 0 0000
0000 0000

Matice soustavy ma hodnost 2, jeji feSeni bude tedy obsahovat 4 — 2 = 2 volné neznamé a podprostor L
generovany vlastnimi vektory je dvojrozmérny

L1 ={(0,y,2,0) | y,z € Clib.}. (16.13)
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Zda se, ze TeSeni bude velmi podobné tomu z predchoziho prikladu. Ale pozor! V dalsim postupu se ukaze, ze
dvoublokova Jordanova matice ma tentokrat jeden blok tietiho a jeden blok prvniho fddu. Uvidime. Nehomo-
genn{ soustava rovnic pro dalsi vektory v Fetizcich mé, pfi oznaceni jejich zatim nezndmych slozek (£,v,¢,7),
tvar

v ¢T)A-ME)=(0y 2z 0),

feSeni najdeme opét tipravou matice soustavy na schodovity tvar,

000 1]0 000 1| 0
100 0|y 100 0| y
100 0= - 000 0|y+z
00000 000 0| 0

Podivejme se! Nehomogenni soustava mé reSeni pouze za predpokladu
y+z=0.

Pouze pro tuto volbu vlastniho vektoru existuje ,Fetizkovy* vektor (§,v,(,7) a mé tvar (volné neznamé jsou v
al,z=—-y):
(& v,¢71) = (y,v,¢,0). (16.14)

Chybf jesté posledni ,fetizkovy“ vektor, oznaéme jej (R, S,T,U), ktery je feSenim nehomogenni soustavy:

(BRSTU(A-ME)=(y v (0),

00 0 1]y 0 0 0 1 y

1 0 0 0w 1 0 0 0 v

-1 0 0 0]¢ 000 0|v+C]|’

0 0 0 00 0 00O 0
feSeni existuje pouze pro

v+(=0
a je tvaru
(R,S,T,U) = (v,5,T,y). (16.15)

Nyni zbyvéa posklddat vypocitané vektory do matice pfechodu T (prvni fddek odpovidd vektoru, ktery jsme
ziskali v poslednim kroku (16.15), druhy vektoru z predposledniho kroku (16.14) s uvdZzenim podminky ¢ = —uv,

tiet! vlastnimu vektoru (16.13) s volbou z = —y a étvrty vlastnimu vektoru (16.13) s volbou nezdvislou, tj.
y+2z#0:
v S T vy
—v 0
T = v N ) UvsvTay7cvd€C7 y#oac#_d
0y —y O
0 ¢ d 0
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Kazda z téchto matic splnuje vztah

TAT ' =J=

O = = O
= o O O

1
1
0
0

S O O

Pro konkrétni volbu napiiklad c=0,d=1,y=1,v=0,5=0,T =0 je

0 0 0 1
1
T_ 0 0 0
01 -1 0
0 0 10
Propoéitejte pro tuto matici podobnostni vztah TAT~! = J. Pro¢ nékteré volné neznamé mizeme a jiné

nemuzeme volit nulové?

Priklad 16.11: Finta pro cyklicky prostor

Do tfetice uvazujme linedrn{ operator ¢ € L(Vy, Vy) reprezentovany v bdzi (eq, es, e3, e4) matici

1 2 3 4

1 2
A:O 3
0 0 1 2
0 0 0 1

(jesté se s nim setkéte ve cviceni). Na prvni pohled vidime, Ze mé jedinou ¢tyfndsobnou vlastni hodnotu A\; =1
a protoze hodnost matice A — 1E je rovna tfem, podprostor L; je pouze jednorozmérny. Vime, ze dimenze
podprostoru generovaného vlastnimi vektory prislusnymi vlastni hodnoté A odpovida poctu bloka, které k této
vlastni hodnoté budou pattit v Jordanové matici. Nasi Jordanovu matici proto tvoii jediny blok:

o O O =
S O ==
O = = O
[ = =)

Pro¢ bychom tedy pri hledani ,fetizkovych* vektorti méli fesit postupné tii nehomogenni soustavy linedrnich
rovnic? Cely prostor Vy je vzhledem k operatoru ¢ — Ajidy, cyklicky. Mzeme ndhodné zkusit zvolit vektor,
napriklad a; = (1,0,0,0) a zobrazovat ho zobrazenim (¢ — Ajidy, ), tj. ndsobit jeho slozky matici (A — 1E),
dostavame postupné:

(1000)—(1000) =023 4),

o o O O
O O O N
O O N W
S N W
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0 2 3 4
2
0234—@©234|° %23 00412,
0 0 0 2
0 0 0 0
0 2 3 4
2
00412 —@©o412)|° 2 23 -0oo0s),
0 0 0 2
00 0 O
0 2 3 4
00 2 3
0008 —(00O08 =(0000).
ooy —woos| 230000
00 0 0

Vektory (a1, as, a3, aq), pro které plati pfi zobrazovani operdtorem (¢ — Aidy;,)

a1—>a2—>a3—>a4—>0vn

tvori Jordanovu bézi (cyklického) prostoru Vy, posledni z nich je vlastnim vektorem operdtoru . Zobrazeni
© — A1idy, je nilpotentni, proto se jeho opakovanym ptisobenim na libovolny vektor dostaneme diive ¢i pozdéji
k vektoru nulovému. Kdybychom prvni vektor a; zvolili jinak, napiiklad (0, 0,0, 1), dostali bychom nulovy vek-
tor pfilis brzy (jiz v prvnim kroku) — tato volba by ndm nepomohla k nalezeni baze. Zobrazovani vektoru je
vsak mnohem méné pracné nez feseni soustavy, proto se ndm metoda ,nahodné volby“ vektoru a jeho zobrazo-
van{ vétsinou vyplati (i kdybychom se na prvni pokus netrefili), matici 7" realizujici podobnostni transformaci
TAT~! = J mame témét ,bez price“:

10 0 0
T_ 0 2 3 4
0 0 4 12
00 0 8

Nezapominejme vsak, ze postup funguje pouze pro Jordanovu matici s jednim blokem!

Priklad 16.12: Nalezeni podobnostni transformace dvou matic

Dejme tomu, Ze nyni nechceme Tesit ilohu ,geometrickou®, ale zajimé nas, zda jsou dvé zadané matice A a B
podobné a pokud ano, jakd matice T by mohla realizovat podobnostni transformaci mezi nimi, tj. B = TAT .
Geometrickou predstavu mizeme vyuzit. Umime jiz najit Jordanovu matici linearntho operatoru — predstavme
si tedy, ze dva operatory , resp. ¥ jsou v téze bazi reprezentovany maticemi A, resp. B. Je-li jejich Jordanova
matice stejnd (ozna¢me ji J), plati

J=TyAT,' =TpBT;" = B =Ty 'T4AT'T5.

A méme vyhrano: matice T4 a T najdeme a pro matici T, realizujici podobnost mezi zadanymi maticemi plati
T=Tgz'Ta.
Pro praktickou ukézku zvolme
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Nejprve uréime vlastni hodnoty:
det(A—AE) =det(B - AE) = A2 =2\, = X\ =0, \y=2.

Protoze jsou vlastni hodnoty jednonasobné, staci ke kazdé najit vlastni vektor. Existuje béze z vlastnich
vektorti a Jordanova matice je diagondlni:
0 0
Ja=Jdp=J= .

Vlastni vektory matice A resp. B jsou (naptiklad):
ax, = (1,-1), ax, = (1,1), resp.by, = (1,—2), by, = (1,0).

Matice T4 resp. T realizujici podobnostni transformace J = Ty AT ;1 resp. J =T BTy ! jsou

1 -1 1 -2
T = 5 T == .

Hledana matice T a T~! realizujici podobnostni transformaci B = TAT ! je

11 1 -1
T=T;'Ty = , T = .
B A (0 1) (0 1)

Zkontrolujte vypoctem spravnost vysledku. Na podobnou ilohu narazime jesté v prikladu 16.17 — tam budeme
hledat podobnostni transformaci pomoci polynomickych matic.

Na zaveér formulujeme tvrzeni, které je zfejmym disledkem predchozich tvah a jez vyuzijeme
ve cviceni.

Matice A a B jsou podobné pravé tehdy, kdyz jejich Jordantv normalni tvar je
stejny (az na pripadné poradi bloku podél diagonaly).

16.1.6 Cviceni

1. V nésledujicich piikladech reprezentuje zadand matice linedrn{ operator ¢ € L(V,,, V,,), kde V,, je vektorovy
prostor nad C. Urcete vzdy odpovidajici Jordanovu matici a alespoii jednu bazi (f1, ..., fn), v niZ je operdtor
reprezentovan touto Jordanovou matici. Uréete matici 7', kterd realizuje podobnostni transformaci.

3 -1 0 0 1 2 3 4
1 1 0 0 01 2 3
a) , b) ,
0 0 3 -1 0 0 1 2
0 0 1 1 0 0 0 1
7 1 -1 1
1 9 1 1 -1 1 1 4 5 =2
<) D=5 21 1t |, e |2 —2 1],
1 -1 9 -1
6 —26 —21 -1 -1 1
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3 7 -3 1 1 -1 —4 2 10
) [-2 -5 2|, ¢ |-3 -3 3|, n |-43 7],
4 —10 3 -2 -2 2 -3 1 7

13 16 16 0 3 3
N |5 -7 6|, D [-1 8 6
-6 -8 -7 2 —14 -10

Vysledky: Je uvadéna Jordanova matice a obecny tvar matice T, pro jejiz konkrétni volbu je tfeba dosadit
konkrétni hodnoty volnych neznamych. Ty jsou znaceny wu, v, w, t, popiipadé i p, q, r, s, kde je tfeba
odliseni.

21 0 0 p—r r qg—sS S
0 2 0 O — —
a) J= C T= p p q q 7
00 2 1 v—w w u—t t
0 0 0 2 v —v U —u

dvojice (p,q) a (v,u) je tieba volit nezdvislé,

1 1 0 0 2u 2v—6u w—3v+5u t
01 1 0 0 4 4v—6 2
b) J= . T= “ v T
0 01 1 0 0 8u 8v
0 0 0 1 0 0 0 16u
8 1 0 0 1 0 0 0
0 8 0 0 -1 1 -1 1
c) J= , T (ptiklad) = ,
0 0 8 0 -1 1 0 0
0 0 0 8 10 10
01 0 —u—3tv Su+fv 4du
d J=1]10 0 ol, T= —v 5v 4v |, wv,w#0,
0 0 -1 —2w 6w 5w
1 1 0 —u+v—w —2ut+v—2w u
ey J=]101 1], T= v4+w 204+ w —v |, w#0,
0 0 1 2w —w
1 0 —4u u
f) J=10 i v (=34+2)w v ,  u,v,w # 0,
0 0 Jw (-3-20)w w
01 0 —u+3v+2w v w
g J=|0 0 0 —u u |, u#0, p#—q,
0 0 0 3p+2q P q
2 1 0 t —v4+3u —2t4+v—4u
hy J=10 2 1|, T=1]w —u u— 2v , u#0,
0 0 2 0 —2u
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1 1 0 vou 2v—u
i)y J=101 0], T=|u O 2u , u,w#0,
0 0 -3 2w w
0 0 0 —2u 6u 3u
j) J=10 -1 1|, T=|-wv-—w 5v+2w 3v |, uw#0.
0 0 -1 —3w 15w Jw

2. Ukazte, ze podobnost matic definovand v odstavci 16.1.1 je relaci ekvivalence (dokazte, ze mé vlastnost
reflexivity a tranzitivity, symetrie plyne piimo z formulace definice).

3. Vraftte se k prikladu 16.1 a ukazte, Ze matice komutuje s libovolnou matici pravé tehdy, je-li tvaru A = aF
(tj. préavé pro matice toho typu je tf¥ida podobnosti jednoprvkova).

4. Ukazte, ze inverzni matice k elementdrnim maticim I,i(n)(/-f), Ii(;l)(li) (vztah (16.1)) jsou také elementarni.

1 2
5. Je dana matice A = (O 5 ) nad C. Rozhodnéte, kterym z nasledujicich matic je podobnd a kterym neni

B:30,C:10,D:41,F:11.
21 3 2 3i 0 0 3

Navod: Nejprve zkoumejte, zda maji matice B, C, D, F shodné vlastnosti z véty 16.1 s matici A (tzv.
podobnostni invarianty), pokud ano, urcete jejich Jordaniv normélni tvar.
Vysledek: B a F jsou podobné A, vSechny maji Jordantv normélni tvar

()

Matice C' ma jinou stopu i determinant, matice D m4 jiny determinant — nemohou byt matici A podobné.

podobna

6. Uvedte ptiklad dvou matic se stejnym charakteristickym polynomem, které nejsou podobné.
Néavod: Zadejte ruzné Jordanovy matice se stejnymi diagonalnimi prvky.
Vysledek: Napriklad matice z tlohy 7.

7. Operator mé ¢ € L(Vy, Vy) mé ¢tyfndsobnou vlastni hodnotu A; = 5. Zapiste vSechny moznosti Jordanovy
matice (riznd poradi blokt neuvazujte) a ke kazdé uréete hodnost h matice J — 5E a dimenzi podprostoru
L1 generovaného vlastnimi vektory piislusnymi A;. Kolik rtznych Jordanovych matic mize mit operator
v pétirozmérném prostoru s jedinou (pétindsobnou) vlastni{ hodnotou?

Vysledek:

5 0 0 0 5 1 0 0 5 1 0 0
J1:0500,J2:0500,J3:05007
0 0 5 0 0 0 5 0 0 0 5 1
0 0 0 5 0 0 0 5 0 0 0 5

51 00 5 1 0 O

05 10 0 510

J4: 7<]5: 9

00 5 0 0 0 5 1

0 0 0 5 0 0 0 5
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13.

14.

15.
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J | h| dimL;
Ji | 0 4
Jo | 1 3
Js | 2 2
Jy | 2 2
Js | 3 1

Pro pétindsobnou vlastn{ hodnotu v pétirozmérném prostoru existuje 7 Jordanovych matic (pokud nerozli-
Sujeme matice lisic{ se poradim blok).

. Ukazte, ze ,symetri¢nost® matice neni podobnostnim invariantem, tj. naleznéte podobné matice, z nichz

jedna bude symetrickd a druhd ne.

. V prostoru polynomt stupné nejvyse 3 uvedte piiklad linedrniho operatoru, ktery ma jedinou ¢tyinasobnou

vlastn{ hodnotu \; a podprostor generovany vlastnimi vektory je Ly = [|z + 1,222 — 1]].

Navod: Doplite naptiklad generujici vektory na bézi celého prostoru, ktera bude hrat roli Jordanovy béaze.
Jaké budou obrazy téchto bazovych vektort? Vyuzijte Jordanovy matice — kolik m4 blokt? Zname-li obrazy
(jakékoli) béze, muzeme jiz urcit predpis pro zobrazeni.

Necht Ly, Ly C V,, jsou invariantni podprostory vzhledem k operdtoru ¢ € L(V,,,V,), tj. p(L1) C Ly, resp.
©(L2) C Ly. Ukazte, ze také jejich soufet L1 + Lg a prunik L; N Ly jsou invariantni vzhledem k .
Ukazte, ze podprostor L C V,,, ktery je invariantn{ vzhledem ke kazdému operdtoru ¢ € L(V,,V,), je
trividlni (tj. L = {Oy, }, nebo L = V,,).

Necht ¢ € L(V,,, V,,) je operdtor ve vektorovém prostoru nad R, ktery nem4 zaddnou redlnou vlastni hodnotu
(uvedte piiklad takového operatoru). Ukazte, Ze kazdy podprostor, ktery je invariantni vzhledem k ¢, musi
mit sudou dimenzi.

Rozhodnéte zda soucet, resp. slozeni dvou nilpotentnich operatora je nilpotentni.

Vysledek: Soucet nilpotentnich operatort, které komutuji, je nilpotentni. Slozeni nilpotentnich operatort,
které komutuji, je nilpotentni. Obecné vSak tvrzeni neplati (uvedte priklad).

Je snadné najit nekomutujici nilpotentni operdtory, jejichz soudet ani slozeni neni nilpotentni (napiiklad
v R% ¢(z,y) = (0,2), ¥(z,y) = (y,0). Rozhodnéte, zda existuji nilpotentni operdtory ¢ a 1, které neko-
mutuji, ale

a) jejich soulet je presto nilpotentni,
b) jejich slozeni je pfesto nilpotentnf,
¢) jejich soucet je nilpotentni a slozeni nikoli,
d) jejich slozen{ je nilpotentni a soucet nikoli.

Necht L C V,, je invariantni podprostor vzhledem k operdtorum ¢, ¢ € L(V,,, V,,). Ukazte, Ze L je invariantni
vzhledem k libovolné linearni kombinaci ap + (1) téchto operatori.

16.2 Polynomické matice a maticové polynomy

V predchézejicim odstavci jsme se zabyvali Jordanovym norméalnim tvarem linearnich operatori
ve vektorovych prostorech z geometrického hlediska. Podstatou problému bylo nalézt ve vekto-
rovém prostoru V,, podprostory rtzného typu, které jsou vzhledem k uvazovanému operatoru
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invariantni, coz znamena, zZe se pti ptisobeni operatoru zachovavaji, ,nepomichaji se“ navzajem.
Béaze, v niz ma operator Jordanuv tvar, pak vznikla ,spojenim® bazi téchto podprostoriu.

Na problém Jordanovy reprezentace se také mizeme divat z pohledu matic, tj. pro zadanou
matici A hledat podobnostni transformaci, kterd ji prevede na Jordaniv normalni tvar. Samo-
ziejmé, zustaneme-li na tirovni teorie matic a nebudeme propojovat matice s operatory, musime
dokéazat existenci Jordanovy matice podobné obecné matici A v ramci této teorie. Bude také
treba odvodit kritéria podobnosti matic, umoznujici poznat, zda dvé zadané ¢iselné matice jsou
podobné ¢i nikoliv.

16.2.1 Ekvivalence polynomickych matic

Abychom dospéli ke kritériim podobnosti matic, potfebujeme ponékud obecnéjsi zéklad, spo-
¢ivajict v rozsffeni ivah na matice, jejichz prvky nejsou pouze &sla, ale polynomy. Cisla pova-
Zujeme za polynomy stupné nula.

Polynomickou matici ddu n, nebo téZ A-matici tohoto fadu nazveme matici osaze-
nou polynomy jedné proménné \, al(A\), 1 <i,j < n,

at(N) a2(\) ... af(\)
AQ) = az(A) as(\) ... af(\) ‘ (16.16)
al(A) a2(\) ... a(\)

Podobné jako pro ¢iselné matice zavadime i pro matice polynomické elementérni (nebo téz
ekvivalentni) dpravy.

FEkvivalentni, terminologicky téz elementdrni ipravou polynomické matice A(\) ro-
zumime kteroukoli ze ¢tyT uprav:

e typ 1: vynédsobeni i-tého Ffadku matice A libovolnym nenulovym ¢islem  (kom-
plexnim, nebo redlnym, podle ¢iselného pole, nad nimz mnozinu matic uvazu-
jeme),

e typ 2: pri¢teni p(\)-ndsobku j-tého fadku k i-tému radku, kde p(\) je polynom
proménné A\,

e typ 3: vynasobeni i-tého sloupce matice A libovolnym nenulovijm Cislem k,

e typ 4: pri¢teni p(\)-ndsobku j-tého sloupce k i-tému sloupci, kde p(\) je po-
lynom proménné .
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Matice A(A) a A(X) prohldsime za ekvivalentni ve smyslu elementarnich tiprav a zna-
¢ime A(A\) ~ A()), 1ze-li jednu v druhou prevést konecnym poétem elementarnich
aprav.

Vztah A(X) ~ A(\) je relaci ekvivalence na mnoziné polynomickych matic fadu n. Snadno
sami proveérite, ze je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Kazdou z elementérnich tprav lze realizovat vynasobenim matice A vhodnou (po-
lynomickou) elementdrni matici takto:

e typ 1: ndsobeni matice A zleva matici [i(”)(/s), Kk #£ 0,
e typ 2: ndsobeni matice A zleva matici Ii(f) (p()\)),
e typ 3: nasobeni matice A zprava matici Ii(n)(/@), Kk # 0,

e typ 4: nasobeni matice A zprava matici transponovanou k matici [ Z-(;L) (p()\)),

pricemz
1 0 0 Lo !
- : 01 ... p(\)
IK)=10 ... k ... 0 ,fz'(f)(p(”): '
. : : 1
0 0 1 00 1

(16.17)
V matici ]Z-(]n) (p()\)) lezi polynom p(A) v i-tém fadku a j-tém sloupci. Kazd4 ele-
mentarni polynomicka matice ma nenulovy ¢iselny determinant, matice k ni adjun-
govana je rovnéz polynomicka. Inverzni matice, kterou vypocteme tak, ze adjungo-
vanou matici délime determinantem, je polynomickou elementarni matici a realizuje
Lzpétnou® elementarni tpravu.

Véta 16.8 (Kritérium ekvivalence polynomickych matic): Matice A(N)
a A(N\) jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuji matice U(N) a V(X), které jsou
konecnymi souciny elementdrnich matic, takové, Ze plati A(N) = U(N) ANV (A).

Toto tvrzeni je velice dulezité, ale neni na ném co dokazovat, je zcela ziejmé. Matice U(\)
vznika postupnym provadénim radkovych elementarnich tprav prostrednictvim nasobeni ele-
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mentarnimi maticemi postupné zleva, matice V() zase jako souc¢in elementarnich tiprav sloup-
covych, realizovanych nasobenim elementarnimi maticemi postupné zprava,

AA) = UrN)Uie=1(A) - .. Ur(N AN VI(A) - Vi (D VI(A)
symboly U,(\), 1 <r <k, aVi()\), 1 < s <, predstavuji zjednodusené oznaceni elementarnich
matic. Elementarni matice a jejich konecné souciny jsou tzv. unimoduldrni matice. Vyznam
tohoto nazvu ozrejmime v dalsim odstavci.

V praktickych vypoctech budeme nékdy potfebovat nejen provést pomoci elementarnich
tiprav pfevod A(X) — A()), ale také ziskat matice U(\) a V(\). Neni tfeba se obavat, ze bu-
deme muset kazdou elementarni matici zvlast vypisovat a potom je vSsechny mezi sebou nasobit.
Pouzijeme jednoduchou identitu, ktera nam pomohla pii vypoctu inverzni matice k ¢iselné ma-
tici (priklad 4.44 v druhém dilu). Oznac¢me I()), resp. I(A) kteroukoli z elementdrnich matic
realizujicich radkovou, resp. sloupcovou tupravu. Plati

Prava strana prvni rovnosti fika, Zze jsme s jednotkovou matici provedli fadkovou elementarni
upravu odpovidajici elementérni matici (). Znamena to, ze matici I(\) ziskdme z jednotkové
matice, provedeme-li s ni prislusnou radkovou tpravu. Druha rovnost zase tika, ze k tomu,
abychom ziskali elementarni matici I(\) realizujici urcitou sloupcovou tipravu, staci tuto tpravu
jednoduse provést s jednotkovou matici. V néasledujicim ptikladu si to ukdzeme prakticky.
Priklad 16.13: Elementarni upravy prakticky

Budeme provadét elementarni tipravy s matici

A2 120+ 16 2—X 222 — 120+ 17
AN = 0 33—\ 0
M—_6A+7 2—X M —-6)1+8

Nebudeme je vsak provadét ,jen tak®, ale pokusime se jimi prevést matici A()\) na néjaky jednodussi tvar,
nejlépe diagonalni. K zdznamu matic U(X) a V() pouzijeme ,,pomocnych® jednotkovych matic.

0] 2X2—12X\4+16 2—X 2X2—12A+17| 1 0 O
0 0 3—\ 0 010
1 M —6A+7 2—-X AN —6)1+38 0 0 1

o O =
O = O

Postupné budeme provadét nasledujici ipravy, popiseme vzdy tpravu a uvedeme vysledek:

e tUprava: pficteni (—2)-ndsobku tfettho fddku k prvnimu

1 0 -2 2 A—2 1 1 00
0 1 0 0 3—A 0 01 0],
0 0 1| AX2=6A+7 2=X M2 —-61+8 |0 0 1
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e tUprava: pricteni prvniho fadku k tfetimu

1 0 -2 2 A—2 1 1 00
01 0 0 3—A 0 01 0],
1 0 =1 XM2=6X24+9 0 AMN—-6A+9|0 0 1

e tprava: pri¢ten{ (—1)-ndsobku tfettho sloupce k prvnimu

-2 11 Xx=2 1 100
1 0| 0 3-X 0 01 0],
1 -1/ 0 O A=3)2| -1 0 1
e tprava: pri¢teni (2 — A)-nasobku prvniho sloupce k druhému
-2 1 0 1 1 2—-X 0
01 0] 0 3=2A\ 0 0 10|,

-1 0 0 (A=32| -1 x-2 1
e tprava: pri¢ten{ (—1)-ndsobku prvniho sloupce k tfetimu a vyndsobeni druhého fadku ¢islem (—1)

1 0 -2[1 0 0 1 2—-X -1
0 -1 0] 0 A-3 0 0 1 0
1 0 -1]0 0 (A=32?] -1 x=2 2

Vynésobenim se sami snadno pfesvéddite, ze matice K 4()), kterd provedenymi elementdrnimi dpravami vznikla
a je uprostted posledniho vysledku, je souéinem K 4(\) = U(A)A(AN)V(A), kde

1 0 -2 1 2-x -1
uN=[0o -1 o], viw=| o 1 0
1 0 -1 —1 A-2 2

Matice K 4(\) méa velmi specidlni tvar. Nejenze je diagondlni, ale stupen polynomu v diagonéle roste a kazdy
nésledujici polynom je beze zbytku délitelny tim pfedchézejicim. Za chvili (v dal$im odstavci) uvidime, Ze to

neni ndhoda.

Na zaveér odstavce si vSimneme jedné zajimavé vlastnosti ekvivalentnich polynomickych ma-
tic, kterd rovnéz bude pozdéji uzite¢na. Uvazujme o matici A(A). Spojime s ni soubor polynomu
dy(N),...,d,(N), kde d;(\) je nejvétsim spolecnym délitelem vSech polynomi, které vzniknou
jako subdeterminanty i-tého fadu matice A(X) a jeho vedouci koeficient (koeficient u nejvyssi
mocniny proménné \) jen roven jedné. Zjistovat prakticky, jak tento systém vypadd, se muze
i!(r?ii)!
n je roven poc¢tu kombinaci i-té t¥idy z n prvki, totéz pro sloupce). Uz pro n = 4 je to 16 sub-
determinanti prvniho radu, 36 druhého radu, 16 tretiho radu a jeden radu ¢tvrtého. Kdo by se
s tim pocital? Uvidime, ze v pripadech, kdy to budeme potiebovat, to zas tak obtizné a pracné

2
zdat slozité. Subdeterminanti i-tého radu je ( ) (pocet vybéru i-fadku z celkového poctu
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nebude. V tuto chvili se zajimejme o to, co se stane s timto systémem délitelt, provedeme-li
s matici elementarni tpravu. Asi tusite, Ze nic, protoze jinak by takové tivahy nemély prilis
velky smysl. (Nez se pustime do dalsich tvah, pfipomerite si vlastnosti determinanti z prv-
niho dilu: vynasobenim i-tého radku matice ¢islem x se timto ¢islem vynasobi jeji determinant,
pri¢tenim nasobku j-tého radku k i-tému se determinant matice neméni. Také si vzpomente na
vétu o rozvoji determinantu podle fadku.)

Provedme s matici A(A) fadkovou tpravu typu 1, tj. vynasobeni jejiho i-tého radku nenu-
lovym ¢islem . Dostaneme

at(\) ai(\) ... at(N) at(N) a2\ ... at(\)
dO) @) @) | — | ka) k20) . wa()
ay(N) ax(A) ... ap(M) ay(N) ax(A) .o ap(N)

Jak se zméni subdeterminanty matice po této upravé? Subdeterminant, ktery neobsahuje -ty
radek, se nezméni, subdeterminant, ktery -ty radek obsahuje se vynasobi ¢islem . Do systému
nejvétsich spolecnych déliteld minora jednotlivych rfadu ovSem vybirame vzdy ten, ktery ma
vedouci koeficent 1. To znamend, Ze elementarni tiprava nezmeéni systém (d; (), ..., d, ().

vvvvvv

p(A)-ndsobek j-tého radku k i-tému fadku,

al(\) a2\ ... ar()
at(A) aZ(\) ai (M)
at(\)  a2(\) aj(A)
at(N) ai(N) an(A)
al(\) a3(\) ai(})

al () az(\) . al(\)

Zase uvazujme, jak tato uprava ovlivni subdeterminanty. Jsou tyto moznosti:
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e subdeterminant neobsahuje ani i-ty, ani j-ty fadek, nemeéni se,
e subdeterminant obsahuje i-ty radek i j-ty radek, nemeénti se,

e subdeterminant neobsahuje i-ty radek a obsahuje j-ty radek, neméni se, nebot j-ty radek
se nezmeénil,

e subdeterminant obsahuje i-ty fadek a neobsahuje j-ty radek, tuto situaci musime pro-
myslet podrobnéji.

Vénujme se posledni situaci. Predpokladejme, ze subdeterminant je k-tého tadu,

() 3 M 16
dot | () +pNa (N) (0 NP () .. a(N) + (N (N) | =
() N I 12
B0 a0 ) B0 a0) ()
“det| () @) .. @) | +p0) det | @) @B0) ... @)
B0) a0) . d) B0) a0) . d)

Subdeterminant odpovidajici ¢tvrté moznosti jsme vyjadiili ve tvaru M(X) + p(A)M’(N), kde
M(X) a M'(\) jsou subdeterminanty ptivodni matice, proto jsou oba délitelné polynomem dy ().
Subdeterminant M (\) + p(A)M’'(A) je tedy polynomem di(A) rovnéz délitelny. Oznacime-li
(di(N),...,d,()\)) soubor délitelii piislusny matici A()), kterd vznikla z matice A()\) elemen-
tarni Gpravou typu 2, miZzeme konstatovat, ze polynom di()\) je délitelny polynomem dj(\)
pro viechna k, 1 < k < n. Od matice A()\) vSak miZeme pfejit k matici A(\) zpétnymi tpra-
vami, takZe naopak polynom di()) je délitelny polynomem di(\), 1 < k < n. Oba vSak maji
vedouci koeficient rovny jedné, proto di(A\) = dj(N). Odvodili jsme dalsf dileZité tvrzeni, jehoZ
podstatou je fakt, ze elementarni Gpravy neméni systém délitela dy(N), ..., d,(N).

Véta 16.9: Necht di()), resp. dp(N\), 1 < k < n, je nejuétsi spolecny délitel s ve-

doucim koeficientem rovnym jedné subdeterminanti k-tého radu polynomické matice
A(N), resp. s ni ekvivalentni matice A(X\). Pak dy(\) = dip(N).
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16.2.2 Kanonicky tvar polynomické matice

Vratme se ted k zajimavosti, které jsme si vSimli v prikladu 16.13. Podarilo se ndm zadanou
polynomickou matici upravit nejen na diagonalni tvar, ale dokonce takovy, ze kazdy polynom
na diagondle byl délitelny polynomem na ptredchozi pozici. Ukazeme, ze na takovy kanonicky
tvar lze elementarnimi ipravami prevést kazdou polynomickou matici.

Polynomickd matice K () fadu n se nazyva kanonickd, je-li tvaru

KN=| 0 ... e ... 0|, 1<h<n, (16.18)
o ... ... 0 0
o ... ... ... 0

tj. diag K(\) = (el()\), o en(N), 0. ,O), pricemz polynomy e;(\) az e, () maji
vedouci koeficient rovny jedné a polynom e;;1(\) je délitelny polynomem e;(\) pro
1 <4 < h — 1. Nulova matice se rovnéz povazuje za kanonickou.

Véta 16.10: Kazdd trida navzdjem ekvivalentnich polynomickych matic (tddu n)

obsahuje prave jednu kanonickou matici.

Tvrzeni zni velice jednoduse, ale dokazat je da trochu prace. Nejprve ukazeme, ze kazda
trida skutec¢né néjakou kanonickou matici obsahuje. Nulova matice je ve své tfidé opét sama,
jako tomu bylo u ¢iselnych matic, soucasné byla definitoricky prohlasena za matici kanonickou.
Uvazujme o obecné nenulové matici A(A) n-tého fadu. Vyberme libovolnou z téch matic tiidy
[A(N)], kterd obsahuje na nékteré pozici nenulovy polynom nejniz$tho mozného stupné z celé
tiidy s vedoucim koeficientem 1. (Takovd matice urcité existuje. Predstavme si nésledujici
proceduru: v t¥idé [A(A)] hleddme matici, kterd obsahuje nenulovy polynom e;(\) stupné nula
(¢islo). Kdyz takovd matice ve tiidé nebude, budeme patrat po matici obsahujici polynom
prvniho stupné. Kdyz ani ta ve tfidé nebude, hledame matici s polynomem druhého stupné, atd.
Vedouci koeficient 1 vyrobime snadno vyndsobenim piislusného fadku potfebnym faktorem.)
V nalezené matici provedme vyménu fadku a sloupcu tak, aby se polynom e; () ocitl na prvni
radkové a prvni sloupcové pozici, takze budeme dale pracovat s matici

er(A) Bi(A) .. BN

B() = DY) BEN) ... bRV

MOV BRO) B
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Zajimavé je, ze at byla vybrana kterakoli z matic spliujicich pozadovanou podminku (obsahovat
polynom nejnizsiho stupné z celé tiidy), jsou vSechny polynomy v prvnim radku i v prvnim
sloupci délitelné e;(\). Vezméme tieba polynom b%(\). Mizeme jej zapsat ve tvaru b3(\) =
= q(N)e1(A) +7r(N), g(N) je castecny podil a r(\) zbytek po déleni polynomu b%(\) polynomem
e1(A). Zbytek r(A) ma nizsi stupen nez délitel e;(\). Provedeme-li nyni elementérni dpravu
matice B(\) spocivajici v pri¢teni —g(\)-nasobku prvniho sloupce k druhému sloupci dostaneme
na prvni fadkové a druhé sloupcové pozici polynom b3(\) — g(A)ey(A) = r(\). Pokud by bylo
r(A\) # 0, dostali bychom se do sporu s vybérem vychozi matice, nebot matice, kterou jsme
dostali uvedenou tpravou, by obsahovala nenulovy polynom nizsiho stupné nez e;(\). Proto
je 7(A\) = 0. Analogickou uvahu muzeme provést pro vSechny dalsi prvky v prvnim fadku
i v prvnim sloupci. Matici B(\) lze tedy elementarnimi upravami prevést na tvar

el 0 0
oy s | 0 AW o
0 (N (A

V dalsi fazi si predstavime, ze elementarni ipravy uz nebudeme provadét s prvnim radkem ani
prvnim sloupcem, abychom je zachovali. Stejnou proceduru jakou jsme upravili matici B(\)
cj-()\)), 2 < 1,5 < n. Postupné tak ma-

pouzijeme pro ¢tvercovou matici fadu n — 1, C(\) = ( ]
tici prevedeme na diagonélni tvar, pricemz v diagonéle budou polynomy e (\), ea(A), ..., exn(A)
s vedoucimi koeficienty 1 a na pozicich h + 1 < 4,5 < n bude nulovd matice (pro h = n tato
situace nenastane). Ukdzeme, Ze polynom es() je délitelny polynomem e;(\). Plati ex(\) =
= Q(N)e1(N)+R(N), stupen polynomu R(\) (zbytku) je ostfe mensi nez stupen polynomu eq (\).
Pri¢teme-li —@Q(\)-ndsobek prvniho sloupce k druhému a potom pric¢teme prvni fadek k dru-
hému, dostaneme na druhé radkové a druhé sloupcové pozici polynom es(A)—Q(N)er(N) = R(N).
Je ztejmé, ze plati R(\) = 0, jinak bychom dospéli ke sporu s volbou vychozi matice. Tuto ivahu
muzeme rozsitit na dalsi prvky na diagonale. Dokazali jsme, ze kazda tfida polynomickych matic
obsahuje kanonickou matici.

Zbyva dokazat, ze kanonicka matice je v kazdé tridé jen jedna. Postupovat budeme sporem.
Predpokladejme, ze v dané tridé existuji kanonické matice

0 ... e(N ... ... 0
By=1 ' 0 0o |’
0 0 0
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AN 0 ... ... .0

A L
BW=| e 0
o .. .. 0 .. 0

Matice K7(\) a K3(\) ndlezeji do téze tiidy, jsou ekvivalentni (z hlediska elementéarnich tiprav).
Vzhledem k vété 16.9 maji shodny systém nejvétsich spolecnych délitelt minora vsech radua
(s vedoucimi koeficienty 1). Vyjadiime tento systém pomoci prvki obou matic. Dostaneme

K1) (i), dn(V) = (ex(V), es(Vea(N), - er(A) o en(), 0, 0),
KA (i), da(N) = (A), AN L), - A - f1(V),0,..,0),

a porovnanim obou systému pak rovnost h = k. Dosazovanim postupné ziskanych rovnosti pak

di(N) = () = ei(N) = fi(N),
dy(N) = da(A) = ex(Nea(N) = es(\)fa(A) = ex(N) = fo(N),

dh<)\) = Jh()\) - 61()\)...6h,1()\)€h(/\) = 61()\)...6h,1()\)fh()\) — eh()\) = fh()\>

Dikaz jednoznacnosti kanonické matice v kazdé tridé je zaroven navodem alternativniho po-
stupu, jak ji ziskat. Staci vypocist subdeterminanty vsech radt kterékoli matice v dané tride,

urcit systém (di(A),...,d,(N\)) a z néj prvky kanonické matice e;(A) = di(A), ex(N) = d2(’\),
e1(N)

. ep(A) = d:i(l)(\g\)‘ I kdyz je tato metoda pomérné pracnd, je naprosto rutinni, na rozdil od
prevodu vychozi matice na kanonicky tvar elementarnimi tpravami, ktery vyzaduje prece jen
jistou napaditost. Samoziejmé je mozné, a také dost praktické, obé metody kombinovat: pomoci
elementarnich uprav dospéjeme k matici, ktera obsahuje co nejvice nul, a v urcité fazi prejdeme
k metodé déliteli. Af je postup nalezeni kanonické matice jakykoli, vede vzdy k jedinému

vysledku.

Prvky na diagonale kanonické matice proto nazyvame invariantni faktory dané tridy
polynomickych matic.

Priklad 16.14: A co jednotkova matice?

V prikladu 16.1 jsme posuzovali jinou relaci ekvivalence ¢tvercovych matic n-tého radu, a to jejich podob-
nost. Role jednotkové matice v ramci této relace byla velmi jednoduché. Ttida obsahujici jednotkovou matici
obsahovala pravé jen ji. V pripadé relace ekvivalence matic z hlediska elementdrnich tprav je situace jina.
Posuzujeme-li tuto relaci pouze na mnoziné ¢éiselnych matic M(n/n), vime, Ze tf¥ida obsahujici jednotkovou
matici obsahuje také vSechny regularni matice fadu n. Rozsifime-li ivahy na matice polynomické, je jednotkova
matice matici kanonickou (presvédéte se, Ze vyhovuje definici). Zjistime moznd prekvapivou véc: matice, do
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kterych bychom to viibec nefekli, jsou ekvivalentni s jednotkovou matici. Zkuste urcit kanonicky tvar naptiklad
pro matici

25y _:\3 NV
A = A 4iX —iA +(1—|.—21))\. 22 +1 .
1 —iA+2i

Nejjednoduseji to pijde pomoci délitelt — stacéi spoéitat det A(N).

Polynomické matice, které jsou ekvivalentni (z hlediska elementérnich dprav) s jednotkovou matici,
se nazyvaji unimoduldrni.

Typickym piikladem unimoduldrnich matic jsou matice elementarni (dokazte). Snadno si také sami dokézete
vlastnosti unimodularnich matic:

e Matice U()) je unimoduldrni prévé tehdy, je-li jeji determinant nenulové ¢islo.
e Libovolnd regularni ¢iselnd matice je unimoduldrni.
e Soucin unimodularnich matic je unimodularni matice.

e Matice U()\) je unimoduldrni préavé tehdy, kdyz existuje polynomickd matice V' (\) takova,
ze plati U(N\)V(A) = E. Matice V(\) je pak rovnéz unimoduldrn{ a nazyvime ji inverzni
matice k matici U(X), V(\) = U~1()).

e Matice U(M) je unimoduldrn{ pravé tehdy, je-li koneénym souc¢inem elementdrnich matic.

Na zékladé posledni vlastnosti mizeme preformulovat kritérium ekvivalence polynomickych matic (véta 16.8):

Polynomické matice A(X) a A(X) (Fadu n) jsou ekvivalentni prévé kdyZ existuji unimodularni
matice U(X) a V(A) tak, ze plati A(X) = UN)AN)V(N).

16.2.3 Chvilka s maticovymi polynomy

Maticovy polynom, nebo polynomicka matice — neni to jedno? Ve vysledku ano. Interpretace
polynomickych matic jako maticovych polynoma, tj. polynomt, jejichz koeficienty jsou c¢iselné
matice, bude hned v nésledujicim odstavci velice uzitecna.
Priklad 16.15: Maticové polynomy

Prevést polynomickou matici na maticovy polynom, nebo opacné, je jednoduché. Ukazeme to na matici

z prikladu 16.13.
202 — 120 +16 2— X 2XZ — 12X\ 417

A(N) = 0 3-)\ 0 =
A —6A+7 2—X  A2—6A+8

2 0 2 12 -1 -12 16 2 17
=0 0 0[N+ 0 -1 0olx+] 0 3 o0
1 0 1 -6 -1 —6 7 2 8
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Maticovym polynomem stupné k a radu n v proménné A rozumime vyraz
AN+ AN AN+ AN+ A, (16.19)

kde A; € M(n/n), 0 < j <k, jsou ¢iselné matice (nad C, resp. R, podle kontextu),
pricemz matice Ay je nenulova.

Pro maticové polynomy miizeme definovat stejné operace jako pro polynomy ,obycejné*,
s tim rozdilem, Ze koeficienty u jednotlivych mocnin proménné A jsou ¢iselné matice, jejichz rad
je shodny s rfadem polynomu (obycejny polynom s ¢iselnymi koeficienty je z pohledu matico-
vych polynomi polynomem prvniho fddu). Pro matice mdme ovsem definovany operace séitani,
nasobeni skalarem i nasobeni, takze maticové polynomy muzeme sc¢itat, nasobit skalarem i né-
sobit mezi sebou. V pripadé nasobeni musime davat pozor na nekomutativnost maticového
nasobeni, takze ani nasobeni maticovych polynomu nebude obecné komutativni. Maticovy po-
lynom muzeme vy¢islit nejen pro jakoukoli ¢iselnou hodnotu proménné A, ale dokonce mtizeme
za A dosadit matici (téhoz fadu, jako je fad polynomu).

Necht A(\) je maticovy polynom fadu n dany vztahem (16.19) a C' necht je ¢iselna
matice fadu n. Levou, resp. pravou hodnotou maticového polynomu A(\) v matico-
vém argumentu C' rozumime matici

AL(C) = CF A+ CF YAy 1 + -+ + C? Ay + C A + Ay, (16.20)

resp.

Ap(C) = ACF + A 1 CF 1 4. L A 02+ AC + Ay (16.21)

,Obycejné“ polynomy muzeme mezi sebou také délit. Pro déleni polynomu a(A) stupné k
polynomem b(\) stupné m plati (to vite uz ze stedni skoly), ze existuji jednozna¢né polynomy
q(A\) (Castecény podil) a r(\) (zbytek) tak, ze a(\) = g(A)b(A) +r(A), pricemz stupen polynomu
r(A) je mensi nez stupen délitele, st 7(A\) < m. Podobné mizeme uvazovat i o déleni maticovych
polynomit, musime vsSak respektovat nekomutativnost maticového nasobeni. Dostaneme tak
dva vztahy pro casteény podil a zbytek, levy a pravy. Provedme tuto ivahu poradné. Uvazujme
o maticovém polynomu A(\) stupné k (délenec) a maticovém polynomu B()\) stupné m (délitel).
Jde o to, jaké feseni maji rovnosti

AN = Qp(NBO\) + Rp(\),  A(N) = BWQL(\) + Ri(\), (16.22)

vzhledem k polynomum @Qp(A) a Rp()N), resp. Qr(N) a Rp(N). Zda se, Ze véc bude docela jed-
noduchd. Polynomy Qp(A) a Rp(\), resp. Qr(A) a Rp(\) rozepiSeme pomoci neznamych ma-
ticovych koeficientii, provedeme nasobeni naznacené v rovnicich (16.22), porovname maticové
koeficienty na levé a pravé strané a reSenim ziskanych rovnic dostaneme maticové koeficienty
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neznamych polynomu. Pro ilustraci to provedeme pro pfipad, Ze polynom B(\) je pouze prvniho
stupné. V dalsich tvahach ani vic potfebovat nebudeme.
Priklad 16.16: Déleni maticovych polynomi pro délitele prvniho stupné

Uvazujme o polynomech n-tého fadu. RozepiSme délence (maticovy polynom A(M) stupné k) a délitele
(maticovy polynom B(\) stupné 1) pomoci maticovych koeficienti

AN) = AN+ A N AN AN+ Ay, B(\) = B+ By

a zabyvejme se tfeba hleddnim polynomu Qp(A) a Rp(A). Trividln{ piipad & = 0 neni tfeba rozebirat, nebot
polynomy Qp(N), Rp(A\), Qr(N\) a Rr(\) dostaneme okamzité (zapiste je). Prepokladejme tedy, ze plati k > 1.
Je zfejmé, ze polynom Qp(A) je stupné (k — 1). Polynom Rp(A) musi byt stupné 0 (stupen délitele je 1), takze
je pouze éiselnou matici, Rp(A) = Rp. Rovnici (16.22) pro Qp(\) a Rp()\) zapiSeme ve tvaru

AN+ A NP AN AN+ Ay =
= (Qr—1 A"+ Q2N T2 4+ Q2N + Q1A + Qo) (BiA+ By) + Rp,

pravou stranu roznasobime (pozor na nekomutativitu ndsobeni matic) a porovname maticové koeficienty u stej-
nych mocnin. Dostaneme sadu rovnic

Ap = Qr_1DB1,
Ap_1 = Qr—2B1 + Qr_1Bo,

Ap_o = Qr—3B1 + Qr—2DBy,

Ap—j = Qr—j-1B1+ Qr—;Bo, (16.23)
Ay = Q1B + Q2By,
A = QoB1 + Q1 By,
Ag = QoBo+ Rp. (16‘24)

K pozdéjsim tvaham budeme potfebovat pouze zbytek Rp. Ten je obsazen az v posledni rovnici, z niz jej lze
jednoduse vyjadrit, Rp = Ag — QoBy. Neznadme vsak matici Qq, kterd je obsaZena v predposledni rovnici, v ni
vSak zase neznédme @1, atd. Proto bude lepsi postupovat od prvni rovnice k posledni. Z prvni rovnice muzeme
piimo ziskat matici Qx—1, ale pozor, pouze za predpokladu, Ze matice B je reguldrni. To je omezujici podminka.
bez jejithoz splnéni nelze déleni provést. Predpokladejme proto, ze plati, a postupné pisme feseni jednotlivych
rovnic (opét pozor na nekomutativnost ndsobeni matic). Z prvni rovnice vypoéteme Q—_1, dosadime do druhé,
vypocteme Qg_2, dosadime do tieti, vypodteme Q_3, atd., az dospéjeme na konec Fetézce rovnic (16.23)
a vyjadifme Rp. Trochu pracné, ale myslenkové nendro¢né. Dostaneme (vSechny kroky propoctéte)

Qe = ABr,
Qi—2 = (A1 — Qu_1Bo)By' = (Aj1 — ApBT'Bo)By' = [A_1 + Ap(—By'By)| By Y,
Qi-3 = (Ak—2 — Qu_2B0)By ' = (Ap—2 — (Ak—1 — Qr-1Bo)B; 'By)B; " =

= [Ak—2 + Ax_1(—=B; ' Bo) + Ar(—By 'Bo)?] By ',

Qi—j = [Ak—ji1 + Ap_jso(—By'Bo) + -+ + Ap(—By ' Bo) 1] By Y,
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Q1 = [As+ As(—=By'Bo) + As(—=By ' Bo)® + -+ + Ap(By ' Bo)" %] By Y,
1 By ’

Qo = [A1+ Az(=By ' Bo) + As(-By ' -+ AR(By ' Bo)* ] By Y
Rp = Ao+ Ay (—By'By) + Ao(—By ' Bo)? + -+ + Ap_1 (= By ' Bo)* 1 + Ap (=B ' By)*.

)+
)’ +

Z posledni rovnice vidime, Ze zbytek Rp je pravou hodnotou maticového polynomu A(\) v maticovém argu-
mentu (—Bj 'By). Podobné bychom ziskali zbytek Ry, ktery je levou hodnotou maticového polynomu A(\)
v maticovém argumentu (—ByB; 1). Postup, ktery jsme pouzili, také dokazuje, ze ¢astecné podily i zbytky jsou

urceny jednoznacné. Stejné bychom postupovali i kdyby byl stupen délitele obecny.

Véta 16.11 (Déleni maticovych polynomii): Necht A(\) a B(X) jsou maticové

polynomy n-tého 1idu a vedouci koeficient polynomu B(X) je requldrni matice.

o Pak existuji jednoznacné maticové polynomy (n-tého radu) Qp(\) a Rp(N),
resp. Qr(A) a RL(N), zvané pravy, resp. levy cédstecny podil a zbytek po délent
polynomu A(X) polynomem B(\), takové, Ze plati

AX) = Q@p(AN)B) + Rp(A),  A(N) = B(A)QL(A) + Ri(N),

pricemz st Rp(\) < st B(A) a st Rp(\) < st B()).
o Je-li B(\) = B\ + By, kde By je reguldrni matice, pak

Rp = Ap(-B{'By), Ry = AL(—ByB;'), (16.25)
e Specidlné pro B(\) = B — \E, kde B je ciselnd matice, je
Rp = Ap(B), Rp=AL(B), (16.26)

nebot By = —FE, By = B, tj. —B{'By = —ByB;! = B.

K ¢emu bude déleni maticovych polynomt a tyto specialni vysledky dobré, hned uvidime.

16.2.4 Jak poznat podobné matice a najit podobnostni transformaci

Nezapominejme, pro¢ jsme se do problematiky polynomickych matic a maticovych polynomi
pustili. Byla to pripravna faze potiebna pro nalezeni kritérii podobnosti ¢iselnych matic. Zjistit,
zda dvé ciselné matice A a B jsou podobné, ,primou cestou, zalozenou na hledani prvki
matice realizujici podobnostni transformaci B = TAT~!, neni dobfe mozné ani pro matice
nizkych radt. Co tfeba matice
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A:(_2 1), B:(_lo _4)? (16.27)
0 3 26 11

Jsou podobné, nebo ne? Existuje regularni matice T = (77), S =T~ = (Uf), 1<id,5 <2, tak,

ze plati
-10 -4\ (7 ¢ -2 1 o} o? 0
26 11 ) \7} 72 0 3)\al o2/

Na prvni pohled o podobnosti matic nezjistime nic, hledat prvky matice T' srovnanim matico-
vych prvki levé a pravé strany je neschiidné. Se znalostmi z odstavce 16.1 vSak mizeme otazku
podobnosti zodpovédét snadno. Zkratka najdeme Jordanovy matice odpovidajici maticim A
a B. Budou-li shodné, jsou matice A a B podobné. Problematiku Jordanovy reprezentace jsme
v odstavci 16.1 Tesili geometricky, pomoci vlastnosti linearnich operatorii ve vektorovych pro-
storech. Nyni se pohybujeme v teorii matic a k Jordanové normalnimu tvaru matice v ramci
této teorie teprve smérujeme. Potfebujeme formulovat kritérium podobnosti ptimo pro matice.
Toto kritérium je prekvapivé jednoduché a umoznuje rychle rozhodnout o podobnosti matic
v praktickych situacich.

Véta 16.12 (Zékladni véta o podobnosti matic): Ciselné matice A a B 7ddu
n jsou podobné pravé kdyz jsou jejich charakteristické matice (A — AE) a (B — \E)
ekvivalentni (z hlediska elementdrnich dprav).

Vynikajici véta! Umoznuje problém, ktery se jevi jako obtizny, prevést na problém v pod-
staté trivialni — zjisténi kanonického tvaru polynomickych matic prvniho stupné. Doposud se
nam mohlo zdat, Zze podobnost ¢iselnych matic je mnohem silnéjsi vlastnost nez ekvivalence
polynomickych matic zalozena na pojmu elementarnich tprav. Pric¢inou tohoto nespravného
odhadu je zfejmé jednoduchost procedury prevodu polynomické matice na kanonicky tvar. Do-
kézat smér tvrzeni vychazejici z piedpokladu podobnosti matic je snadné. Plati-li B = TAT !
pro jistou regularni matici 7', pak

B—AE=TAT' —AE=T(A—-\E)T".

Matice T'a T~ jsou ¢iselné regularni matice. Jako takové jsou koneénymi souciny elementarnich
matic (jinymi slovy — jsou unimodularni). Podle kritéria ekvivalence polynomickych matic
(véta 16.8) jsou matice (A — AE) a (B — AE) ekvivalentni.

A ted obréacené. Predpokladejme, ze matice (A — AE) a (B — AE) jsou ekvivalentni. Podle
vety 16.8 existuji unimoduldrni matice U(\), V' (\) tak, Ze plati

B—XE=U\(A—\E)V(\). (16.28)
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A v tuto chvili vyuzijeme poznatky o déleni maticovych polynomi. Matice U(A) a V(\) roze-
piseme do tvaru

UM =(B=AE)Q1(AN) 4+ Ry, V(A =Q2(A\)(B—-AE)+ Ry, stRi=stRy=0,
a vyjadrime zbytky R; a R, jimiz jsou ¢iselné matice:
Ri=U\) — (B=AE)Qi(A), R2=V(A)—Q:(N)(B—AE).

Budeme zkoumat souc¢in Rj(A — AE)Ry — za chvili uvidime, pro¢. Vyuzijeme pii tom vztah
(16.28) a vztahy z néj vyplyvajici

UMNA—-AE)=(B—=AE)V ), (A=AE)V(\)=U"'\)(B—-\E),
a trochu si zapocitame:
Ri(A=AE)Ry = [U(N) = (B = AE)Qu(N)] (A = AB)[V(A) — Q2(\)(B — AE)] =

=UMN(A=AE)WA) = (B=AE)Q1(N)(A—=AE)WA) —UN)(A—=AE)Q2(N)(B — \E) +
+ (B—=AE)Q1(AN)(A—=AE)Q2(N\)(B — AE) =
= (B=AE) = (B = AE)Q:(\U'(\)(B = AE) — (B = AE)V " (\)Q2(\)(B — AE) +
+ (B=AE)Q1(N)(A = AE)Q2(N)(B — \E) =
= (B—AE) [E— (@)U () + VIH(V)Q() — Q1(N(A = AE)Qx(V) (B — AE)] .

Po tomto, mozna trochu pracném vypoctu ptijde elegantni tivaha. Na levé strané je maticovy
polynom prvniho stupné. Maticovy polynom na pravé strané proto musi také byt prvniho
stupné. Jenze prava strana ma tvar (B — AE) {E —(...)(B - )\E)} Je tedy jasné, ze polynom
vyznaceny v kulaté zavorce teckami je nulovy. Dostdvame

Ri(A—AE)Ry =B —\E = R\Ry=E, RiAR, =B.

Matice R; a Rs vychéazeji jako navzajem inverzni, takze pii oznaceni Ry = T hned vidime,
7e B = TAT~!. Matice A a B jsou podobné. Soucasné ziskdvame i matici 7', kterd realizuje
podobnostni transformaci,

T=R =UyB), T '=Ry,=VpB). (16.29)

V nésledujicim prikladu ukazeme, jak prakticky rozhodnout o podobnosti matic a v kladném
pripadé najit podobnostni transformaci.
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Priklad 16.17: Jak najit podobnostni transformaci

Proceduru, na niz jsme zalozili diikaz zdkladni véty o podobnosti matic, nyni pouzijeme pro matice A a B
zadané vztahy (16.27). Jejich charakteristické matice jsou

Aapo 27> 1  B_xE= “10-A -4 )
0  3-2X 26 11—A

V rychlosti mizZeme zjistit jejich kanonické tvary pomoci systému déliteli. Kdyby totiz matice nebyly podobné,
nemuseli bychom se namahat s hledanim podobnostni transformace. Nejvétsi spoleény délitel subdeterminant
prvniho fadu s vedoucim koeficientem 1 je roven jedné v pfipadé obou matic (obsahuji totiz ¢iselné nenulové
subdeterminanty prvniho fddu). Stadi tedy spocitat determinanty

det(A—AE) = (A—3)(A+2), det(B—AE)=(—10—A)(11—A)+104 = (A —3)(A+2).

Kanonicky tvar obou charakteristickych matic je stejny, matice jsou podobné. Konkrétné je

1 0
Ka-xp = Kp-xe = (o (A —3)(A+2) ) '

Abychom nasli podobnostni transformaci metodou popsanou v tomto odstavci, musime bohuzel najit matice
U(A) a V() vystupujici ve vztahu (16.28). Po vzoru piikladu 16.13 nejprve zaznamendme elementérni tipravy,
které prevadéji charakteristické matice na kanonicky tvar. I kdyz je kanonicky tvar jednoznacény, elementarni
upravy, které k nému vedou, jednoznac¢né nejsou. Kazdy ¢tendr muze postupovat jinak a vibec nemusi sledovat
priklad postupu, ktery uvadime.

1 -2 1] 1
(E|A—\E|E) = 0 A o)
0 1 0 3—X]0 1
10 0 1 10 .
0 1| B=XNA+2) 3—X] 2+X 1
10 0 1 10
_>
(A—3 1| =X 4+X4+6 0] 24+ 1>
1 0] 1 0o —1
A=3 1|0 X2=Xx=-6|1 =x—-2]"
1 ~10 — 411
(E|B—-\E|E) = 0 0-A 0 —
0 1 26 11—-X ] 0 1
10 —10—-Xx -4 |1 0
1 1 2 -
—3(A—=11) 1| ;(A>=Xx—=6) 0] 0 1

1 0| —40—4x —4 |4 0
1 2 -
“IA=11) 1| A2=x-6 0[O0 1
10 0 —4 40
%
~IA—11) 1] A2—A-6 0| —10—A 1
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1 0| —4 0|0 4
1 2 -
—i-11) 1 0 M2=X—6| 1 —10—A

1 0|1 0| o 4
—2(A=11) 1| 0 X =-X-6| -+ —-Ax-10)"

Ziskali jsme matice realizujici prevod charakteristickych matic na jejich spolecny kanonicky tvar

Kixg(A) = Kp_xp(A\) = K(\),

Kaap(A) = Us)(A = AE)Va(N), Ua(A) = (A_é ?) Valy) = <(1) _A_;>,

1 0 0 4
Kp_xg(A) =Up(N)(B —AE)VB(A), Up(A) = , VB(A) = .
5-as() = Up (B = AEVa(), Us() (NH) 1) 53 (i )\10>
Jesté u konce nejsme. Je tfeba vypocitat matice U(A) a V() realizujici vztah (16.28), tj.
B = \E =Ugz' (VEWV5'(N) = U (MWUAN(A = AE)Wa(N) V5" (A).

Plati (provedte podrobné vSechny vypocty: urcete nejprve Up L), Vg 1()\) a potom potiebné souéiny)

00 =000 = (4o o 3 )= (5 0 )0+ (8 1)

vor=voatw = (Lo an )= (00 e (G )

Zbyvéa vypodlitat levou hodnotu maticového polynomu U()A) v maticovém argumentu B a pravou hodnotu
maticového polynomu V() v tomtéZ argumentu. Dostaneme (provedte podrobné)

~10 -4 00 10 -4 0
TZUL(B):( 2 11)(3 0>+<%f 1>:< 8 1>’
L 00\ [-10 -4 -3 0 _ (-1 0
T _VP(B)_<Z 0)( o6 11>+<221 4>_< 2 1).

Provedte kontrolu TT~! = T~!T = E. Dostali jsme jednu z moznych podobnostnich transformaci B = TAT ~*.
Presvédcite se, Ze tieba také B = QAQ ™!, kde

1 1 (31
(7))

Neni to zadné prekvapujici zjisténi. O nejednoznacnosti podobnostni transformace vime.
Podobnou tlohu jsme resili v piikladu 16.12 pomoci ,,geometrického* pristupu. Vyzkousejte ,geometricky“

PN

zpusob také pro matice A, B z tohoto ptikladu.
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16.2.5 Jordanuv normalni tvar matice

Konecné pristupme k nalezeni Jordanova tvaru J dané ¢iselné matice A. Definici Jordanovy
matice k dispozici mame. Diky zakladni vété o podobnosti matic vime, ze matice A je podobnd
néjaké Jordanové matici J pravé tehdy, maji-li jejich charakteristické matice stejny kanonicky
tvar. Zamérme se proto na tivahy o tom, jak bude vypadat kanonicky tvar matice (J —AE), je-li
matice J charakterizovana tabulkou v odstavci 16.1.1. Nejprve zjistime kanonicky tvar matice
(J®)(No) — AE), kde J®)()\g) je Jordanova submatice fadu s pifslusnd hodnoté Ao,

Ao — A 1 0 0
0 Ao—A 1 0 0
J(S)O\Q)—)\E: : : . . : 0
0 o A — A 1 0
0 . Ve 1
0 e A — A

rad matice=s

Urceni jejiho kanonického tvaru je snadné. Jeji determinant je roven soucinu prvka v hlavni
diagondle, det(J®)(\g) —AE) = (=1)*(A—Xo)*, takie d,(A) = (A—\)*. A ted subdeterminanty
(s — 1)-tého tddu. Vypustime-li z matice posledni fadek a prvni sloupec, dostaneme submatici
(s—1)-tého Tadu, ktera je dolni trojihelnikova a mé v diagonéle samé jednicky. Jeji determinant
je jednotkovy, a proto d,,_1(\) = 1. Zbylym ¢lentim systému délitelt tak nezbyva, nez byt také
jednotkové. Kanonicky tvar matice (J)(\g) — AE) je

1 0 0 0
0 1 0 0 0
(s) 0
0 . 1 0
0 ... ... ... 1 0
0 oo oo oo s (A=Xp)8

rad matice=s

Elementarnimi tpravami provadénymi vzdy pouze s prislusnymi fadky a sloupci lze prevést
charakteristickou matici (J — AE) Jordanovy matice J na tvar, v némz jsou charakteristické
matice vsech Jordanovych submatic v kanonickém tvaru. Jenze tento tvar matice (J — AE)
stdle neni tvarem kanonickym. Je sice diagonalni a vsechny polynomy v diagonéle maji vedouci
koeficient roven jedné, ale v pripadé riuznych hodnot, napfiklad A\; # Ag, jsou polynomy (A —
— M), 51 € {ki, kg by a (A= A2)*2, sg € {kay, ..., k14, }, nesoudélné. Diagondla takto
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upravené matice (J — AE) vypadd nasledovné:

diag (J —AE) = [1,..., L, (A =X)L, (A=A 1 1 (= M)

-

kl 1 qul k21

U FUUUNE T O S VS L SN IR N O N W LS |

-

e L (= A )P

k2q2 krl kT(I'r

Y

K tomu, abychom tpravu na kanonicky tvar dokoncili, nam pomuze nasledujici jednoduchy
priklad.

Priklad 16.18: Co s nesoudélnymi polynomy?

Dejme tomu, Ze polynomickd matice A(\) je fddu n = 2 a m4 tvar

_(p(\) O
AW_( 0 q(/\))’

kde p(A) a ¢(A) jsou nesoudélné polynomy s jednotkovymi vedoucimi koeficienty. Proto je d1(A) =1 a d2(A) =
= p(N)g()), takze kanonicky tvar matice A(\) je

1 0
Fal) = (o PG ) |

Kanonicky tvar matice (J — AE) ted muzeme napsat okamzité pomoci tabulky z odstavce
16.1.1 a néasledujictho schématu: Schéma je doplnéno jednickami, jsou-li vycerpany vsechny

en—g;+1(A) en—qu+1(A)

Obrazek 16.6 Schéma pro vytvotfeni kanonického tvaru matice J — AE.

polynomy pro dané \;, 1 < j < r. Posledni invariantni faktor kanonického tvaru je soucinem
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nesoudélnych polynomii s nejvyssimi mocninami, dalsi pak soucinem nesoudélnych polynomt
s nizsimi (popfipadé stejnymi) mocninami, atd.,

en(A) = (A= X))\ = M)k (= Nk
enc1(N) = (A= A)F2(\ = M)k (A= N2,

e , (16.30)
en—art(N) = (A = AR (X = Ag)P2e o (N — A, )Fre
Obecné je
n—at1(A) = ngl (A — )‘j)kjaa I<a<n,
pficemz klademe k;, = 0, je-li @ > g;. Mocniny (A — Ap)*e (A — Ag)k2a (A — X\, )Fre se

nazyvaji elementdrni délitelé polynomu e,,_o11(A).
Priklad 16.19: Kanonicky tvar matice (J — AE) prakticky

Najdeme kanonicky tvar matice (J — AE), kde J je Jordanova matice z prikladu 16.2. Sestavime pro ni
schéma z obrazku 16.6,

hodnota | pocet sestupné elementdrni délitelé
A =3 g =3 (A=33 (A-3)2 (A-3)?2
)\2:5 L]2=2 ()\—5)4 ()\—5)1 1

a vypocteme invariantni faktory,

e12(N) = (A =3)*(A=5)*,
611()\) = ()\73)2()\*5)1,
610()\) = ()\ — 3)2,

Priklad 16.20: Jordanuv normélni tvar matice

Jordaniv norméaln{ tvar ¢{selné matice A zjistime snadno. Najdeme kanonicky tvar matice (A — \E) a z néj
Jordanovu matici pfimo ,precteme:
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—6- A 9 -7 2 10 0 0
A 2 4-x =2 1| |01 0 0 7
2 -3 3-x -1 00 A—1 0
5 —6 5 -\ 00 0 (A=12X+2)

(pfevod na kanonicky tvar podrobné provedte). Z kanonického tvaru matice (A — AE) vidime, ze Jordanovy
submatice Jordanova normélnfho tvaru matice A budou piisluset hodnotdm Ay = 1 (¢1 = 2, fady k11 = 2,

k1o =1) a Ao = =2 (g2 = 1, ¥4d ko1 = 1). Jordanova matice ptislusnd matici A je
1 1 0 0
0 1 0 0
J =
0 0 1 0
00 0 -2

Jak jsme vidéli, muzeme z kanonického tvaru matice (A — AFE) hned preéist, jak vypada
Jordantiv normalni tvar matice A. A také hned pozname, zda matici A lze diagonalizovat,
tj. zda linedrni operator reprezentovany v néjaké bazi matici A méa diagondlni reprezentaci.
Nutnou a postacujici podminkou pro to je, aby posledni invariantni faktor e, (\) kanonického
tvaru matice (A — AFE) mél pouze jednonasobné koreny. Pak budou vsechny bloky Jordanovy
matice prvniho fddu (Jordanova matice bude diagonélni).

Matici A € M(n/n) nad C lze prevést podobnostni transformaci na diagondlni
tvar pravé tehdy, mé-li posledni invariantni faktor e,(\) kanonického tvaru jeji
charakteristické matice pouze jednonasobné koteny.

Pozn: Pozor! To, ze mé polynom e, (\) pouze jednondsobné kofeny, neznamené, ze operator
reprezentovany matici A ma jednoduché spektrum. (Jednoduché spektrum ma operétor tehdy,
mé-li jeho charakteristicky polynom pouze jednondsobné koreny.)

K tomu, abychom pravé vysloveného kritéria existence diagonalni reprezentace operatoru
mohli vyuzit, musime najit kanonicky tvar matice (A — AE). Neni to sice pfili§ mnoho préace,
ale mohli bychom si ji usettit, pokud bychom dokézali poznat existenci diagondlni reprezentace
primo ze samotné matice A. Umozni nam to napriklad nasledujici tvrzeni, dokdzané uz v druhém
dilu, véta 4.5:

Matici A € M(n/n) nad C lze pfevést podobnostni transformaci na diagonalni
tvar pravé tehdy, plati-li pro kazdou z vlastnich hodnot Aq,..., A, s nasobnostmi
kl, coog kri

Na zévér odstavce se jesté na chvili vratme k unitarnim prostorum (tj. vektorovym pro-
storim nad C opatfenym skalarnim sou¢inem). Této problematice se sice budeme podrobnéji
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vénovat v odstavci 16.3.3, ale jedno velmi uzitecné tvrzeni uvedeme jiz nyni pro ¢tenére, kteri
se rozhodnou studium odstavce 16.3 odlozit na pozdéji nebo vynechat tplneé.

V unitarnich prostorech jsme pouzivali ortonormalni baze (tvorené ortogonalnimi a normo-
vanymi vektory). Matice prechodu mezi ortonormélnimi bazemi je vzdy unitdrni, t;.

T =17

PoloZzme si nyni otdzku, kdy lze néjakou (obecnou) matici A prevést podobnostni transformaci
na diagonélni tvar tak, ze podobnost realizuje unitdrni matice 7. Ve druhém dilu (véta 6.1
a 6.2 a jejich dusledky) jsme dokézali, Ze pro matice unitdrni (A= = AT*), resp. samoadjun-
gované (A = AT*) je takovy pievod vzdy mozny. Nyni formulujeme obecnéjsf tvrzeni (nutnou
a dostatecnou podminku pro matici A k tomu, aby existovala unitarni matice T prevadéjici A
podobnostni transformaci na diagondlni tvar). Potfebujeme jesté jeden novy pojem.

Matice A € M(n/n) se nazyva normdlni, komutuje-li se svou matici transponovanou
a komplexné sdruzenou, tj. plati-li AAT* = AT*A.

Véta 16.13 (Spektralni véta pro normalni matice): Matici A € M(n/n) lze

prevést na diagondlni tvar podobnostni transformaci TAT !, kde T je unitdrni ma-
tice, prave tehdy, je-li matice A normdalni.

Predevsim se zamérme na zjisténi, zda v pripadé, Ze matice A je normalni, je norméalni
také matice B = TAT! = TAT™* ziskand podobnostni transformaci s unitdrni matici 7.
Dostavame (pfipomerite si vlastnosti matic a maticového nasobeni a odtvodnéte jednotlivé
kroky vypoctu)

BB™ — B™*B = (TAT ) (TAT™™ — (TAT Y™ (TAT™) =
— TAT—l(T—l)T*AT*TT* o (T—l)T*AT*TT*TAT—l — T(AAT* . AT*A)T—l )

Je vidét, ze plati-li AAT* = AT* A, plati i BBT* = BT*B, a samoziejmé také naopak. Protoze
kazda diagonalni matice je normalni (ovéfte), mame jeden smér ekvivalence v tvrzeni 16.13
dokazan: 1ze-1i matici A prevést podobnostni transformaci s unitarni matici na diagondlni tvar,
musi byt matice A normalni. Opac¢ny smér dukazu vyuziva vlastnosti normdlnich operatort
v prostorech se skalarnim soucinem, o nichz si néco fekneme v odstavci 16.3.3 a pomoci jejich
vlastnosti diikaz véty 16.13 dokonc¢ime.

16.2.6 Cviceni

1. Dokazte vlastnosti unimodularnich matic uvedené v prikladu 16.14.
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2. Najdéte kanonicky tvar nasledujicich matic. V pripadé, Ze nékteré z nich jsou unimodularni, urcete také
inverzni matici.

3 _ 2
a)A(A):<,\ A 2)\>’

A2 +5)0 3\
A —204+1 2224 2—-1 3N +2X22-2)1-1
(b) A(N) = | 2A3 —2) A2 —1 223+ 22 -2 -1 |,
BAS—4A+1 3X24A—2 55X 4+3X2—4X—2
1—-X 2 3 4
1— 2
oA = | ° A il
0 0 1-Xx 2
0 0 0 1-2)
—6— X 9 -7 2
-2 4- -2 1
d) A(\) = ;
2 -3 3-) -1
5 -6 5 —\
A X+ 5
AN = )
e) AR (A?—A—z; )\4—)\3—4>\2+5/\—5>

Vysledky:

A 0
8) Ka(h) = <0 /\3—10)\2—3)\>’

A+1 0 0

(b) Ka(\) = 0 X-1 0],
0 0 0
100 0
010 0

Ka(\) = :

c) Ka(\) 00 1 0
00 0 (A-1)*
10 0 0
01 o0 0

d) Ka(\) =

) Ka 00 A—1 ’
00 0 (A=12)+2)

Mo 42 450—-5 —X\3—5
+ . (16.32)

AT = o
) 20( “M4+A+4 A
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3. Zapiste jako maticovy polynom polynomickou matici

i3 +3\ —2X2420—-1 0

AN = | 3 N 43M2 412 4
A —iA2 — 4\ A3+ A% +i)
Vysledek:
8i 0 0 0 -2 0
AN =10 =1 0o |[X+]0 3 0 |XN+
0 1 0 —i 1
320 0 —i 0
+ 10 0 0[A+]3 12 4
1 —4 i 0 0 0

4. Dokazte obecnou verzi véty 16.11, tj. pro obecny stupen délitele. Provedte pfimy vypocet podle vzoru
z prikladu 16.16.

5. Urcete kanonicky tvar matice

_[p(\) O
AW_( 0 q(/\)>’

kde p(A) a ¢(XA) jsou polynomy s vedoucim koeficientem rovnym jedné, jejichz nejvétsim spoleénym délitelem
je polynom d(\) rovnéz s vedoucim koeficientem rovnym jedné.
Vysledek:

~(d 0
Ka(\) = ( 0 dN)eWNY(X) ) 7

kde p(A\) = d(A)e(A), ¢(A) = d(A\)p (), polynomy ¢(A), ¥(X) jsou nesoudélné.

6. Necht A je ¢iselnd matice nad C fadu n. Rozhodnéte a zdtvodnéte, zda v diagonale matice kanonického
tvaru jeji charakteristické matice (A — AE) mize byt nulovy polynom .
Vysledek: Odpovéd je zdporna. Kanonicky tvar matice (A — AE) je shodny s kanonickym tvarem matice
(J — AE), kde J je Jordanova matice podobnd matici A. V diagonéle kanonického tvaru jakékoli matice
(J — AE) neni obsazen nulovy polynom.

7. Pomoci kanonického tvaru matice (A — AE) najdéte Jordantv normélni tvar matic zadanych v odstavci
16.1.6 v uloze 1.

8. Vratte se k piikladu 16.12 a naleznéte podobnostni transformaci B = T AT ~! pomoci tiprav charakteristic-
kych matic na kanonicky tvar (jako v piikladu 16.17).

9. Vratte se k piikladu 16.17 a naleznéte podobnostni transformaci B = T AT ~! pomoci geometrického piistupu
(jako v ptikladu 16.12).

10. Pro matici z ptikladu 16.20 provedte podrobné tipravu na kanonicky tvar a naleznéte podobnostni trans-
formaci J = TAT L.
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11. Urcete Jordanovy matice odpovidajici nasledujicim kanonickym tvarim charakteristickych matic K j_g:

.
—~
[aN}
\A
+
—
o o o o o =<
i
,
[a\}
\A
~—
—
i
cocooco | o
[a\}
\A
~—
o o o~ O O
O O H O O O
o —H O O o o
—-_ o O o o O
/l'\
—
fla)
-
[2]
—
\A
oo oo 4
i
N
—
\A
o o o o + o
i
=
—
\A
o o o + o o
i
=
—
\A
o o + o o o
i
Z
o H O O o o
- o O o o o
{

]

o O O O O

(A—1)2

A=1)

0
0
0

— o O O o O

~—
—
o | o
\A
S~—

- o o
(\
—~
(-
\|/

[a\]
—
[a\]
~<
IT
—
o O O O O =
—~
Lol
|
[a\]
~<
[
o o o0 o H O
=l =)
oo - o o o
o H O o o o
—- O O O O O
N—
—
[<5)

o = O O

— o O O

Vysledky:

0 0

0 00

0
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S O AN

o~ O

— O O

oS o o O )
o O ﬂ o O O
— o O O O
- o O o o O
{

$Si nez

Vv

g) matice neodpovidé charakteristické matici Zadné ¢iselné matice (stupeil jejitho determinantu je vy

fad).
12. Urcete kanonické tvary charakteristickych matic K j_yg k zadanym Jordanovym maticim:

],

oo o o — —
co o~ - o
o oc oo —~ o
cCo - - o o
O A - o o
oo H o o o
c o H o o o
R R e i )
— s O O © © I
~ o o o o o oo o o o
— —~
e} =

o O o o —H O
|
S O o 3 o O
o —H 3 O O O
- 383 O O O O
g © © o O O
N—
—
o]

0
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0
0
-1
0

0
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0 0 a O
0 0 0 a
0 0 0 O
0 0 0 O

|

S = O O

— O O O

S O o O

e>(
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100 0 10 0 0
10 0
010 0 01 0 0
e) ., Dot 0 , g ) ,
0010 00 (A=—1)(A—2)(A—3) 00 A% 0
00 0 A 00 0 A
1 0 0
h [0 a—1 0

0 0 (—1)(r-3)

13. Urcete kanonické tvary charakteristickych matic K j_ g k Jordanovym maticim z tlohy 7 cvic¢eni 16.1.6.
Vysledky:

A=5 0 0 0 1 0 0 0
0 A=5 0 0 0 A=5 0 0
Ky _ = 7K — == )
SimAE 0 0 A=5 0 SmAE T A—5 0
0 0 0 X-=5 0 0 (A=5)?
10 0 0 10 0 0
0 1 0 0 01 0 0
Kyyrp = , Kyyonm = ,
BAET A0 0 2=52 0 BET L0 0 Aa=5 0
00 0 (A —5)2 00 0 (A5
100 0
01 0 0
K _ f—
BAET g 01 0
00 0 (A—5)*

16.3 Neékolik aplikaci

Na zakladé toho, co o maticich a operatorech uz vime, ted uvidime, co vSechno se s nimi jesté
) ) )
d4a délat. Jedna se o ,nadstavbovy“ odstavec, nebot jde o zalezitosti v ramci linearni algebr
» Yy ) J y
jiz ponékud specialni. Vyklad je proto spise ,orientacné-informativni“, nez aby jej bylo mozné
povazovat za néjakou dikladnou teorii. A tak ¢tenar, ktery je uz maticemi a algebrou presycen,
se bez néj muze dobte obejit.

16.3.1 Exponenciala matice

Exponencidlni funkci jsme dikladné probrali v prvnim dilu. V druhém dilu se objevovala pri
feseni linedrnich diferencidlnich rovnic a jejich soustav. V tomto, tfetim dilu, jsme se ji opét
nevyhnuli, zejména v kapitole 13 o funkcich komplexni proménné. Je to zkratka tim, ze je
v matematice a jejich fyzikalnich a technickych aplikacich nepostradatelna. A také jsme zjis-
tili, ze fada fyzikalnich zakonitosti v diferencialnim tvaru je linearnich, takze jejich integrace
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vede k exponencidle — vzpomente na rovnici pro rozpad jader ¢i rovnici pro ubytek intenzity
rentgenového zareni pti pruchodu materialem a jejich reseni

AN (t
dt“ = CAN(), N(t) = Noe™, Ny =N(t)]imy,
dl(x
d(:c) =—pl(z), I(x)=1Ipe™, Iy=1(x)|s=o,

jimiz jsme se zabyvali hned zkraje prvniho dilu, v piikladech 1.5. a 1.6. V tvahach, do nichz
vstupovaly exponencialni funkce, byl jejich zaklad obecny (nejcastéji e), ale exponentem bylo
vzdy c¢islo, at jiz realné, nebo komplexni, nebo proménnd, kterda nabyvala ¢iselnych hodnot.
Jak by ale mohla v exponentu figurovat matice si v tuto chvili asi tézko dovedeme predstavit.
Ukézeme, Ze to je mozné, uzitecné a v nékterych prikladech dokonce nutné. V odstavci 7.7.2
jsme Tesili soustavy n linedrnich diferencialnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty,
pro n neznamych funkei (z'(t),...,2"(t)), které mizeme pokladat za slozky vektoru Z(t). (Na
znaceni vektort Sipkou v pripadé soustav diferencialnich rovnic jsme se dohodli jiz v druhém
dilu, abychom si nepletli vektor #(¢) se skalarni funkeci z(t), slozky vsak budeme nyni opét
¢islovat hornimi indexy, jak je zvykem v linedrni algebte.) Soustava rovnic mé tvar

it = ajx' +azr? + - +ala”,

i = alrt +ajr® + - +aia",

neboli
1 2 n
a; ay ay
1 2 n
a, a5 ... a
(wl o a:”):(xl oL x”) , (16.33)
1 2 n
zkracené

Z(t) = Z(t)A,

kde A € M(n/n) je matice konstantnich koeficientu soustavy. Vektorova pocatecni podminka
slouzici k vybéru partikularniho feseni z tiidy vektorovych funkei tvoricich feseni obecné mé
tvar £(0) = K, kde K = (K, ..., K™) je vektor integracnich konstant.

Pozn.: Obecné chapeme M (n/n) jako vektorovy prostor matic fadu n nad polem komplex-
nich cisel, i v pripadé, Zze matice soustavy rovnic je tvorena ¢isly redlnymi a hledame-li pouze
realnd feseni soustavy rovnic. Pozadavek realnosti feseni se projevi v omezujicich podminkach
kladenych na integracni konstanty stejné jako tomu bylo v kapitole 7.
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Soustava (16.33) se formélné podobé skaldrni rovnici (t) = Axz(t), A € C, resp. A € R,
jejiz feSeni je x(t) = K e?t. Jisté by se nam libilo, kdyby bylo mozné zapsat i feseni soustavy
ve tvaru

Z(t) = K ™,

s matici At v exponentu. Zatim nevime jak, ale i takovy zapis je mozny. Za chvili to ukazeme.

Dalsi situace, kdy je potfebné umét zapsat exponencialni funkci s maticovym exponentem,
nastoluje kvantova mechanika. Pohybové rovnice v kvantové mechanice totiz primo obsahuji
linedrni operatory. Tak tfeba Schrodingerova rovnice (zakladni pohybova rovnice kvantové me-
chaniky, popisujici casovy vyvoj kvantovémechanické soustavy) ma tvar

—ih— = H,

kde stav soustavy je urcen vektorem 1 (prvkem tzv. Hilbertova prostoru — obecné nekonecéné-
rozmérného vektorového prostoru se skalarnim souc¢inem, tuplného vzhledem k metrice, ktera
je timto skaldrnim soucinem indukovand), a H je linearni operator puisobici v tomto prostoru
(samoadjungovany operator s fyzikdlnim vyznamem energie). Nekonecna dimenze situaci kom-
plikuje, kvantova mechanika vsak tesi i dulezité problémy, kde vystacime s dimenzi konec¢nou.

Méame dost diavodu k tomu, abychom se pokusili néjak definovat exponencialu matice. Ale
jak? Vzpomenete si na zplisob, jakym jsme korektné rozsitili definici exponencialni funkce redlné
proménné do komplexniho oboru? Ptrece pomoci rady

x 1, 1 1,
e — — =14+ -+ - —xte., ZL’GR,
25 et i

v niz jsme provedli zdménu x — 2, z € C. Pomoci vlastnosti funkci komplexni proménné jsme
dokazali, ze fada konverguje stejnomérné v Gaussové roviné C, ma stejné vlastnosti pii vy-
poctech jako redlna exponencidla (e*1+72 = el e2, (e%)¢ = e*¢), pfedstavuje holomorfni funkci
(derivovani ¢len po ¢lenu) a zadna dalsi holomorfni funkce, ktera by pro z = € R nabyvala
stejnych hodnot jako exponencidlni funkce redlné proménné, uz neexistuje (véta o jednoznac-
nosti). Pokus zavést exponencialu matice také pomoci fady se muze vyplatit. V fadé vyjadiujici
e”, resp. e provedme zaménu x — A, resp. z — A a zkoumejme vlastnosti vzniklé rady matic

>0 1 1 1
S AP =14+ A+ A+ + A Ae M(n/n). (16.34)
= k! 2 k!
Libovolné velky kone¢ny pocet jejich ¢lentt jisté dokdzeme vypocitat, nebot A¥ = A--- A a né-
k-krat
sobit matice umime. Nehledme ted na to, ze takovy vypocet by byl pii vétsim poctu clentu
protivny. Za chvili uvidime, jak se da jednoduse vyjadrit soucet celé rady.
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A na stole“ je otazka konvergence rady. Potrebujeme néco jako ,velikost“ matice. Tu uz
vsak k dispozici mame z kapitoly 11. Pfipomenme normu a z ni indukovanou metriku defino-
vanou na mnoziné M(n/n) v ptikladu 11.21:

|Al = {sup |Az]| .z € Vymad C, [ <1}, [l = /|a'[2 4+ |27 ] (16.35)

Plati
1B <Al - 1B, | 4% <1lA4]" .

Ukézeme (viz také tlohu 6 ve Cviceni 16.3.4), ze posloupnost ¢lent tvoricich fadu (16.34) je
Cauchyovska, a tedy konvergentni, dokonce absolutné. Poéitejme normu rozdilu (m + [)-tého
a [-tého castecného souctu rady (16.34). Dostaneme

m+l 1 . m+l .
ZHA < ZEHAH — 0 pro | — o0,
k=l+1 k=i+1

viz poznamku k poloméru konvergence v odstavci 16.3.2. Budeme-li se snazit soucet rady urcit,
nebude to marnd préace. Muzeme definovat exponencidlu matice A primo vztahem (16.34):

eAZZI;Ak:1+A+;A2+---+;,A’“r---, A€ M(n/n).
k=0 " '

Samozrejmé, budeme-li pocitat druhou, treti a dalsi mocniny zcela obecné matice A €
€ M(n/n), nepovede se nam ziskat obecné vyjadieni a pak vSechny mocniny secist. Nastésti
vime, Ze kazd4d (¢tvercovd) matice A je podobnd néjaké Jordanové matici, takze plati

J=TAT ' = A=T"'JT = AF=(1"'JT)-- - (T7'JT)=T"'J"T.

k-krat

......

volné k € N. Je-li Jordanova matice tvorena Jordanovymi submaticemi, které pro jednoduchost

oznaCime tieba Ji, ..., J,, (soucet jejich fadu je roven n), plati
JFo ... 0
|0 Jy o0
0o ... 0 Jk

kde nuly znamenaji bloky nul pfislusné velikosti. k-t4 mocnina Jordanovy matice je tvorena
bloky J¥. ..., JE rozloZenymi podél hlavni diagondly. Stac{ tedy, abychom uméli vypoéitat k-tou
mocninu Jordanovy submatice.
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Priklad 16.21: Mocniny Jordanovy submatice

Jordanovu submatici s-tého fadu prislusnou hodnoté Ay zapiseme ve tvaru J(s)(Ao) =X E+N®) kde N©
je nilpotentni Jordanova submatice s-tého fadu. k-tou mocninu Jordanovy submatice pak vypocitame celkem
snadno, s vyuzitim skutec¢nosti, Ze jednotkova matice komutuje s jakoukoli matici stejného fadu, a tedy i s matici
N©). Plati

k k

S k S kj - S S
FO00] = o+ N = 3 ()N EINOT =30 Bk

=0 l:O

Vime Véak, ze pro 1> s je [N®] = 0. Jestlize je k < s, pak [J(s)()\o)]]C =3, (MATHN(s)]L. Pro k > s je

[J(s)()\o)] =372 ( ))\k '[N (s)]* (horni mez sumy je pouze s —1). Jako konkrétni ukazku poéitejme mocniny
matice N
01 000 001 00
001 00 00 010
N®=|o0o o001 0], [NO? 00001],
0 00 01 00 000
0 0000 00000
000 10 000 01
00001 00000
IN®F=f0 000 0o, NY*=]0 0 0 0 0],
000 00 00000
00000 00000
00000
0 00 00
[N®)]5 00000
00000
00000

Zkusme vypocet mocnin nilpotentni matice N trochu zobecnit. Obecnym prvkem nilpotentni matice je I/g =
= 5371 (Kroneckerovo delta). Pfi vypoétu obecného prvku druhé mocniny nilpotentni matice pro piehlednost
nepouzijeme Einsteinovu symboliku, ale vypiSeme znak sumace:

S

(O] St S oz, [ oo <2

=1

Zatimco v matici N(®) samotné stoji jednicka, kterd se nachazi v i-tém Fadku, na (i + 1)-té sloupcové pozici,
v matici [N( ')] stoji na (i 4 2)-té sloupcové pozici, tj. posunula se o jednu sloupcovou pozici vpravo. Jednicka
na (s — 1)-tém Fddku se nemé kam posunout, cely fadek je nulovy, 5 ty radek je rovnéz nulovy. Oznac¢me prvek
na i-té radkové a j-té sloupcové pozici matice [N(*)] jako pl, tj. ! = (57 . Pro tfeti mocninu plati

S

[ (N } Z,uzyl = 255_25{_1 =677% pro 3<j<s, [(N(s))g’y =0 pro j < 3.
1=1 !
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Kazda jednicka se opét posouva o jednu sloupcovou pozici doprava. Kazdé dalsi umocnéni ,,vytlacuje* diagonélu
s jednickami o jedno misto smérem k pravému hornimu rohu. Jednicka, kterd se ,uz nema kam posunout*,
vypadne. Dalsi postup je analogicky. Pro obecnou k-tou mocninu nilpotentni matice s-tého fadu tak dostdvame

{(N(S))} _(5Jkp1‘0k<j<8 {(N(S))]—Oproy<k

A K3

7 prikladu 16.21 je vidét, jak bude vypadat obecna k-t4 mocnina Jordanovy submatice. Je
tfeba rozlisit pripady k < s a k > s. Pro prvni z nich (k < s) dostaneme

DY ) R (4 DY OO (L PP 0 ... ... 0
0 A (M ()M (e 1 0 0
7000 = 0 0 Moo (B (e 1 0
0 0 A (5
0 0 Af
rad matice=s
pro k > s pak
DY G DY (4 DY e OO () PV e
0 A (M ()M
o0 =1]... .. . (16.36)
()%
0 Ak

rad matice=s
Vyjadreni k-té mocniny Jordanovy submatice platné pro k£ > s muzeme dokonce
pouzit i pro pripad k < s, jestlize misto prvki, kde vychazi zaporny exponent
hodnoty )\, dosadime nuly.

A ted jesté potfebujeme udélat exponencidlu Jordanovy submatice, tj. e’ @) a budeme
skoro hotovi. Vime uz, Ze exponenciala je dana radou

oI 00) _ i 1 { T )\0}

k=0

k‘
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k-tou mocninu matice J*)()\) udélat umime (dokdZeme zapsat obecny prvek této mocniny),
fada predstavuje soucet matic, ten se provadi prvek po prvku.
Priklad 16.22: Obecny prvek exponencialy Jordanovy submatice

Pro obecny prvek matice e’ () na j-té fadkové a j-té sloupcové pozici plati

S Y PRI 8 Y e A
k:O k=0
ili(>>\’“‘léﬂ— i 1( k>>\’“ gt E>j—i>0
o 0 6] i , prok>j—i>0.
=0 =0 k=j—1

(Pfipomertime, Ze pro j < [ dosazujeme za 517 - nulu.) Jak jsme dospéli k posledni tpravé? Jednoduse: ve
vnitfnim souctu je totiz jediny nenulovy ¢len, a to ten, pro ktery je j — [ = . Posledni vyraz dale upravujeme
a v druhém kroku provedeme zdménu oznaceni s¢itactho indexu k — j + i — k:

JO00 _ N 1 k—j+i _ k
e , A = g,
{ ]z k;z(']_l)(k PR ]_lekv 0
J<S)()\O) Jj_ 1 o . .
e = -—0e pro ¢<j. 16.37
: k (7 —4)! (16:37)

Pro j < i je prislusny maticovy prvek nulovy (matice je hornf trojihelnikova).

Vysledny tvar exponencialy Jordanovy submatice J® () je

e 11, et 21, et oL, (8_12)!6)‘0 (3_11)!6)‘0
0 e 11, et oL, (SE3)!eA0 (5,12)!@’\0
0 0 e ... ... L e e
exp [JP(\)] = == = . (16.38)
0 0 0 et %e)‘o
0 0 0 . 0 e

Exponenciédlu libovolné matice A € M(n/n) uz dostaneme velice snadno. Plati

Z E Z ol "R =T (Z li’“) T=T"eT, (16.39)
k=0 k=0 """

kde J = TAT! je Jordantiv normdln{ tvar matice A a T je jakdkoli regularni matice realizujici
podobnostni transformaci mezi maticemi A a J (vime, Ze neni urCena jednoznacné, matice .J
predstavujici Jordantv normalni tvar matice A vsak jednoznacna je, az na potradi blok).
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Priklad 16.23: Exponenciala matice z ptrikladu 16.9 ...

Hned vyzkousime, jak zafunguji ziskané obecné vysledky na piikladu konkrétni ¢iselné matice. Vezméme
tfeba tu, jejiz Jordantv normalni tvar jsme zjistovali v prikladu 16.9. Také jsme nasli obecny tvar podobnostni
transformace a uvedli nékolik konkrétnich piikladda. Vratme se tedy k piikladu 16.9 a zapisSme tfeba druhou
podobnostni transformaci, ktera pfevede Jordantiv normalni tvar matice A zpatky na matici A, tj. A = T~1JT:

3 1 0 0 1 -1 0 0 1 100 3 1 00

A -4 -1 0 0 _ -2 3 0 0 01 0O 21 00
7 1 21 1 -2 10 0 0 11 1110

-17 -6 -1 0 —6 7 -1 1 0 0 0 1 5 0 1 1

Jordantv normélni tvar matice A je tvoren dvéma Jordanovymi submaticemi druhého fadu, prislusnymi hodnoté
Ao = 1, tj. maticemi J(?)(1). Pro exponencidlu matice J)(1) dostavame

e e 0 O
0 e 00
JOM] = ), takze o = :
exp[ ()] 0 e e e 0 0 e e
00 0 e
1 =1 0 0 e e 00 3100
eA_72300 0 e 00 2 10 0|
1 =2 10 0 0 e e 111 0|
6 7 -1 1 00 0 e 5 0 1 1
3e e 0 O
7—4e—e 0 0
B Te e 2 e
—17¢e —6e —e O

Skutecnost, ze exponencidlou matice A je jeji e-ndsobek, je ddna specidlnim tvarem odpovidajici Jordanovy

matice.

Priklad 16.24: ...a jesté jedna

Najdeme exponencidlu matice z dlohy 1c¢) ve cviceni 16.1.6. Matice A a jeji Jordanuv normalni tvar jsou

7T 1 -1 1 8 1.0 0

-1 9 -1 1 J_ 0 8 0 O
1 -1 9 -1 100 8 0]

1 -1 1 7 0 0 0 8

podobnostni transformaci 1ze uskutecnit napiiklad pomoci matic

10 00 10 00

-1 1 -1 1 1 1
T= , Tl = 0 0
-1 1 0 0 -1 0 0 1
1 0 0 -1 1 -1 1
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Jordanova matice je tvorena jednim blokem druhého fadu pfislusnym hodnoté Ay = 8 a dvéma bloky prvniho
radu prislusnymi téze hodnoté. Jejich exponencialy jsou

e® €8
exp [J(2)(8)] = ( ) ,  exp [J(l)(B)] = (e8 ) ,

0 €8

exponencidla Jordanovy matice podobné matici A je

e e 0 0
o = 0 ¢ 0 0
0 0 € 0
0 0 0 €8
a exponencidla matice A pak
1 0 00 e e 0 0 10 00
A | 10 10 0 e 0 0 -1 1 -1 1]
Tl 0 o1 ]lo 0 & 0 11 00|
-1 1 -1 1 0 0 0 &8 10 10
0 8 —eb e
_ —e® 28 —e e®
N e —e® 208 —¢8
8 —e e8 0

Vypoéty exponencidly matice si nejlépe osvojite v ramci praktickych cviceni (odstavec
16.3.4, uloha 8).

16.3.2 Matice a soustavy diferencialnich rovnic

Vratme se k motivacnimu piikladu z tivodni ¢asti této kapitoly. Otézkou je, zda mizeme feseni
soustavy rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty # = #A, A € M(n/n), kde vektor
Z(t) =(z'(t),...,2"(t)) pfedstavuje n-tici neznamych funkei proménné ¢t € R, zapsat pomoci
exponencialy matice At v analogii s fesenim jedné skalarni rovnice © = Az, A € R, resp.
AeC.

Uvazujme o exponencidle matice At, kde A € M(n/n) at je redlnd proménna. Exponencidla
je dédna tfadou (16.34), kde na misto matice A dosadime matici At. Jak je tomu s konvergenci
takové fady ve smyslu maticové normy (16.35) z odstavce 16.3.17 Pro hodnoty proménné ¢
z ur¢itého intervalu, naptiklad ¢ € [—to,to], to > 0, a libovolnd prirozena cisla I, m je rozdil
(m + )-tého a I-tého ¢dstecného souctu rady roven

l+m 1 ) l+m 1 . A I+m 1 N .
> Lot < S0 LAY < S LA — 0 pro 100,
k=l+1 """ k=l+1 """ k=l4+1 """
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takze je splnén pozadavek Cauchyova-Bolzanova kritéria pro (lokdlné) stejnomérnou konver-
genci. Rada
> 1

— At (16.40)
k=0 k'

stejnomérné konverguje v R.

MuzZeme maticovou funkei F'(t) zderivovat? Zkusme to. Nejprve zjistime, jak vypadaji de-
rivace jednotlivych jejich ¢lenu. Je-li matice B = B(t) = (@J (t)), 1 < 4,j < n, zavisla na
proménné t, rozumime jeji derivaci matici tvofenou derivacemi funkei 57 (t), tj. B(t) = (6] (t ))
Oznatme B(t) = (At)" = A*tF. Pak B(t) = kt*'A*F. Abychom zjistili, zda fadu definujici
funkei F'(t) muzeme derivovat ¢len po ¢lenu, je tfeba, abychom provérili stejnomérnou konver-
genci fady utvorené praveé z téchto derivaci (postacujici podminka — kapitola 8 v druhém dilu).
Opét vyjadiime rozdil (m + [)-tého a [-tého ¢astecného souctu rady a dostaneme

m+l 1 m+l m+l
> —'k:tk_lAk <y |t|k LIAlF < Z —— " YA|" — 0 pro I — 0.
k=Il+1 k! k=l+1 (k - 1> k= l+1 )

Posloupnost ¢astecnych souctu fady vzniklé z rady (16.34) pro matici At derivovanim ¢len po
¢lenu je také cauchyovska, rada konverguje stejnomérné v R.

Pozn.: Polomér konvergence jak v pifpadé fady funkce F(t) = e?, tak fady derivované
G(t) = F(t) zjistime snadno napifklad pomoci limity

k+1
1A

. (k+1)! _ _
e =l = A 0 e

Hk+1

R[;l — lim ® |

£ — =0 —= Rg=.
k
S LA

Pro derivaci maticové funkce F'(t) tak dostdvame

Aktk ! AZ il (At)F = AeM = AF(t).

Je-li K libovolny konstantn{ vektor K = (x),...,20), pak
KF(t) =K AF(t),

a vektor
i) = KF(t) = K e™ (16.41)
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je FeSenfm soustavy rovnic Z(t) = Z(t)A s (vektorovou) podéteini podminkou Z(0) = K, pokud
ovsem je F(0) = E (jednotkovd matice). Je, nebo neni? Za chvili uvidime. Pro matice At
a Jt plati At = T-Y(Jt)T, kde T je libovolnd z matic realizujicich podobnostn{ transformaci
A = T~1JT. Potiebujeme tedy jesté sestavit exponencidlu matice Jt. Opét staéi zjistit, jak
bude vypadat exponencidla Jordanovy submatice .J*)(\g)¢, nebot matice e’* vznikne uz jen
naskladanim ptislusnych bloki podél hlavni diagonély.
Piiklad 16.25: Exponencidla submatice J®)(\g)t

K tomu, abychom sestavili exponencidlu t-nasobku Jordanovy submatice J (S)(/\o) s vyhodou vyuzijeme
vysledkt pifkladu 16.22. V pifkladu 16.22 hraly dilezitou roli mocniny matice .J()(\g), z nich# byla utvorena
fada predstavujici exponencialu, zde je staci nahradit mocninami matice J () (\g)t. Kazdy prvek k-té mocniny
matice J(*)(\g)t ziskdme vynasobenim odpovidajictho prvku (na stejné fadkové a sloupcové pozici) faktorem
t*. Dostavame (porovnavejte si s odpovidajicim vypoctem v piikladu 16.22)

[J( )(AO)t} §;§< )tk/\g_l(ﬁl _ki k1|< ' ) t*AG T pro k> —i>0.
= Jj—1

(Pro j <l opét dosazujeme za 527 ~" nulu.) Pfi dalsi dpravé vyrazu provedeme v druhém kroku zdmeénu oznaceni
s¢itactho indexu k — j + ¢ — k:

pi—i

(5)()\[])t )\k—j-ﬁ-zi = l t>\ k It ek{)t
= S i ) =

k=j—i

pro j > i. Pro j < i je pfislusny maticovy prvek nulovy (matice je zase horni trojihelnikové, jako v prikladu
16.22).

Vypiseme alespon nékteré prvky matice e’ o),

s—2 s—1
ehot lle)\ot 2'e>\ot . (i_2)'e>\0t (2 1), erot
s—3 s—2
0 Mt Ledt (i 3),em (2_2)!@“
0 0 e L. . Aot o
exp {J(s)<>\0)t} _ (s—4)! (s—3)! . (16.42)
0 0 0 ... .. et te
0 0 0 .. .. 0 e
Pro t = 0 dostdvéame e‘](s)(’\(’)t|t:o = [ (jednotkovd matice) pro libovolnou hodnotu

Xo! Odtud e’t|—g = E a ett|—g = T 1e’t|;—T = E.

Vztah (16.41) je skuteéné partikuldrnim feSenim soustavy #(t) = #(t)A pii pocatecnich
podminkéch #(0) = K. Hned to vyzkousime na prikladech.
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Priklad 16.26: Soustava z prikladi 7.55 a 7.56 v druhém dilu
V prikladech 7.55 a 7.56 v druhém dilu jsme resili soustavu rovnic
7! = gt — 2?2,
? = b + 322

tak, Ze jsme nalezli fundamentalni systém feseni (fundamentalni matici) a pomoci ni sestavili obecné feseni sou-
stavy. Ziskani partikularniho feseni je pak jiz jen otdzkou dosazeni pocate¢nich podminek a urceni integrac¢nich
konstant.

Pomoci exponencidly matice ziskdme partikuldrni feSeni pfimo a mozné i jednoduseji. Matice soustavy,
jeji Jordaniv normalni tvar, a mozné matice T a T~! realizujici podobnostni transformaci A = T~1JT jsou

(propoctéte)
U AR T I R e R R N A
-1 3 0 2 1 -1 -1 0

Exponencila matice At je et = T—1e’'T, tj.

At -1 1 e?t  te?! 0 -1 (1 —t)e? te?t
et = = .
-1 0 0 e 1 -1 —te?t (1 +t)e*

Je-li #(0) = (2, 23) dostavame fesen{ soustavy
z'(t) = [z5(1—t) — aft] e,
2?(t) = [wit + af(1+t)] e*.

Matice e soucasné hraje roli fundamentalni matice soustavy. Ze v pifkladu 7.56 je jako fundamentélni uvedena

jinad matice, konkrétné
2t 2t
e —e
X(t) = ?
( ) (tth _(1 + t)eZt )

Protoze fundamentélni systém soustavy, a tedy ani fundamentdln{ matice, nejsou urceny jednoznaéné (funda-
mentaln{ systém miize byt utvoren z libovolnych nezdvislych fesen{ soustavy), mizeme feSeni linedrné kombi-
novat. To znamend, Ze muZeme matici X (¢) upravovat pomoc{ fddkovych elementdrnich Gprav (ndsobit ji zleva
libovolnou reguldrni ¢iselnou matici) a ziskat tak matici z hlediska FeSeni soustavy ekvivalentni. Jestlize matici
e, kterou jsme ziskali FeSenim soustavy pomoci exponencidly, upravime tak, ze druhy fadek nejprve odecteme
od prvniho a pak jej vynasobime (—1), dostaneme presné matici X (t) z prikladu 7.56. Skutecné,

1 -1 (1—t)e? te* N [ e —e%
0 -1 —te?  (1+4t)e® )\ te* —(1+t)e* |’

Pozor! Sloupcové tpravy provadét nelze, to bychom michali slozky vektoru .

Priklad 16.27: Jesté jedna soustava na procviceni
Budeme fesit soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fddu s konstantnimi koeficienty pro neznamé funkce
21 (t), 2%(t) a 23(t), tj. nezndmy vektor Z(t) = (z'(t), 22(t), 23(t)),
il = =221+ 822 + 623,
% = —dz' + 1022 + 623,

2 = 4zt — 8% — 428
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Na tomto prikladu si kromé jiného zopakujeme také zpusob nalezeni Jordanova normalniho tvaru matice A
pomoci (spoleéného) kanonického tvaru jejich charakteristickych matic:

e Matice soustavy a jeji charakteristickd matice jsou

-2 —4 4 —2-A —4 4
A= 8 10 -8 |, A-AE= 8 10— X -8
6 6 —4 6 6 —4-—-A

o Charakteristicky polynom matice A je det(A — AE) = —A\(A — 2)2.

o Jeji charakteristické koreny jsou A\; = 2 (dvojndsobny kofen) a A2 = 0 (jednondsobny kofen).

e Pro systém nejvétsich spoleénych délitelt subdeterminanttt matice (A—AE) plati dq(A) = 1, da(X) = A=2,
ds(\) = A\ — 2)2.

e Kanonicky tvar matice (A—\E) (shodny s kanonickym tvarem odpovidajici matice (J—AFE)) a Jordanova
matice maji tvar

1 0 0 2 00
Kaxg=K;jxg=|0 A-2 0|, J=[0 2 0
0 0 AMA—-2) 0 00
e Exponencidla matice Jt je
e 0 0
elt = 0 e 0
0 01

Uz nyni vidime, ze fundamentalni systém FeSeni soustavy bude tvoien funkcemi 1 a e?'. Jesté potiebujeme
alespon jednu podobnostni transformaci T' prevadéjici matici A na jeji Jordanovu matici J. Tu zjistime snadno.
Jordantv normalni tvar matice A je diagonalni, takze je ziejmé, Ze existuje baze trojrozmérného vektorového
prostoru V3 tvorend vlastnimi vektory linedrniho operdtoru, ktery je ve vychozi bézi (eq, ea, e3) reprezentovin
matici A. Vlastni vektory najdeme:

-4 8 6 -2 4 3
(A-\MEY'=|1-4 8 6| — 00 0],
4 -8 —6 0 0 0

vektorovy podprostor L generovany vlastnimi vektory prislusnymi vlastni hodnoté A1 = 2 je dvojrozmérny ,

Ly = [(2,1,0),(3.0,2)[] ,

-2 8 6 1 -2 -1
(A-BE)'=|-4 10 6| —1]0 1 1],
4 -8 —4 0 0 0

vektorovy prostor Lo piislusny vlastni hodnoté A\s = 0 je jednorozmérny,

Ly = [|(1,1,-1)]].
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Podobnostni transformaci J = TAT ! od matice A k jeji Jordanové matici lze tedy uskuteénit napiiklad matici
T, kde

2 1 0 -2 1 2
T=(3 0 2|, T7'=| 5 -2 -4
11 -1 3 -1 -3

Exponencidlu matice At, ktera je zaroven fundamentalni matici dané soustavy rovnic, ziskdme podobnostni
transformaci et = T—1e’/!T,

-2 1 2 2 1 2—e*  2-2e* —24 2%
Xt)=et=| 5 -2 —4 30 2| =|-4+4e* —445e* 44
3 -1 -3 11 - —3+43e* —3+3e* 32

Reseni soustavy rovnic pii po¢dteéni podmince #(0) = (.1‘1(0 2(0),2*(0)) pak dostaneme ve tvaru Z(t) =

#(0) X (t)-

16.3.3 Jesté néco navic

To ,néco navic“ o maticich a operatorech by mohlo byt jesté hodné obsahlé i rozsahlé a cte-
naf mize najit hodné informaci v literatuie, kterou na konci knihy uvadime. (Cetné aplikace
v kvantové mechanice uvadéji naptiklad L. Motl a M. Zahradnik v knize Péstujeme linedrni
algebru. Karolinum, Praha 1999.). V tomto odstavci uvedeme z onoho ,néceho navic* opravdu
jen ,néco malo“. Neptjde jiz o uceleny vyklad, ale stane se tak formou nékolika (mozna trochu
nesystematicky razenych) dopliku a prikladi.

Nejprve jesté trocha obecné uziteéné terminologie, at jiz pripomenuté z drivéjska, nebo nové,
ktera se bude tykat také vektorovych prostoru se skalarnim soucinem.

Necht ¢ € L(V,,V,) je linedrni operdtor ve vektorovém prostoru nad C, resp.
nad R. Soubor Sp ¢ jeho vlastnich hodnot se nazyva jeho spektrum. Cislo o(p) =
= max {|A| | A € Sp ¢} se nazyva spektrdlni polomér operatoru .

Necht ¢ € L(U,,U,) je linedrni operdtor v unitdrnim vektorovém prostoru (nad C),
resp. ¢ € L(E,, E,) je linedrni operdtor v euklidovském vektorovém prostoru (nad
R). Operétor ¢* se nazyva sdruzeny k operdtoru o, jestlize pro kazdé dva vektory
a,be U,, resp. a,b € E,, plati

(go(a),b) = (a,cp*(b)) . (16.43)
Operétor ¢ se nazyva

e antihermiteovsky, resp. antisymetricky, jestlize je ¢* = —¢,

e normdlni, jestlize je ¢ o * = * o .
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Pojem antihermiteovského ¢i antisymetrického operatoru a pojem normaéalniho operatoru
doplnuji terminologii, kterou jsme zavedli pro linearni operatory v prostorech se skalarnim sou-
¢inem jiz v kapitole 6 druhého dilu. Tam jsme definovali unitéarni a samoadjungovany (nazyvany
zejména fyziky téz hermiteovsky) operator, aniz jsme potfebovali pojem sdruzeného operatoru.
V situaci, kdy jsme pojem sdruzeného operatoru definovali, je zfejmé, Ze defini¢nim vztahem
pro samoadjungovany operator je rovnost ¢* = ¢ a definicnim vztahem pro unitarni operator
pak rovnost ¢* = oL

Preskocte ted k tloze 12 Cviceni 16.3.4 a zjistéte, jakou matici je reprezentovan norméalni
operator v ortonormalnich bazich unitarniho (nad R euklidovského) prostoru. V odstavci 16.2.5
jsme s odkazem na normélni operatory slibili druhy smér ditkazu spektralni véty pro normalni
matice (véta 16.13), reprezentujici v ortonormélnich bézich préavé normdlni operatory. Vlast-
nosti normalnich operatori, které jsou pro ditkaz podstatné, se samoziejmé tykaji vlastnich
hodnot a vlastnich vektort (jak jinak — potfebujeme ptrece dokazat, ze soubor vlastnich vek-
torti norméalniho operatoru generuje cely vektorovy prostor U, a zajisti tak existenci diagonalni
reprezentace operatoru) a dokazuji se docela jednoduse:

e Nejprve uvazujme o linedrnim operatoru ¢ v U, a operatoru sdruzeném ¢*, aniz pred-
pokladame cokoli dalstho. Ozna¢me L invariantni podprostor operatoru ¢ a L, jeho
ortogonalni doplnék. Zvolme libovolny vektor a € L. Pak ¢(a) € L. Pro libovolny vektor
be L, plati

(" (b),a) = (bp(a)) =0 = ¢*(b) € L1,

takze £ je invariantnim podprostorem operatoru o*.

e Polozme si otazku, zda vlastni hodnoty a vlastni vektory normalniho operatoru néjak sou-
visejl s vlastnimi hodnotami operatoru s nim sdruzeného. Z toho, co vime o specialnich
pripadech normalnich operatori, operdatorech unitarnich a samoadjungovanych, oceka-
vame, ze zde néjaka souvislost bude. Oznacme a vlastni vektor operatoru ¢ ptislusny
vlastni hodnoté A. Pak

v(a) — Aa =0y, =
(a, (¢ = Aidy, )" (¢ = Aidy, ) (@) = (¢ = Aidy,)(a), (¢ — iy, )(a)) = 0.
S vyuzitim predpokladu, ze operator ¢ je normalni, a skutecnosti, ze operatorem sdruze-
nym k a-nasobku operédtoru ¢ je a*-ndsobek operatoru ¢* (dokazte), dostaneme

(p — Aidy, )" (¢ — Aidy,) = "0 — A" = X+ |A[idy, =

= " — A" = XNo + [APidy, = (p — Aidy, ) (¢ — Aidy, )",
a odtud

((p = Nidus,)*(a), (¢ = Nidp, )" () = (a, (¢ = Nidu, )(p = Aidy, )" (@) = O, —>
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— ¢*(a) — N'a=0p, .

Vektor a je tedy také vlastnim vektorem operatoru ¢*, prislusi vsak vlastni hodnoté A*.
Operatory ¢ a ¢* maji stejny soubor vlastnich vektor.

e Predchozi vlastnost ma jednoduchy, ale dilezity dusledek: Necht £ = [|a1,...,ax|], 1 <
< k < n je vektorovy podprostor v U,, generovany vlastnimi vektory operatoru . Tento
podprostor je invariantnim podprostorem jak operdtoru ¢, tak operatoru ¢*. Diky prvni
vlastnosti, tykajici se navzajem sdruzenych operatorti obecné, je také ortogonalni doplnék
L | invariantnim podprostorem obou operator.

e A co myslite, ze bude platit o dvou vlastnich vektorech a a b normalniho operatoru,
prislusnych riznym vlastnim hodnotam A, a A,? Pro specialni typy normalnich operatori,
jimiz jsme se zabyvali v kapitole 6, jsme ukézali, zZe takové vlastni vektory jsou ortogondalni
(véty 6.1 a 6.2). Vyzkousime, zda to plati pro normélni operatory obecné. Pro

ola) = Aa,  ©(b) = Nb, Ao # Ao,

dostaneme (s vyuzitim predchozi vlastnosti)
0= ((a),b) — (a,¢"(b) = (Aat, b) = (a, A;b) = (Aa — M)(a,b) = (a,b) =0

Nyni uz snadno dokonc¢ime dikaz spektralni véty 16.13, kterou pro normalni operatory mtizeme
preformulovat takto:

Véta 16.14 (O spektrilnim rozkladu normaélniho operatoru): Necht ¢ €

€ L(U,,U,) je normdlni operdtor. Pak existuje ortonormdlni bize prostoru U, v niz
je operdtor reprezentovdn diagondlni matici. Oznacme Aq,...,\, navzdjem rizné
vlastni hodnoty a L; vektorovy podprostor prostoru U, generovany vlastnimi vektory
prislusnygmi vlastni hodnote \;, 1 < i < r. Pak plati

Y = Z)\ﬂﬁ‘, Ty © Ty :7'(1'51‘]‘, Z’iﬁ' :idUn; (1644)
i=1 i=1

kde m; je ortogondlni projekce na podprostor L;.

Klicem k dikazu existence diagondlni reprezentace je pravé skutecnost, ze podprostor L,
ktery je ortogondlnim doplikem libovolného podprostoru £ generovaného vlastnimi vektory
operatoru ¢, je invariatni vzhledem k operdtoru . Oznaéme £, = (L), N...N (L) =
= (L1+...+L,), ortogondlni dopliiek invariantniho podprostoru £ = Li+...+L,. Zizime-li
operator ¢ na podprostor £, mizeme najit jeho vlastni vektor v tomto prostoru — to je vsak
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spor s predpokladem, ze kazdy z podprostort L;, 1 < ¢ < r obsahuje vsechny vlastni vektory
prislusné \; a zadnou dalsi vlastni hodnotu operator ¢ nema. Podprostor £, musi byt proto
trividlni, tj. £, = 0p,, a L = L1+...+L, = U, (podrobné jsme tyto skutecnosti rozebrali na
strané 170 druhého dilu v analogickém diikazu pro unitédrni operator).

V kazdém prostoru L; mizeme pomoci ortogonaliza¢niho procesu a normovani najit ortonor-
malni bazi. Dostaneme tim nakonec ortonormalni bazi v celém prostoru U,, tvorenou spolecnymi
vlastnimi vektory operatort ¢ a ¢*.

Vztah (16.44) je jiz zFejmym dusledkem predchoziho dikazu. Pfipomenme jesté, Ze pro pro-
jekce m;, 1 <@ < r, plati stejné vztahy jako (6.9) v odstavci 6.1.3, 7y +- - -+7, = idy,, mom; =
= ﬂ'j o = ’ﬂ'i(si]‘.

Vztah (16.44) se nazyva spektrdlni reprezentace, neboli spektrdlni rozklad normélniho
operatoru pomoci projekei.

Pozn.: O spektralni reprezentaci jsme uz podrobné mluvili v odstavci 6.2.2 druhého dilu, vztah
(6.16), tykala se vSak samoadjungovanych operatori. Nyni jsme ji rozsitili na vétsi tiidu opera-
tortl, operatory normalni, s tim, ze dalsi rozsiteni jiz neni mozné, nebof véta 16.13 predstavuje
podminku nutnou a postacujici. (Samoadjungovany operator je totiz specialnim pripadem nor-
malniho operdtoru, nebot z jeho defini¢niho vztahu ¢* = ¢ plyne okamzité pop* = p? = p*op.
Kazdy samoadjungovany operator je tedy normalni, ale obecné ne naopak.)

Co myslite, plati véta 16.14 i v pripadé, ze méme co do ¢inéni s linedrnim operatorem
v € L(E,, E,)? Nebo musime dodat néjaky dalsi predpoklad? (Na tuto otdzku snadno odpo-
vite, uvédomite-li si, jaka je nutna a postacujici podminka kladend na charakteristické koreny
operatoru ¢ € L(E,, E,), aby viibec mohl byt v néjaké vhodné bézi prostoru E,, nad R repre-
zentovan Jordanovou matici.)

V predchozich odstavcich jsme vidéli, ze pomoci matic lze také , vyrabét* nékteré maticové
funkce. Zatim jsme podrobné hovorili o maticovych polynomech a maticové exponencidle. Nez
sortiment funkci rozsitime, uvedeme si formou prikladu jesté jedno dulezité tvrzeni tykajici se
maticovych polynomi.

Priklad 16.28: Jesté jednou maticové polynomy: Hamiltonova-Cayleyova véta

Pomoci ¢iselnych matic obecného n-tého fadu miizeme sestavit maticovy polynom jedné proménné A libovol-
ného stupné (priklad 16.15, vztah (16.19)). Maticovymi polynomy jsou napiiklad vSechny ¢leny fady vyjadiujic
exponencidlu matice. Pfemyslejme, zda dostaneme néco zajimavého, kdyz matici A € M(n/n) dosadime do
jejiho charakteristického polynomu D(A) = det(A — AE), tj. vypocteme D, (A), resp. Dp(A). O jaky polynom
se bude jednat? Tak pocitejme poradné:

D) =det(A—AE) = (=1)"\" + ap 1 A" -+ a N+ oA+ ag,

kde koeficienty a,, = (—1)", ap—1, ..., a2, a1, @p jsou sestaveny z prvki matice A, jsou to tedy ¢isla, neboli
ciselné matice proniho rddu. Dosadime-li za proménnou A matici A, dostaneme matici n-tého fddu vyjadienou
pomoci mocnin matice A, tj. formalné jako polynom specifického typu:

DL(A) = DP(A) = D(A) = (—1)’"14’" + Oln_lAn_l —+ -4 ()[2142 + a1 A+ ap.
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Uvédomte si, pro¢ plati Dy (M) = Dp(M) = D(M) pro libovolny maticovy argument M € M(n/n). Ale
co s tim dal? Jak zjistit, zda polynom D(M) méa pravé pro M = A néjakou specidlni ,maticovou hodnotu*,
kdyz ma nepochybné slozité koeficienty, byt jsou to jen ¢isla? Jednoduse. Provedeme rozklad charakteristického
polynomu na kofenové ¢initele a matici A dosadime do tohoto vyjadieni. Plati

D(A) = det(A — AE) = (=1)"(A = Ak - (A= \p)Fr

kde A;, 1 < 4 < r, jsou jako vzdy navzajem rizné charakteristické kofeny a k; jejich nasobnosti. Hodnota
polynomu D(\) v maticovém argumentu A je

D(A) = (_1)n(A — )\1E)k1 S (A _ )\»,-E)k"' ]

Nejprve fesme jednodussi a asi i ndzornéjsi tlohu: Co je vyslednou matici D(A) ve specidlnim piipadé, kdy
Jordaniv normdlni tvar matice A (resp. linedrniho operatoru ¢ € L(V,,, V,,), ktery je touto matici reprezentovin
v jisté bazi prostoru V) je diagondlni? Pfistupme k FeSen{ této otdzky z geometrického hlediska. V daném
specidlnim piipadé je vektorovy prostor V,, pfimym souctem vektorovych podprostorit Ly, ..., L., ptislusnych
navzajem ruznym vlastnim hodnotam. Libovolny vektor a € V,, ma jednoznac¢ny rozklad a = a1 + - - - + a,-, kde
a; € L;, 1 <i <r.Matici D(A) miuzeme interpretovat tak, ze v ptivodni bézi, v niZ je operédtor ¢ reprezentovin
matici A, reprezentuje linedrni operéator

D(p) = (=1)"(¢ — Apidy, )* o -+ 0 (p — Apidy, )Fr.

Co bude obrazem obecného vektoru a € V;, pii zobrazeni operdtorem D(y) zjistime snadno. Pro vektor a; € L;
totiz plati

(p = Niidy, ) (a;) = @(a;) — Xia; = (Aj — Ni)a; = (@ — Aiidy,)¥ (a;) = (A; = Xi)™a; .

Pro i = j je vysledkem nulovy vektor. (Dokonce jiz prvni mocnina operatoru (¢ — A; idy,, ) zobraz{ vektor a; na
nulovy vektor.) Odtud je zfejmé, Ze D(p)(a;) = Oy, pro 1 < i < r. Libovolné mocniny operatoru (¢ — A;idy,)
a (¢ — Ajidy, ) totiz komutuji. Proto je D(p)(a) = D(p)(a1 + -+ + ar) = Oy, . Operator D(y) je proto nulovy
a maticovy polynom D(A) rovnéz.

Otézkou je, zda polynom D(A) bude nulovy i v pfipadé, ze Jordaniv normalni tvar matice A neni diagonalni,
nebo geometricky, kdyz ma pfimy soucet podprostori Ly, ..., L, tvofenych vlastnimi vektory operatoru ¢ nizsi
dimenzi nez je dimenze n celého prostoru V,,. Pak vstoupi do hry kofenové prostory Ly, , ..., Ly, jejichz pfimym
souétem jiz je cely prostor V,, (odstavec 16.1.3, véty 16.3 a 16.4). Libovolny vektor a € V;, 1ze nyni jednozna¢né
rozlozit na soucet pruméti pravé do kofenovych prostort, ¢ = ax, + -+ + ax.. Opét zkoumejme plisobeni
operatoru (¢ — A;idy, ) a jeho mocnin na priimét ay,. Vime, ze operator (¢ — Aiidy, ) s definicnim oborem
zizenym na kofenovy prostor Ly, je nilpotentn{ (posledni vlastnost ve vété 16.4), a také, Ze stupetl nilpotence
tohoto operatoru je roven nejvyse nasobnosti hodnoty \; jako charakteristického kofene operdtoru ¢. Dobie
si to muzete predstavit pomoci Jordanovy matice operatoru: stupen nilpotence Jordanovy submatice je roven
jejimu fadu a nejvétsi v principu mozny blok (Jordanova submatice) piislusny hodnoté A; je fadu k;. Pro vektor
ay, € L, tak plati

(p = Aiidy,, )" (ax,) = Oy, -

Vzhledem k tomu, Ze libovolné mocniny operatori (¢ —A;idy, ) a (¢—A; idy;, ) komutuji, jak jsme jiz konstatovali,
plati D(p)(ay;) = Oy, . Z téchto Gvah vyplyva, ze

D(p)(a) = D(p)(ax, +- -+ ar,) = Oy,

pro libovolny vektor a € V,,. Znamen4 to, ze D(p) je nulovy operator, a proto pro kazdou z jeho reprezentujicich
matic je matice D(A) nulovd. Dokézali jsme tvrzeni zndmé pod ndzvem
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Véta 16.15 (Hamiltonova-Cayleyova): Necht o je linedrni operdtor ve vektorovém prostoru V,,
a D(X) jeho charakteristicky polynom, Sp @ = {A1,..., A} jeho spektrum s ndsobnostmi charakte-
ristickijch koventi ky, . .., k.. Pak D(¢) = (=1)"(o—Xyidy, )** - - - (o= N idy,, )*" je nulovy operdtor,
0r(v,,v,)- V maticové formulaci: je-li A € M(n/n) a D(X) = det(A — AE), pak D(A) = 0pq(n/n)-

Priklad 16.29: Funkce nilpotentnich operatort

V pripadé exponencidly operatoru, nebo, ekvivalentné, jeho matice, jsme vyuzili vyjadieni stejnomérné kon-
vergentni mocninnou fadou, fadou Taylorovou. Jiné typy funkei f()) také dovedeme vyjadrit Taylorovou fadou,
pokud maji potFebné vlastnosti (derivace vSech ¥dadi), a v oboru stejnomérné konvergence s nimi dokazeme
pocitat podle pravidel, kterd jsme dokazali v druhém dilu v kapitole 8. Dejme tomu, ze potiebné predpoklady
jsou splnény a miuzeme psat

VD SRV
k=0 "

Dosadime-li za proménnou A ¢iselnou matici A € M(n/n) a nekoneénou fadu ,néjak“ seCteme, dostaneme

matici n-tého fadu. Vyraz
oo

F(4) =3 M) 4", (16.45)
k=0

je nekonecnou radou, jejiz obecny k-ty Clen je nasobkem k-té mocniny matice A n-tého fadu. Sc¢itani rady
(16.45) nemusi byt v obecném pfipadé schiidné a uz vibec ne pi{jemné. Zvlast jednoduché je vsak v piipadé
nilpotentnich matic. Je-li totiz matice A nilpotentni se stupném nilpotence tieba m, pak je A* = OM(n/n) PTO
vSechny hodnoty k£ > m a vztah (16.45) koneénym souétem obsahujicim nejvyse (m — 1)-tou mocninu matice
A. Jak vime, ani tak nemusime vSechny potfebné mocniny matice A pocitat a pak je, vynasobené patfi¢nymi
koeficienty, séitat. Stadf kdyz umime vyraz (16.45) vypoéitat pro Jordanovu matici J = TAT ! matice A
a s vysledkem pak provést zp&tnou podobnostni transformaci, f(A) = T1f(J)T. Jordanova matice je tvofena
Jordanovymi submaticemi, a tak sta¢i védét, jak vypocteme maticovou hodnotu vyrazu (16.45) pro nilpotentni
Jordanovu submatici, dejme tomu faddu s. (Vzpomeiite si, ze stupen nilpotence matice J je shodny se stupném
nilpotence matice A a je roven fadu nejvétsi Jordanovy submatice, kterd se v matici J vyskytuje.) Co se déje
s nilpotentni Jordanovou submatici p¥i jejim umocnovani, jsme vidéli v p¥ikladu 16.21: vichozi submatice J (%) (0)
ma vSude nuly, s vyjimkou prvni diagonaly nad diagonédlou hlavni. Ta je obsazena jednickami. Druhd mocnina
této matice mé jednicky pouze v druhé diagondle nad diagondlou hlavni{ (jinde nuly), atd., az nakonec posledn{
nenulové, (s — 1)-t4, mocnina matice J(*)(0) obsahuje jeding nenulovy prvek, a to jedni¢ku v pravém hornfm
rohu. s-t4 mocnina matice J*)(0) je jiz nulova. Dostavame tedy

PO = £0)+ 10 0 + 5570 [0 4+ =51V [100)) =
FO) HFO0) 2f70) o G feTD(0)
0 fO0) HFO) o G feT2(0)
0 0 FO0) oo e ()

f(0) 1f'(0)
f(0)
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Priklad 16.30: Lze matici logaritmovat?

Divné otdzka? A prece na ni existuje v nékterych piipadech kladna odpovéd. ,Logaritmovat“ matici zna-
mend hledat feen{ rovnice eX = A, tedy najit takovou matici X, jejiz exponenciila je rovna zadané matici
A. V tomto prikladu budeme pro jednoduchost uvazovat pouze o maticich nad R, a to jesté takovych, k nimz
existuje nad R Jordaniiv normalni tvar. To znamena, ze vSechny jejich charakteristické kofeny jsou realné.

Odpovédét na otdzku polozenou na zacatku prikladu ndm opét pomohou znalosti problematiky mocninnych
fad. S rozvojem logaritmu do mocninné fady jsme se setkali pfi jinych prilezitostech, naptiklad v kapitole 13,
kde jsme funkci In x rozvijeli do fady s obecnym stfedem xy > 0. Nyni polozme xq = 1. Plati

00 \k—1 )
me=Y Ve Le e b
k=1

pfi¢emz Tada konverguje (lokdln€) stejnomérné pro x € (0,2) (Jo —1| < 1). Vyéislime-li tuto fadu (pravou stranu
predchozi rovnosti) tak, ze za (r — 1) dosadime (A — E) € M(n/n) za predpokladu, ze ||A — E|| < 1, dostaneme
¢tvercovou matici fadu n, kterou miuzeme oznacit jako X = In A. Dostdvame

1)k ! k RN e Vi k
=InA= Z (A-E)}f = X=T ZT(JA,E) T,

kde jsme jako Ja_pg oznadili Jordaniv normélni tvar matice (A — E) a T je reguldrni matice realizujici podob-
nostni transformaci Ja_g = T(A — E)T~!. K tomu, abychom dokézali vyrobit logaritmus matice, staci, jak je
obvyklé, umét to pro Jordanovu submatici a ziskané bloky pak uz jen nasklddat podél hlavni diagonaly. Pro
logaritmus Jordanovy submatice s-tého radu prislusné hodnoté Ao plati

(o)

-1 k—1 L
I [7900)] = 3 100
k=1

(samoziejmé tehdy a pouze tehdy, kdyz fada lokdlné stejnomérné konverguje). Pro vyjadieni k-té mocniny
matice J (S)()\o) pouZijeme vztah (16.36), v némz nesmime zapomenout, %e prvky, u nichz vychdz{ exponent
zéakladu \g zaporny, klademe rovny nule. Pak

Zkl

k l)k 1 k—1

)‘k Zk 1
0 PO

( )>)‘§71 Z;o:s—l - (sfl)/\gis+l

711~71 _1)k-1 k _
A L G ()N

In [ (Xo)] =

k—1 B
Y S (DA
0 Y, EUT

Vsimnéme si diagonalnich prvki matice In[J(*)(\)]. VSechny jsou samoziejmé shodné a jsou dany fadou

= Uk 1&_2( D* 1+Ao)—1]’“:1n(1+xo),
k=1

pricemz pro 1+ Ay < 0 logaritmus neni definovan.
A co ostatni prvky? Posunme se do prvni diagonély nad hlavni diagondlou. Tam stoji fada

Z(l (D) = e

k=1
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v niz jisté neomylné poznavéite geometrickou fadu s kvocientem (—=Xo0). Pro [Ag] < 1 (Ao chdpédno jako proménnd)
rada konverguje lokalné stejnomérné a jeji soucet je 1+7A Ale to je prece derivace logaritmu vyéislend v bodé
(14 Ag). V dalsi diagonéle stoji na vSech jejich pozicich rada

- ol p—2 1 ~ k=1 k2| _ 1 |d - k—1yk—1 _
Z < ))\ = sz -1) —1)A =2 | Z —1)F 1A -
=2 k=2 Ao k=1 Ao

_1fd /1 1 &1+
2 da\1+A /)], 2! dA2

Zkusme jesté dalsi diagondlu, i kdyz uz je asi jasné, co se v ni objevi:

X 1\k—1 >
S <§> M = S 1)k - 200 =
k=3 k=3

Ao

1 1d%In(14)\)
eyt = 1 .
[dAZ Z( )\ ] 3' dAS Ao
U

Podminka pro stejnomérnou konvergenci fady |\o| < 1 se neméni. Kone¢né pro obecny prvek matice In[J(*)(\g)]
nad hlavni diagondlou plati

O (_1)k-1 00
Z (1]2<Tk1))\§r+1 — (le)' Z (_1)k—1(k_1)(]6_2)...(]4;_1"_1_2))\1877%1 —

k=r—1 Ck=r—1
R S il PSS SVESY RS MK i 1.2
(r—1)ldar—2 & N (r—1)! dar—1 o
Vysledny tvar logaritmu matice J)(\g) je
(L) SRR GERER Ll iR
In [J)(Xg)] = ’ (1) ﬁw (16.46)
0 In(1+X)

A=Xo

Pro s > 1 je t¥eba, aby platilo |Ag| < 1, v ptipadé s = 1 je podminka mirnéjsi, Ag > —1.

Pozn. 1: Pozor! Pravé ziskané vyjadreni matice In J(s)()\o) je pro s > 1 omezeno na hodnoty Mg € (—1,1)
(omezeni vyplyvajici z pozadavku na konvergenci fad vyjadiujicich prvky nad diagondlou). Pro s = 1 je pod-
minka pro Ay mirngjsi, konkrétné A\g > —1. Vyplyva z defini¢niho oboru funkce In(1 + Ag), kterd je jedinym
prvkem matice In.J()(\g). Logaritmus (redlného) éfsla (1 + \g) vystupujici v diagondle matice In [J(¥)(Xo)] je
totiz definovan pro vSechny hodnoty Ao > —1, avSak geometrickd fada > p (—1)*“1A*~1, 7 nfz jsou odvozeny
ostatn{ prvky matice, konverguje pouze pro |Ag| < 1. Tuto podminku proto musime pii praktickych vypoctech
kontrolovat .

Pozn. 2: Vénujme jesté trochu pozornosti geometrickym fadam vystupujicim v nediagonalnich prvcich matice




16.3. NEKOLIK APLIKACI 1049

J®)(X). Vime, 7e konverguji pro |[Ag| < 1. Pro 0 < A < 1 nenf s jejich zapisem problém. Co ale kdy# je

Ao nulové, nebo zaporné? Umocnéni jakéhokoli éisla, véetné nuly a zdpornych éisel na prirozeny exponent m

chapeme jako Ag---Ag. Co s nulou ¢i zdpornym ¢islem umocnénym na nultou? Je to snadné, uvédomime-li si,
——

v ’ Vm_krét 7 v 7 7 v v v 7

ze jsme zapis fad ve tvaru sumy ziskali tak, ze jsme jejich prvni, absolutni ¢len, zapsali zjednodusené pomoci

AJ. Problému s umocnénim na nultou se vyhneme, vyélenfme-li absolutni ¢len fady zv1ast,

© i avk—1 0o
Z( 12 (T)qu _ 1+Z(71)k—1)\10€—17

k=2

N
\
~|=
B
L
VOURS
N
~__
>
Sax
&
Il
|
DO | =
+
N
=~
~
L
RS
N3
~__
>
S
b

Priklad 16.31: Logaritmus matice prakticky ...
Zkusme vypocitat logaritmus zadanych matic, zatim jenom druhého ¥ddu. (Prvn{ ¥ad je trividlni, jde o jediny
prvek, jimz je logaritmus jediného prvku matice A.) Zaddme

30 4 4
A = ; A_J(2)<)_ 3
! (0 3) 2 3 0

a vyjadiime logaritmus obou zadanych matic. Obé matice jsou v Jordanové tvaru. Prvni z nich je tvorena dvéma

Jordanovymi submaticemi prvniho fadu prislusnymi hodnoté 3, druhé je pfimo Jordanovou submatici druhého
radu prislusnou hodnoté %. Ale pozor! Ve vztahu pro logaritmus nevystupuji vlastni hodnoty matice A, nybrz

vlastni hodnoty matice (A — E). Musime tedy pfi vypoctu logaritmu matice A, dosazovat hodnotu Ag = 2 a pfi
vypoctu logaritmu matice Ay hodnotu Ay = % Hodnota A\g = 2 > —1 spliiuje podminku uvedenou v predchozi

Wik =

pozndmce 1, nebot obé Jordanovy submatice v matici A; jsou prvniho fadu. Matice Ay = J*) (%) je druhého
radu, hodnota A\g = % spliiuje pozadavek konvergence geometrické fady obsazené v matici (16.46). Dostédvame

InA; = 30 In Ay = 111% % .
0 W3 )’ 0 Int
A (43 (4
Vo a) " Lo a)

V tomto pripadé je A\p = 3 (dvojndsobna vlastni hodnota matice (A — E) a samoziejmeé soucasné i matice J — E).
Zda se, 7e je zde problém: Jordanova matice pifslusna matici (A—FE) je tvofena jedinou submatici J(?)(3). Vlastni
hodnota Ao = 3 nesplituje podminku konvergence fad obsazenych v logaritmu submatice J(?)(3). Problém vsak
lze odstranit docela Sikovnym ,trikem.“ V tloze 7 Cviceni 16.3.4 uvidime, Ze pro komutujici matice A; a As
plati e(41+42) — edieA2 ti In(A; Ay) = In A; +In Ay. Pro matici A dostaneme

)-(a) (-0 e

A ted zkusme matici




1050 KAPITOLA 16. LINEARNI ALGEBRA POCTVRTE

4
In A — In3 0 n In 3 %
0 In3 0 In

Priklad 16.32: ...a jesté jeden, tretiho radu

Vypocteme s provedenim vsech potfebnych krokt logaritmus matice

e 2
A=10 3
0 e

S o =

Vlastni hodnotou matice (A — E) je trojnasobnd hodnota A\g = e — 1 > 1. Geometrické fada, z niz (a jejich
derivaci) jsou utvoreny nediagonalni prvky matice (16.46), pro tuto hodnotu Ao nekonverguje. Proto vyuzijeme
rozkladu matice A na soucin dvou matic, podobné jako jsme to udélali v prikladu 16.31,

e 1 2 e 0 0 1 el 271
A=|10 e 3 |=]0 e 0 0 1 3¢ ! |=44,.
0 0 e 0 0 e 0 O 1

Matice A; a Az komutuji, proto lze pouzit vztahu In A = In A; 4+ In Ay (tloha 7 ve Cviceni 16.3.4). Budeme
potiebovat Jordantiv normdln{ tvar vSech matic a (kteroukoli) matici podobnostni transformace, které jednotlivé
matice na tento tvar prevadi.

Nejprve pro matici A. Charakteristickd matice (A — AE) a jeji kanonicky tvar a Jordantiv normélni tvar
matice A jsou

e—A 1 2 1 0 0 e 1 0
0 e— A 3 — | 0 1 0 , Ja=10 e 1
0 0 e—AX 00 (A—¢e)? 0 0 e

Kanonicky tvar matice (A — AE) jsme ziskali snadno pomoci systému déliteltt (dq(A),d2(A),ds(A)), di(N) =
=dy(N\) = 1, d3(\) = (A—e)3. Jesté najdeme néjakou matici podobnostni transformace J4 = TAT . Pouzijeme
Fetizkl rovnic, postup provedeme podrobné. Pro vlastni vektory plati

0 00 1 00
(A-—eE)'=11 0 0| — [0 1 0| = f3=(0,0,7), vy#0,
2 3 0 0 0 0
dalsim c¢lankem fetizku je soustava rovnic
0 0 0|0 1 0 0|0 )
1 0o0j0] — |01 0]y :>f2—(0,3%c>7
2 3 0]~y 0 0 0O
a nakonec
00 0]O0 1 00 v
1 0 0]4% 0 1 0fic—2 — (312 ¢
37 | — zc—5v | = fi= 3736797 .
2 3 0| ¢ 0 0 0 0

Pro podobnostni transformaci mtze poslouzit kterdkoli z matic
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0 ¥
Zvolime tfeba v = 3, ¢ = C = 0, a dostaneme
2 2
1 -5 0 1 5 0
T=0 10|, T™'=]0 1 0
0 0 3 0 0 %
Ovéite, ze opravdu plati A = T~1JAT tj.
e 1 2 1 2 0 e 1 1 -2 0
0 e 3|]=1010 0 e 1 0 10
00 e 0 0 % 00 e 0 0 3

Ted se pustime do matic A; a Ay. Matice Ay je v Jordanové tvaru, ktery je tvoren tfemi Jordanovymi subma-
ticemi prvnfho fadu, vlastni hodnota matice (A; — E) je trojndsobnd, Ag =e—1,tj. 1+ g =e¢, In(1+ Ag) = 1.
Vychézi tak In A; = E. Pro charakteristickou matici (A — AE) a Jordaniv normdlni tvar matice Ay plati

1—-X et 27! 10 0 110
(Ay — \E) = 0 1-X 3t | —101 0 , Ja, =10 1 1
0 0 1-2X 0 0 (A=1)3, 0 0 1

Vlastni hodnota matice Ay je trojndsobnd jednicka, tj. vlastn{ hodnota matice (A2 — E), kterou budeme po-
tfebovat pro vypocet logaritmu matice J4,, je trojndsobnd nula, Ay = 0. Opét budeme nejprve hledat matici
podobnostni transformace T5, pro kterou je Ja, = T2A2T2_1. Postupné fesime jednotlivé ¢lanky retizku rovnic
(prvnim c¢lankem je soustava pro vlastni vektory):

0 0 0 100
(Ap—1-E)f=] e 0 0| —1[01 0| = f=(,0n7),~#0,
271 3e7l 0 00 0
0 0 0 0] 0 ) .
1 0fzey | = fo= (O, gey, c) ,
0 0|0

o o0 oo 1 o
et 0 0fgey [ |0 see— ety | = fi= (382%30‘3‘ 5e C) :
2¢7! 3e7! 0] ¢ 0 0 O 0

kde ¢isla ¢ a C jsou zcela libovolnd, ¢islo v je rovnéz libovolné, s vyjimkou nuly. Pro jednoduchost zvolime v = 3,
¢ = C =0 a dostaneme

e? —2¢ 0 e™? 2e7! 0
To=10 e 0|, Twr=1|o0 el 0
o o0 3 0 0o 1

Opét pro poradek provérte, ze plati Ay = T;lJAZTg, tj.
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1 et 2! e 2 %e’l 0 1 10 e? —%eQ 0
0 1 et | =10 el 0 01 1 0 e 0
00 1 0 0o 1 00 1 0o 0 3

A ted uz budeme logaritmovat. Logaritmus matice A; uz méme, je jim jednotkova matice. Pro zjisténi logaritmu
matice As nejprve zlogaritmujeme jeji normalni tvar Ja, = J (3)(1) (Jordanovou matici matice As je Jordanova
submatice tfetiho fadu pfislusnd hodnoté 1). V diagonéle jejiho logaritmu bude na vSech pozicich In1 = 0. Na
pozicich v prvni diagondle nad diagondlou hlavn{ bude hodnota (viz poznamku 2 na konci piikladu 16.30)

oo
L4+ (DA =1,
k=2

nebot vlastni hodnota matice (A — F) (a taktéz pochopitelné matice (J4, — F)) je Ag = 0. Na jediné pozici na
druhé diagonéle nad hlavn{ (v pravém hornim rohu) bude hodnota

[ S G A (AP |

Celkem tedy

01 —3
mJy,=10 0 1|, mA=T,"(InJs,)T,
00 0
e? Ze7t 0 01 -3 2 —2e? 0
InA; =10 el 0 00 1 e 0=
0 0o i 00 0 0 3

=10 0 3e~!
0 0 0

Sectenim In A; a In Ay dostdvame konecny vysledek

e
0
0
0 et ge2+2e1)

el —3e72 427!
1 3!
0 1

InA=

o O =

Dalo to préci, ale zato jsme podrobné provedli vSechny potiebné kroky celého postupu.

16.3.4 Cviceni
1. Dokazte, ze maticovad norma (16.35) skuteéné spliiuje axiomy normy (11.6). Dokazte, ze zobrazeni
e M(n/n) x M(n/n) 3 [A,B] — u(A,B) =||A— B

je metrika na mnoziné M(n/n).
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. Dokaite nerovnosti |[AB|| < [|A| - || B| a ||A*|| < | A||* pro maticovou normu (16.35).

. Dokazte, 7e pro kazdou matici A € M(n/n), A = (o), plati |A¥|| < nk? lA|".
Navod: Matematickou indukei: Pro & = 1 je dikaz trividlni (provedte), indukéni pfedpoklad: HA’“H <
< n* 1| A||". Omadte B = AF, B = (87), C = AF+! = (/) 1 < 1i,j < n, a vywijte nerovnost

1= lag 821 < lasl182) < (nllAll) (2" 14]") -

. Dokazte nerovnost

DA
k=0

<>l
k=0

pro libovolné matice Ay € M(n/n).

. Dokazte, ze plati ||eA|| < %e"“A”.
Navod: Zapiste matici HeAH fadou (16.34) a provedte odhad normy této fady s vyuzitim vysledki tloh 3.
a 4.

. Dokazte podrobné, Ze posloupnost { A%} ren je cauchyovskd (vzhledem k maticové normé (16.35)).

. Dokaite, 7e v pifpadé, Ze matice A, B € M(n/n) komutuji, plati eA+8 = e el = B e,
Navod: Rada vyjadiujici exponencidlu matice stejnomérné konverguje (vzhledem k maticové normé (16.35)).

Proto Ize fady pro matici A a B vynasobit takto:

=1 1 S I S
eAeB:(kZOk!Ak)(lz%l!Bl):ZZs!(r—s)!AB =...

r=0 s=0

a v zavéru uprav vyuzit binomické véty. Tu lze aplikovat pravé za predpokladu komutace matic.

. Vypoctéte exponencidly matic z tlohy 1 cvic¢eni 16.1.6.
Vysledky:
22 —e? 0 0 e 2e be %e
2
— 0 0 0 2 5
a) o= e X O, b) A= e 2e e 7
0 0 2e° —e 0 0 e 2
0 0 e? 0 0 0 e
0 e —e& &8
2e~! 1—6e™? 1—5e?
N -8 2e8 —e e® N
c) et = s s o8 sl O ef=[-b+2et 226! 17-5et |,
e® —e 2e® —e _1 _1 -1
8 s 6 — 2e —26 4+ 6e —20 4+ 5e
e —e e 0
%e Ge —%e
e) et = —5%e -3¢ Ze |, f) et =(F)), 1<i,j<3,
3 3
—5e —2e se
E} = 4e —3cosl —sinl, Ef = 8e — 8cosl —sinl, B} = —2e + 2cosl —sinl, E} = —2e + 2cos1,

E2=—4e+5cosl—sinl, E3 =e—cosl+sinl, E31 = —2e+2cosl—2sin1, Eg = —4e+4cosl —6sinl,
E3 =e+2cos1,
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2 1 -1 —6e%? 2% 122
g) e*=|1-3 0 3], h) e4 = —%ez 2¢2  8e? |,
-2 -2 3 —Te?  e?  Te?
7e — 22 4de—4e 3 10e — 2e3
i) et = 2e+e 3 —e4+23 —3e4+e3 |,
—3e+e 3 —2+4e 3% —dete3
4—6e 1 —12+427¢e 1 —6+15e!
j) et = 2-5¢"1  —6+22 1 —3+12!
—2 4 6e~ ! 6 —26e! 3—14e!

9. Urcete fundamentalni matici nasledujicich soustav rovnic jako exponencidlu matice soustavy A. Ulohy h)
az j) jsou prevzaty z Cviceni 7.7.4 v druhém dilu (tloha 1).

a) #t =2t 3% =2 + 2?2,
b) &' = 5! + 422, 2% = —62! — 522,
c) &t =3zt —a?, 3% =zl + 22,
d) @' =2z' + 22, i? = 42! — 22,
e) 4t = —2x! + 222 3% =221 + 22,
f) ¢t =a' — 222 — 23, 3% = —2' + 222 — 523, % = —x! + 222 — 323,
g) #t = —2z! + 22 + 223, 42 = —a! + 223, i3 = —22! + 323,
h) &' =22, 32 = —2!,
i) 22 =3t + 22 — 23, 202 = —2! + 522 + 23, 2% = 2! + 22 4 223,
j) 2@' = 2! + 322, 222 = 3z + 22,
Vysledky: Pro zjednoduSeni ozna¢me xz(O) = xf), 1<i<2,resp. 1 <i<3,
t t t —t t —t
W@ e = ) (eo " ) Con @ = ) (i; Tt ot et )

(1+t)e?

_t62t

O @ )= (@h D) (
e)

f) (2! 2* 2%)

@ )= )

ro2t
(1 —t)e?

@
[V
e

+

|
w
&

[SHINRS{IN
@

@

N =
&)
~~
|
w
&

o
|

14t +2t2
—2t — 4t?
—t + 6t2

= (v 2§ ;)

>7 d) (2! 2%) =

43t 4 12t

(xl 12) 5 5
0 0 13t _ 1,2t

5 5

—t+t2 —t
1+ 2t — 22 2t
—5t+3t2 1-3t

(SR

o3t _ %e—Zt
— b
o3t 4 %e 2t
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—te! 47 —te!  —te! — fe' + e~
g) (z' 2® %)= (x5 af af) | —te' +et —et —tel +e! —te! + 3 I el %e_t ,
2tet 2tet 2tet + et

7611‘_‘_ 1 —1t

i i
2 2

_ it i,—it 1t 1 —it
3¢ + 3¢ 3¢ 3¢

by Le2t 1.2t _ 1.3t 1.t _ 1.3t
e + 5€ 5€ 5€ 5€
. 1,2 1,2
i) (z' = x3):(x0 x5 xg) —3et 4+ 1e* 1 4 1e3t —let 4 1e% |
Lot — L2t _le2tyledt Loty lodt
12t | 1ot o2t 1,
. L) 2 2 2 2
J) (I )= 5'30 170
12t lo—t g2t 4 1ot
2 2 2 2

10. Pomoci exponencidly matice najdéte partikularni reseni nésledujicich soustav rovnic pro dané pocatecni
podminky (tloha 3, Cviceni 7.7.4 v druhém dilu):

a) &' =a! — 227, 4% = —a' + 327 — 2®, 4% = 2! + 2% — 323, 21(0) = 23(0) = -1, 2%(0) = 2,
b) ! = 3zx! + 522, %2 = -2z — 322, 21(0) = 2, 22(0) = —
c) #t =l + 2% — 23, 20? = —2' + 22 + 23, 233 = 32! + 22 — 323, 21(0) = —1, 2%(0) = 1, 23(0) = 0.

Vysledky:
1,1 1.t 1.1 1.t 1
a) (z8 2® 2*)=(-1 2 -1 | L4+lt—Let L4l let i,
13 1 1 1 3
§—§t—§et —5_*t+ t 1_Zt
=gt —¢t, 2?2=1+t+¢", 23=-1+t¢,
1-3i it | 143i —it —it
Te +Te le ie
b) ( D=2 -1 5i it | Bi—it 143 it | 1-3i —it
e tye T et e
z1—< >e‘t+<l+ ) t = 9cost +sint,
1 1 i
:c2=<—2 3 e‘t+< 3 i ¥ — _cost —sint,
142 1 1,2, 3
R S R -t
c) (z' 2? 2¥)=(-1 1 0) 2+t %t+1 2+ 3t |,
1y 1, 1,2 3
112 it 12341
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11.
12.

13.
14.

15.

Dokazte, Ze i-ndsobek antihermiteovského operdtoru je operdator hermiteovsky (samoadjungovany).

Z kapitoly 6 vime, zZe samoadjungovany linedrni operédtor je v kazdé ortonormélni bazi (vzhledem ke zvo-
lenému skaldrnimu soucinu) reprezentovdn samoadjungovanou matici{ (nad R jde o symetricky operétor,
reprezentovany v ortonormélnich bdzich symetrickou matici), a unitarni operédtor je v kazdé ortonormalni
bézi reprezentovan unitdrn{ matici (nad R jde o ortogondlni operdtor, reprezentovany v ortonormadlnich
bézich ortogondlni matic{). Zjistéte vlastnosti matic reprezentujicich antihermiteovské (v prostorech nad R
antisymetrické) operatory a matic reprezentujicich normdln{ operatory.

Vysledky: V kazdé ortonormélni bézi je antihermiteovsky (nad R antisymetricky) operator reprezentovan
antihermiteovskou (nad R antisymetrickou) matici A = —AT* (A = —AT). V kazdé ortonormélni bazi je
normalni operator reprezentovan normalni maticif AAT* = AT*A.

In A

Vypoctem exponencidly matice e ovéite spravnost vysledku ziskanych v prikladu 16.31.

Vypoctéte druhou odmocninu z matic A;, As a A z prikladu 16.31 a matice A z prikladu 16.32, uzitim
rovnosti VA = ez n4,

Vypoctem exponencidly matice In A z prikladu 16.32 ovérte spravnost vysledku, ktery jsme v prikladu 16.32
ziskali.




