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Vysledky cviceni

4.1.6

1. a) ano, b)ne, c¢)ano, d)ano, e)ne, f)ano, g)ano. 2.a)napt. H={oy=
= (1,2,3,4),01 = (1,2,4,3)} neni normalni podgrupou (v oznaeni permutaci vypisujeme
pouze druhy fadek), b) napf. podmnozina H vSech sudych ¢isel je normélni podgrupou, Z/H
je grupa zbytkovych t¥id modulo 2, ¢) nap¥. podmnozina vSech diagonalnich regulérnich matic
neni norméalni podgrupou, d) napt. H = {Zy, Z;} je normalni podgrupou, pfislusna faktorova
grupa je izomorfni s grupou zbytkovych tfid modulo 4. 5. c00v = (2,6,3,4,5,1), voo =
=(3,2,5,4,1,6), o' = (5,1,2,4,6,3), 0° = (1,2,3,4,5,6) (v oznadeni permutaci vypisujeme
pouze druhy fadek). 6. Oznacéime-li oy = (1,2,3), 01 = (2,1,3), 02 = (1,3,2), 03 = (3,2, 1),
04 = (2,3, 1) a 05 = (37 1,2),

©) Og | 01 | O2 | O3 | O4 | 05

0Og | Og | 01 | O2 | O3 | O4 | 05

01|01 |00 |04 |05 | 02| 03

02 | 02 | 05 | Og | O4 | O3 | O1

03 | 03 |04 |05 |00 | 01| 02

04 | 04 | O3 | O1 | O2 | O5 | Op

05 | O | O2 | O3 | O1 | Og | 04

7. a) ani okruh, ani téleso, b) okruh ano, téleso ne, c¢) okruh ano, téleso ne, d) N ani
okruh, ani téleso, Z okruh ano, téleso ne, Q, R, C jsou okruhem i télesem. 8. Napt. okruh
vSech sudych celych ¢isel (podokruh v mnoziné Z). 9. a) ne, b)ne, c¢)ano— baze napft.
B={lz,...,2"},dimV =n+1, d)ne, e)ne f)ano— baze napt. B = {(2,1)},

10 00
dimV =1, g)anobézenapf.b’z{(o 0 ,(0 1) , dimV =2. 10. a) a; =1,
a2:0,a3:1,b)alz—l,a2:4,a3:—3,c)alzg,a

1 0 01 0 0
a) ano — baze napt. B = ) ,
0 —1 00 10
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10
napr. 00 ) b) ano — béze napi. B = {(1,—1)}, dimP = 1, dopliiujici vektor napft.

(1,0), c¢)ne, d)ne, e)ano— baze napi. B = {1,2% 2*}, dimP = 3, dopliujici vektory
napt. {z,2°}, f) ano — béze napf. B = {(z + 1)(z — 1), (x + 1)(z — D)z, (z + 1)(x — 1)z?},
dimP = 3, dopliujici vektory napt. {1,z}. 12. a) dimL; = 3, bazi jsou jakékoli tii linearné
nezavislé vektory, doplnék L} = {0y, }, dimLy = 2, béze napt. B = {(0,2,1),(1,4,0)}, dopln¢k
napt. Ly = [|(1,0,0)|], L1+ Ly = R®* = Ly, LiNLy = Ly, b) dimL; = 2, bazi mohou byt napf.
kterékoli dva z vektori v zadéani, doplnék napt. L) = [|(0,0,1,0),(1,0,0,0)|], dimLs = 2, bazi
mohou byt nap¥. kterékoli dva z vektort v zadéani, doplnék napt. L}, = [|(1,0,0,0),(0,1,0,0)|],
Li+Ly=R* LiNLy =0y, ) dimL1 = 2, bazi mohou byt napt. kterékoli dva z vektort v
zadani, doplnék napf Ly =|1,23 2% 25 2°|], dim Ly = 3, zadané vektory jsou bazi Lo, doplngk
napi. L = [|2?, 2%, 25 2%]], d1m(L1 +L2) =4, L1+ Ly = [lz+1,22+1,1,2%]], dim(L; N Ly) = 1,
LiNLy =22 +x+ 2|] d) dimL; = 3, baze a doplnék viz vysledek tlohy 11 a), dimL, = 2,

10 00 0 1 00
béaze napt. B = , , doplnék napt. L = , , L1+
: , o : , y 10
+ Ly je cely prostor matic fadu 2, dim(L; N Lg) = 1, béze napf. 0 _1 . S vyjimkou

trividlnich pfipadia L = {0y, }, resp. L = V (kdy je doplnék uréen jednoznacné L' = V| resp.
= {0y, }), existuje k podprostoru L nekoneéné mnoho doplitki.  13. dimV" = 1, baze napf.
B = {2}, izomorfismus napt. V 5 u — lnu € R.

4.2.6
1 01
1.a)ne, b)ano, c¢)ano, d)ne, e)ano. 2.b) | 1 -1 0 |, Kerp=][|(1,-1,-1)[],
0 11
1 11
Imy = [|(1,0,1),(1,—1,0)|], ¢) 110 ) Kerp = {0y}, Imp = [|(1,1,1),(—1,1,0)]],
1
e) [ -1 |, Kerp = [[(1,1,0),(3,0,-1)]], Imp = R. 4. a) napi. p(z,y,2) = (z —y +
3

+z,x—y+z,x—y+ 2), b) napt. p(z,y,2) = (r + y,x + 2y,0), c) napt. identita je
izomorfismem, resp. nulové zobrazeni neni izomorfismem d) napf. p(z,y) = (r —y,z —y). 5.

1 00

3 -9 5
A=1 , Kerp = {0y, }, Imp = [|(—1,2,0), (0, —3,5)|], A’ = . 6.
7(_1 L 10) erp = {0y}, Imyp = [|(~1,2,0), (0, ~3,5)] (01())
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4
a) ano, 0; , b)ne. 7.b)Kerp=P[0],Imp=Pn—-1],d=1,h=n, c)ne, d)
0 0

0 0 0 0 00 - 00

10 0 0 10 -0 0

A=1| 0 2 00 |, A=101--00

S .00 S .00

00 -~ n 0 00 - 10

10. Neutralnim prvkem je nulové zobrazeni, opa¢nym prvkem k ¢ je zobrazeni —y, pro které
(—p)(a) = —(p(a)) pro vSechna a € V,.

4.3.3

1. a) nem4 realné vlastni hodnoty pro a # 0, pro a = 0 jde o nulovy operator, vSechny nenulové
vektory jsou vlastni a pfislusi hodnoté A =0, b) A\ =1,k =3, L; =1[(0,0,1)]], ¢) A\ =0,
ki =3, L =[(-2,-1,1)|]], d) A\ =2,k =3,L =][(1,2,0),(1,0,1)]], e) A\ =2,k =3,
Ly =[(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)|], Ao = =2, ko = 1, Ly = [|(1,—1,—1,—1)|]. Diagondlni
reprezentaci ma pouze operator €) a pro a = 0 také operdtor a). 4. a,b) napi. otoeni o
thel @ # km v R? nebo zobrazeni z cvifeni la) pro a # 0,  c¢) napf. zobrazeni z cvi¢eni 1b),
lc), 1d), d) napf. derivace polynomi (vlastnimi vektory jsou polynomy stupné nula), e,f)
skalarni nasobek identického zobrazeni.

5.2.6

(_374)7 ASp = 5AQA90a b)
op = 13, pp = 21 — arccosty, ¢p € (5m,27), for = (5. — 1), for = (12,5), ASp = 13ApA¢p.
2.a) 2p = =43, yp = =4 b)ap = B yp = —132. 3. 1a) Cpp : 2? + ¢ = 25,

2
Cop:y=32,0>0,1b) Cpop:a?+y> =169, Cop:y = —2x, £ >0, 2a) Cypp : 2> 4+ y* = 64,
Cop:y=2,2<0,2b)Cpp:a’+y?>=169,Cop:y=—V32,2>0. 4.2p=-2,yp=0,
zp=—18p: 2%+ =4,8S,p:y=02<0,S,p:2=-1,Cop:y=0,2=-12<0,

2
Cop:2®+y*=4,2=-1,C,p:x=-2,y=0. 5.%%»%:1,5%):1*%0,800830. 6. a)

parabola: 2 = 1+ cos, y? = p? — 2px, resp. 2 =1-cosy, y* = p?> + 2px, b) hyperbola:

1. a) op =5, pp = arccoss, pp € (0,5), for = (3,2), for
1

2 _ a2b? 2 y? X ~ 2 2 .
O = Fodpadals i 1. 7. Ve vsech pripadech x* 4 y* # 0:
z — Y sin ¢

2 2 —

(o -1 _ \/:Jc2+y2 ity _ Cos ¢ 0

polarni: Da™" = y N = ) cos o ,
\/ 21,2 x24y? S
T4+y Yy e
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= — 0 sin ¢
Va2 +y? z?+y? cosp —=F 0
valcové: Dot = y 20 | = sinp w2 o |,
\/x2+y2 24y 0
0 0 1 0 0 1
L 2T Yy
\/x2+y2+z2 (:1:2+y2+z2)\/12+y2 x24y? sin ¥ cos @ cos¥cosy  sing
r 7sin
e = L = 2z 2 — : : cos ¥sin cos ¢
kulové: Da = \/x2+y2+z2 (x2+y2+z2)\/x2+y2 24y = sin ¥ sin %) - e

z Vaty? 0 cos ¥ —sind 0

V22 4y?+22 BN "
8. al:p= ,/zi + 4 b2, Y = arccos\/—T proy > 0, p = 27r—arccos—2 pro y < 0,
72 a

a2 b2
C, : 2—5 + Z—j =0, C: ¥ = gtggo (opét pouze poloptimky v pfislusném kvadrantu jako u
polarnich soufadnic),

b aby .
3 — 1 sin ¢
acosp bsing . 1 D222 +a2y? b2z2+a2y? ~cosp —
Da — . 9 Da 1 = _b (l\/ zay @’y abz == ai i C(;lSQLp
—agsing bocosp W\ Wiy PR psing - TE
‘DO[‘ f— &bQ ’Da—l‘ — 1 9 a—l = 2 + ﬁ + ﬁ (10 — arccos pro y > 0 90 —
) abo" . . a2 b2 2 . /7+
2 v?
_ x z .22y _ _ b
= 27 — arccos——5— proy < 0, J = Arceos —m——s, S5+ CQ =712, S, L= 2tgyp

&

. 2 2
x z Yy

a +4 2ttt
o2 bz C\ L2 T2

(opét pouze prislusné polorovina), Sy : \/% + %’)’—2 = Ztgv, soufadnicové kiivky jsou prinikem
odpovidajicich souradnicovych ploch,

asinvcosp  bsindsinp ccosv
. . 2 .
Da = arcoscosy brecostvsing —crsind |, |det Da| = aber” sind,
—arsindsing brsindcos 0
1 . cos ¥ cos sin ¢
=sinv cos — ==
a ar arsind 1
1 . . i —1
Da ! = lsmﬁsmgp cos ¥sin ¢ cos , |d€tDOé | =
b br brsin aber? sin 9
L cosv —sind 0
(& cr

10. a) fa: - \/mv fy \/m7 fm: w24y )3a fyy (x2+y2)%7 fxy (x2+y2)%7 b)
fo= W +1)* In(y*+1), f, = 2zy(y* + 1)’3 U = @2+ 1)7 - Iy + 1), fo, = (> +
+ 1)H (422y? = 20 + 22), foy = 2y(y* + V)" a2+ 1) +1), o) fo = 5250, fy =

3_z

= il I e Jw = o f = e, ) o= Sy =
= 2\[ w+y TT 4x+y)2’ yy — y4(m+y)27 Ty — 4(x+y)2 Y T T x2+y27 y m2+y2>
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o y—ac _2(5—2 —4xy . s
fxz = @Iry2)2 fyy = @222 faﬂy = @@ry2)2 e) fx = slny + ycosz, fy = sInT + T Ccosy,

foe = ST,y = S o = cony 057, D) = gl = g o =
foy = ﬁ@, fay = i(xy)_i. 11. a) R= -8z, b) R=z;+ t%zss + %zt, c) R=z5—
— 2= d) R= (s** —4st)zs+ 25z, 12. [, = F, cos<p+F@%f, fy = Fysinp+ F, 222,

_ 2 —sinp sin? sin? 2sin ¢ cos @ _ .
Jaw = Fopco8” o + 2Fy, cos p—7F + Fpp=5" + Fo="" + F,==5—", foy = Fypcos psing +

cos? p—sin® @ — sin ¢ cos ¢ — sin ¢ cos ¢ sin? p—cos? _ 1 n2 sin ¢ cos ¢
+ Fop 2 + Fop o2 + F, o +Fy, 22 » Jyy = Foosin ¢+2F@wT+

cos? cos? —25sin @ cos 2
¢ pete g gm0 812 (08) < A £ A AR ()4

PP 02

1 i) : lé) 1 9?2
+ rZsin ¢ 90 (Slnﬁa_ﬂ) + r2sin? 9 02
5.3.4

1.a:x=Z—§,y—”‘i,o¢1:u:%,v—ﬁ,u6[ 1,v € [3,1],Cp 1 y = u\/z, C, 1 y = ua,

te¢nym vektortim odpovidaji fadky Jacobiho matice

11
203 65
|det Da| = %3, |det Da~t| = “743, S = //—dvdu = —. 2. q:z=usus,y=usus,

ol iu =% v =2, ue 48, v e [1,6], |det Dol = %u_gv_%, m = kln2. 3. a)
funkce F' je parametrizaci jednotkové sféry, fadky Jacobiho matice vycislené v bodé P jsou
tecné vektory ﬁ,p, ﬁ p (prvni je teény k rovnobézkam, druhy k poledniktm), funkce G je
parametrizaci rotacniho paraboloidu, kiivky konstantnich parametri jsou kruznice a paraboly

— tadky Jacobiho matice opét odpovidaji tecnym vektortim,

DF:<—sinusinv cos u SIn v 0 )’ DGz( COS v sinv 2u>,

COSUCOSV Silnucosv —sinv —usinv wcosv 0

b) F:x=wucosv,y =usinv, z = %u, u € [0, R],v € [0, 2m),

COSV sin v
DF - . )
—usinv wcosv 0

3=

c) F:xz = Rcosu,y = Rsinu,z = ku, Do = (—Rsinu Rcosu k), u € R,d) F:x =
=acosu,y = bsinu, DF = (—asinu bcosu),u € [0,27). 4.a) M :u € R\{0},v € R\ {0},
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aliu= JIy,v = \/%, Co:y=:25,Cy= “?2 — primky a hyperboly v prvnim a tfetim

kvadrantu (zy > 0),

1
DO[:<U Uu ), DO{_lz
U =

|det Dar| = 2%, |det Do~ | = (dl) (02 + L) (du)? +2(uv — %)dudv + (u? + %) (dv)?, D)
M=R?> al:iu= ”y w==4C,iy=x— 21} C, : y = 2u — x — piimky rovnobézné s osou
1. a 3. kvadrantu a pf‘imky rovnobezne s osou 2. a 4. kvadrantu,

N[ =

ey
PR
| [\]
N
&=
a -
«
< |8
Il
-~
NS g:’l»—t
| o
wle g |’_‘
S| e
~__—

1 1
Da = , Dal=
1 -1

|det Da| = |detDa 1| = %, (d)? = (du)? + (dv)?, ¢) M : u € (0,00),v € [0,47),
-1 — y—1 — _ y—1
= arccos Wz prox > 0 a v = 27 — arccos A7 pro

atiu= + (y — 1)?,
o U v AU 2 v
sin 5 COS 5 _ sSin 5 = COS 5
Da=|( "2 2 |, Da'l= 2w
ECOSE —§Sll’l§ COSE —ZSIH

x <0,
|det Da| = &, |[det Da~'| = 2, (dl)? = (du)? + 2 (dv)?.

N N
N N

Nl

6.1.4

l.a)ne, b)ano, c)ne, d)ne, e)ne, f)ne, g)ano. 2.a)ano, b)ne, c)ano, d)
ano, e)ne. 4.V unitadrnim prostoru obecné neplatib), ¢), h) ai). V ¢asti b) je protiptikladem
kazd4 situace, kdy (a,b)? neni realné, naptiklad ve U = C proa = 1, b = 1 + 4. V unitarnim
prostoru ma Cauchyova-Bunakovského nerovnost tvar |(a,b)|* < (a,a)(b,b). V &astech ¢) a h)
muze byt protipiikladem U = C s libovolné zvolenym skalarnim soucinem, a = 1, b = i, v ¢asti
i) tteba U = C s libovolné zvolenym skalarnim soucinem, a = 2, b = v2(1+1). 5. a) 5, 4v/2,

(%a g)v (Oa \/Li)a 287 %57 b) Al 37 \/_27 \/7(17_2)7 _13_0a _%37 C) \/77 \/67 \%U, %07 1a
\/%. 6. Ano, ortonormaélnich bazi je nekone¢né mnoho, napiiklad B = ((\/Lg, 0), (i\/g, \/§)>

vznikne ortogonalizaci a normovanim standardni baze. 7. 37“(1, —i,1,1). 8. Obecné G =
. 1 i
= ( 'Oé lg ), kde § > a > 0, napiiklad G = < 21 > 9. Napriklad a) ¢; = =,

i
(3)z, vektor c; vyjde nulovy. b) ¢ 1,2,0,0), co = (-2
1

1 - = ( 57 570 —1), 3 = (=
-1,3,0,%), ¢ aa=(1,0,0), ¢ = (0,0,1), ¢ (—1

9
1 co D
,3), volime-li a; = u, ay = w, a3 =,

Y
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6
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11. a)
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8
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o

8

I
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6.2.3

2. xk je komplexni jednotka.

4.a)

o o
— - o o ~
_ — 1_ﬁ
(\ N _
.|_7 -~ — 1_7f MA
= g 3
=1 i S w
g S — S
- —~ o
= Il © o — — =) -
S -2 _ S 072
— O O — 1_ﬁ 1_f
] — _ S
Lo £ o
g s O oo = 1(_\f
- La o o o o —
— Il
N — N L N
=2 )
= £ I N
(@ N
oo = Lo
™ - 2 N
a < PR
< o o~ — ‘_I__ .I_ﬂ
O O - —
<
— - O O \mA
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5. Operator ¢ o 1 je samoadjungovany pravé tehdy, kdyz ¢ o ¢ = ¥ o p. Operator ¢ + ¢ je
samoadjungovany. Operator k¢ je samoadjungovany pravé tehdy, kdyz k € R.

6.3.5

1. V soustavé soutadnic (O; ﬁ, fé>, resp. (O; fl, fé, fg,), v niz mé kuzelosecka, resp. kvadrika
normalni tvar, jsou soufadnice bodi znaceny jako (z,vy), resp. (z,y, z), pro okamzitou moznost
srovnani se soupisem ve vété 6.4, resp. 6.3.
a) 922 —y? —9=0, hyperbola
fi= (75 755): fo= (—F 75%): 0 = (-1,2) v (0;é1,&),
b) :11,;2 +2V/2y = O,ﬁparabola
fi= (\/Li’ \/Li), f2= (—\%; \%)a 0= (1,1) v (Osé1, 63),
c) 3x? + 6y? — 222 — 1 = 0, jednodilny hyperboloid
fim (G ) o= (F 2 1) fo = (- 21.0,5),0 = (1,2, ) v (08,8, ),

d) 2% —y* — 2 =0, hyperbolicky vélec

—

fl = (3\/573\/573\/’) f2 = (07\%7_%)7 f3 = (_%7§7§)7 naprlkla‘d O (?2 _%7%)
<O 5 _"2,63>
e) 922 — 3y? + 4 = 0, hyperbola
fl = (%7%)7 f? = (_\/Lﬁa \/Ag)a 0= (%7_%) v <O;517€2>7
f) (5\/_—1):E — (5v/2 + 1)y? = 0, dvojice riiznob&znych primek
1+2 1 7 V2 1 _(_85 Lo 5
hi= (\/4+2f \/4+2f) J2= (\/4 22’ \/4—2\/5) 0=(=77) v{0a.a)
g) 42? + y? — 42% — 4 = 0, jednodilny hyperboloid
5: (17_273) v <07€17g27€3>7 fl = éti? 1= 17273
h) 322 4 242 +z — 12 =0, elipsoid
fl_(§7 3y 3 ) f2 (3737_ ) f3 (%7%7%)702(07070)\7<O;gl>€27€3>7
i) 1522 + 5y? — 2522 —1—4—0 dVOJdllny hyperboloid
f (ﬁ?ﬂ? ) f2 ( ﬁ?ﬁ? ) f3 (0 O ]-) O (Oala_%> v <O;517€27€3>7
j) 3x2 =3yt —1= 0 hyperbolicky vélec
fl = (_T ) f2 - ( 37_\/L§7\/L§)7 f3 = (%87%67%6)7 napﬁklad 0 = <_%7%7%)

—

v <O;517€2753>
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ﬁ_(_(;?\/lg?%g) f2 (77_ V3! ) f3 ( _\/L§>75:(_%7_§7§)V<O;€1762>g3>7

1) 2224+ 1=0, () (prdzdnd mnozina)

—

fi= (\/Ag, \%): fa= (—\%» \%)7 napiiklad 0= (070) v <O;517€2>7

m) 2022 — 9 = 0, dvojice rovnobéin)’fch primek
fi= (\/lga\%g% fo=(— \/ \[) napiiklad O = (—3 59 _%) v (0561, €5).

2. Vlastnimi hodnotami jsou ¢isla A\; = 1 a Ay = —1, prislusi jim jednorozmérné vektorové
podprostory generované vektory e; = (1, 1) a es = ml’ﬁw _m1nj:m2>' Matice ptrechodu od

puvodni baze, v niz maji vektory vyjadiujici dvojici rychlosti c¢astic pred srazkou, resp. po
srazce, slozky (vi,vs), resp. (U1,02) k bazi vlastnich vektorti (e;,es) operdtoru ¢ a matice
zpétného prechodu jsou

mi
1 1 P 1
T = , T7'= :
mo —mi m2 _1
mi+ma  mi+mg m1+m2

slozky vektoru poc¢atecnich, resp. koncovych rychlosti ¢astic v bazi vlastnich vektori (ey,es)

operatoru ¢ jsou
(v, oh) = vt mats
1 Y2) — ) )
m1 + mo

. mivy + maeUs _ _
(Uh Uz) =|\—————; V1 — V2.
my1 + Mma

Uvédomte si, ze

/ mivq + TMoV2 —y mﬁl + mQUQ

V) = —————, TIesp. U} = ——"—>
mi + me my + Mo

je rychlost stfedu hmotnosti soustavy ¢astic pfed srazkou, resp. po srazce, vy = vy — Vg, Tresp.

U4 = Uy — s, je rychlost prvni ¢astice vzhledem k druhé pred srazkou, resp. po srazce. Kontrolou

spravnosti je ptivodni soustava linearnich rovnic pro neznamé rychlosti ¢astic po srazce — plati

1 0
(01 W) = (v ) — U = vy, Dy = v
0 -1

Ptisobenim operatoru ¢ se tedy, podle ocekavani, neméni rychlost sttedu hmotnosti, zatimco
vzajemné rychlosti ¢astic zméni znaménko.
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3. a) Do vysledného vztahu pro T'(z1, z3) v piikladu 6.39 dosadte z; = z,, 29 = z; a v obrazku
6.31 se presvédcte, ze z, — zp, = fo — a, z; — zp, = b — f;. PTi Gpravach pouzijte jak definici
primého zvétseni M, tak ¢ockovou rovnice.

Mol
fi " f o
T(Zi’zo): 5 $i:MI'O, x;:__o‘i‘—o—o.
fo fl f’L M
0 Mf;
7.2.5
Loa) (z+2)e" =C(t+2)e!, ba=C=2 e=0CV/E+1, dz=-3+15 e
xTr = #2% axr = 0, f) xr = Ce(*l/tgt) —1. 2. a) T = ;Elltg?)’ xr = —%, b) 1 = tcosh (ln Ct)
/ _ 3
ax::i:t, C)Jf:Ct?’_t, d)x:%—t, e)x::l:t gg—_&ax:it:}a)x:ﬁ_}_%’

b)x:ﬁ—k\%, )z =CVE+1+1t?, d)z=Ct—-Vt, ez=Ct—1 4.a)
te? —t*+a2>+C =0, b)arctg —t+a>+C =0, c)t*z®+arctgt—a’+C=0, d)
InVE+224+1+24C=0, e)/(?+22)+C=0, f)Vi2+22-2t+In[z|+C=0. 5.
Oznacme § = F, — F,, rozdil tthové a vztlakové sily (pro téleso s vétsi hustotou nez voda je
kladné) a F, = —ad. Rovnice mé tvar mi = —ad + 3, tj. mo = —av + (. Poc¢ate¢ni podminky
volime v(0) = 0 a #(0) = 0. ReSenim rovnice je

_ms

(1—em'), x(t) = P

— (emm’ —1) + ot

Ll

v(t) =

Mezni rychlost je vy = (B/a). 6. a) ¢(t) =t* t*+ 23+ C =0, b) ¢(t) =e', e'(t* +2%) +
+C =0. 7.a) Bernoulliova rovnice s obecnym feSenim x = —ﬁ, vyjimeénym TFeSenim

sm7.  b) Substituce u = x 4 2¢ vede k obecnému feseni

x = 0, TeSeni pocatecni tlohy je x =
T =tg (% + C’) — 2t a TeSeni pocatecni ulohy je x = tg <%) —2t. 8. Oznatme 3 = F,, — F}

rozdil vztlakové a tihové sily (pro téleso s mensi hustotou nez Campari je 5 kladné). Pro prvni

model je F, = —ai a rovnice ma tvar mi = —ai — 3. Pro rychlost v(t) = 2(t) dostdvame
rovnici se separovatelnymi proménnymi mo = —av — § s feSenim
m o _ o
v:K—e_mt—é, v(0)=vy = wv= vo—l—é e mt—é.
@ « @ o

Integraci a vyuzitim pocateéni podminky x(0) = 0 ziskdme zavislost hloubky z na ¢ase:

~ m(voax + ﬁ)e_%t _ ét n m(vo + B3)

J; =
o? o o?
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Z podminky v(t;ar) = 0 & Zae = T(tmaez) VypoCteme maximalni hloubku

mvy  mpf Q
Tmax = T — gln (UOE+1> .

Pro druhy model F, = —~#? mé& rovnice tvar mi = —vy4? — 3. Analogickym postupem ziskame

feSeni:
v = étg (K — Lﬁt) , kde K =arctg (\/ivo) ,
gl m 8

V m
CoS (K — Lﬁt)’ + Tmaz, kde .= —1In (1 + 11}3) )
m 2y B
Rozmyslete si, jaké fyzikalni rozméry maji konstanty m, «, (3, v a provedte rozmérovou zkousku
ziskanych vysledki.

m
r=—1In
Y

10. V chemii: Rovnice & = (a — px)(b — (1 — p)z), (0) = 0 m4 separovatelné proménné.
b2pt _ _abt
1—p)(1+bpt) — l—cil-bpt'

a __

b

Pro idealni pomér ﬁ je feSeni z = ( V ostatnich ptipadech
b(1 — e
LMo
1— p(l + Ee“)

kde ¢=pb— (1-p)a.

Pozor! Reseni odpovidajici idedlnimu poméru nedostaneme jako specidlni p¥ipad této obecné
formule. Prijdete na to, pro¢? Vsiméte si, jak se chova feseni pro ¢ jdouci k nekonecnu v ptripadé
¢ < 0 (vice latky A nez je pfi idedlnim poméru) resp. ¢ > 0 (vice latky B nez je pfi idedlnim
pomeéru) a srovnejte vysledek s pfipadem idealniho poméru.

V biologii: Vyfeseno v textu (piiklady 7.12 a 7.13).

V ekonomii: Rovnice & = kz ma fefeni z = Ce*| kde C' je konstanta.

V kuchyni: Rovnice T' = ¢(Ty — T) mé feeni T = Ty — Ke~, rovnice T' = k(T;} — T'*) mé FeSeni

arctg —— T T .
Ty \/ St s CeQTgkt, kde C' je konstanta.
To—T

V technickych aplikacich: Rovnice I + (R/L)I + (1/LC)I = 0 je specidlnim piipadem rovnice
fesené v prikladu 7.52.
11. a) Pro h(t) = 0 se jednd o Bernoulliovu rovnici pro r = 2, pro ¢(¢) = 0 jde o rovnici

linearni, b)i— ( f(t) %) Uu+h(t)g(t)u = 0, jedna se o linearni diferencialni rovnici druhého

fadu, ) w = (f(t) + 2g9(t)zo(t)) w + g(t)w?, pro zndmou funkei zy(t) se jedna o Bernoulliovu
rovnici pro r = 2.
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7.3.3
l.al) s =Ct—VC,C >0,z =-2,t>0, a2)z=Ct+VC,0>0,z=—-Lt<0, b)

—L
r=Ct—In|C|,z=Int|+1, c)rz=02=—-(Vt+C)?t>0,2=(/—1+C)?t<0, d)
r=Ct—V(C3, x = %t?’, e)x=Ct+e Y x=t—tInt. 2. Draha $neka bude popsana funkci
s(t) = %. Snek se bude pohybovat rovnomérné zrychlenym pohybem se zrychlenim a = 5.
Rovnice mé tvar s = st — k($)?, pficemz jeji dalsi feseni s = C't — kC? nevyhovuji pocatecéni
podmince s(0) = 0 (tato podminka vyplyva z predpokladu, ze se Snek vydal na vylet v ¢ase
t=0).

7.4.4

1.a) x = Ctcost+ Dtsint+t*>, b)x =1 (Ce' + De ") +sint. 2. Libovolné dvojice z kazdé
mnoziny je nezavisld. Kromé d) jsou i vSechny systémy nezavislé.

7.5.4

1. a) x = Ce' + Dte!, b)x=Ce*+ De ™, «¢)xz=Ccos2t+ Dsin2t, d)z=Ce?*+
+ Det, e)xz=¢e' (Ccos2t+ Dsin2t), f)z=e2(Ccost+ Dsint). 2.a)x,=1t> b)
r,=e(t*+1), cx,=et(*+1), d)z,=et({?*+1), e)xz,=1t%* If)z,=1t*sint.
B.a)z=e+t2+L -1, b)z=e—e4cos2, c)z=ce —cost—+eTsint, d)
T =1t

7.6.3

1. a) v = A+ Bceost + Csint, b) x = Ae' + Bte' + Ce " + Dte™", ¢)z = A+ Bt +
+ Ct? + De* + Fe™", d) x = Acost + Bsint + Ctcost + Dtsint. 2. a) z, =tcost, b)
z, =1t ¢ x,=1t%" d)x,=—-et 3.a)z=ce +e ' —2cost+2sint—2t, b)
v =2t—1+e* 4+ 6. x(t) = Ke 't o(z) = Ae™ " + Be ™" K, A, B € C.

7. U%% = %l = konst. = +K? (volba +, resp. — odpovida piipadu, kdy konstanta je kladna,
¥

resp. zapornd), x(t) = ae" 5t + be Kt o(z) = Aek? + Be K resp. x(t) = acos (v Kt) +
+ bsin (v;Kt), p(x) = Acos (Kx) + Bsin (K<), a, b, A, B € R jsou integra¢ni konstanty.

7.7.4

1. a) z; = Acost + Bsint, x5 = Bcost — Asint, b) x; = Ae' + Be*, 2o = Be? + Ce?*,
13 = Ael + Ce*,  ¢) z; = Ae* + Be !, 1o = Ae*® — Be™'. 2.a) 1) = Ae* + Be % + t%e*,
Ty = —Ae*+ Be %, b)wx; = Acost+ Bsint+sin2t, o = —Asint+ Bcost, c)x; = Ae* +
+Be 2+, 19 = —Ae? + Be | d) x; = Aefcost+ Be'sint+1, zo = Belcost — Aelsint +t.
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3.a)m =2t—e,xy=t+1+e",x3=t—1, b))z =2cost+sint, ro = —cost —sint, c)
z1 =1 —1, 23 =t+1, 23 =t> —t. 6. Pohybové rovnice i = wy, §j = —wi, kde w = 2,
lze prevést substituci v; = &, v = 9 na soustavu prvniho rfadu. Jeji obecné feseni je v; =

= acoswt+bsinwt, v = —asinwt +beoswt. 7. Rozdil £(t) = Xp(t) — Z,(t) dvou libovolnych
partikularnich reseni nehomogenni soustavy je fesenim odpovidajici homogenni soustavy.

8.1.3

3.a) {+o00}, b) {400, -0}, ¢) {1, \/73, 2,0, —3, —\/75, —1}, d) {2}. Limitu maji posloup-
nosti a) a d) (limita je stejnd jako jejich hromadny bod).  13.  a) konverguje pro k > 1
(integralni kritérium), pro k£ < 1 diverguje, b) konverguje absolutné pro k > 1, pro k < 1
fada z absolutnich hodnot diverguje (srovnani s fadou ad a)), c¢) konverguje pro m + 2 <
< k, jinak diverguje, d) konverguje absolutné (limitni podilové kritérium), e) konverguje
(limitni podilové kritérium), f) konverguje absolutné (limitni odmocninové kritérium), g)
nekonverguje absolutné (integralni kritérium), konverguje obycejné (Leibnizovo kritérium).

8.2.3

7. a) na intervalu (—2, 0) konverguje absolutné a lokalné stejnomérné (Weierstrassovo kritérium,
majorantou je geometrickd fada Y~ | |z+1|"*, obor konvergence lze zjistit nap¥iklad pouzitim

podilového kritéria), v bodé xy = —2 konverguje neabsolutné (Leibnizovo kritérium), b) fada
s kladnymi ¢leny pro libovolné z, na intervalu (—oo,0) konverguje lokdlné stejnomérné (obor
konvergence lze uré¢it napiiklad odmocninovym kritériem),  ¢) fada s kladnymi ¢éleny pro

libovolné x, na intervalu [0, c0) konverguje stejnomérné (Weierstrassovo kritérium, majorantou
jefada > o, m) 9. Ano (napiiklad podle Weierstrassova kritéria).  10. Limitou je ve
vSech ptipadech nulova funkce, a) ano, b) ne, pouze lokilné stejnomérné, konverguje vsak
stejnomérné na intervalu (1 + 6, 00) pro libovolné 6 > 0, c¢) ano (napfiklad podle posledni
vlastnosti véty 8.9), d) na intervalu [1, 00) konverguje bodové, na intervalu (1, co) konverguje
lokalné stejnomérné, na intervalu (1+ 9, 00), § > 0 konverguje stejnomérné. 11. % (s vyuzitim
véty 8.11), fada konverguje stejnomérné.

8.3.4

2.2) 20 C2% R, b) o (— 1)@ = 1) (0,2), ) Yo o(—1) gk (e — 1), (1, 3),
d) Y 25 @ - 1y, (0,2),  e) S~ (<1, 1), f) 2300 i (1, 1),
g Yoso(-D"e (FL 1), h) Y Enmn Ry ) Xiio g R Q) e+ et fat 4
+ e, k)x—l—%%—sﬁL %£+%%%”—;, l)%—x—l%—lé%—%%g“—;. 3.a) —In(1—x), || < 1,

Lz o] < 1dea) -3 (&) + & (&)
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b) Lyl 43 o) T4000-00001, d)3+2—5, e &— 1(“)3+L(L)5.

80 T 32007 o] 2187 90 6 \180 1+29 180
T 4 oo cos(2n—1)z £ oo sin(2n—1)zx o )™
5.a) 5 — 22 Gn-1)2 b) =T T c) 1 + X cosnz,
jus
2(—=1)"*!sinhr 00 n : 5 sinz 2 7:03*+x57 — _ a* s G
d) 7r 2nm1 g sinne. 6.a f = f o dr= gyt | =
4
R S 317° o« : v R, s s ,
=~ siis j Tosagoo fada je alternupm chyba je tedy mensi nez nerllzfl nasledujici nenulovy
X a7 |2 5 cosw - 1- z|+4| - 2% xt 2 _ 3L 1574
clen: [7-7! o) b) fg z fg dr = |lnw— g5+ — |, = n2 + 25696
4 4 E
v . ./ ’ . v/ v . *vVv/ Ve o/ Ve /. v 6 2
fada je alternujici, chyba je tedy mensi nez nejblizsi nasledujici nenulovy clen: [%] .
D s
I

9.1.5

10. Pomlcka v prvni tabulce znamena, Ze jsme pojem pro danou situaci nedefinovali.

A; | kompaktni | otevienad | uzaviena | souvisla | jednoduse souvisla | omezena
a) NE NE NE ANO NE ANO
b) NE NE ANO ANO ANO NE
c) NE NE ANO ANO — NE
d) NE NE NE NE — NE
e) NE NE NE NE — NE
f) ANO NE ANO ANO — ANO
g) NE NE ANO NE — NE
A; intA; extA; hA;
a) {(z,y) € R?| {(z,y) € R?[2* +y* > r?} | {(z,y) € R*|(a® +y* =1?)
0<a2?+y* <r?} V((z,y) = (0,0))}
b) | {(z,y) eR*|z <0} | {(z,y) € R?|z > 0} {(z,y) € R?|z = 0}
c) 0 R?\ A; A
d) 0 0 R?
e) 0 0 R?
f) 0 R*\ Ag As
g) 0 R?\ A; Aq

11.
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mnozina | oteviend | uzaviena | souvisla | kompaktni | omezena | hromadné body | izolované body
(0,1) ANO NE ANO NE ANO 0,1] 0
0,1) NE NE ANO NE ANO 0,1] 0
(0, 1] NE NE ANO NE ANO 0,1] 0
[0, 1] NE ANO ANO ANO ANO 0,1] 0
N NE ANO NE NE NE 0 N
Q NE NE NE NE NE R 0
A, intA; extA; hA; A;
A1 =1(0,1) | (0,1) | (—00,0)U(1,00) | {0,1} | [0,1]
Ay =10,1) | (0,1) | (—00,0)U(1,00) | {0,1} | [0,1]
A3 =(0,1] | (0,1) | (—00,0)U(1,00) | {0,1} | [0,1]
Ay =100,1] | (0,1) | (—00,0) U (1,00) | {0,1} | [0,1]
As; =N 0 Unen(n,n + 1) N N
A =Q 0 R R
13.
mnozina | oteviena | uzaviena | souvisla | kompaktni | hromadné body | izolované body
0,1) NE NE ANO ANO R 0
[0,1) NE NE ANO ANO R 0
(0, 1] NE NE ANO ANO R 0
0,1] NE NE ANO ANO R 0
N NE NE ANO ANO R 0
Q NE NE ANO ANO R 0
A; intA; | extA; | hA; | 4
Ay =(0,1) 0 0 R | R
Ay =1[0,1) 0 0 R | R
Az = (0,1] 0 0 R | R
Ag=10,1] | 0 0 R | R
As =N 0 0 R | R
A =Q 0 0 R | R

14.
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mnozina | oteviend | uzaviena | souvisla | kompaktni | hromadné body | izolované body
(0,1) ANO ANO NE NE 0 (0,1)
[0,1) ANO ANO NE NE 0 [0,1)
(0, 1] ANO ANO NE NE 0 (0, 1]
[0, 1] ANO ANO NE NE 0 0,1]
N ANO ANO NE NE 0 N
Q ANO ANO NE NE 0 Q
A; intA; extA; hA, | A
Ay =(0,1) | (0,1) | R\ (0,1) | © |(0,1)
Ay =10,1) | [0,1) | R\ [0,1) | @ |[0,1)
A3 =(0,1] | (0,1] | R\ (0,1] | @ | (0,1]
Ay =10,1] | [0,1] | R\[0,1] | @ | [0,1]
As =N N R\N 0 N
As = Q Q R\Q | 0 Q
16. Napiiklad B = (0,1] a C' = (1,2).
9.2.7
1.
Dy | oteviend | uzaviend | kompaktni | souvisld | omezena
a) NE ANO NE ANO NE
b) NE ANO ANO ANO ANO
c) ANO NE NE ANO NE
d) NE NE NE ANO NE
e) NE NE NE NE ANO
f) NE NE NE NE NE
g) NE NE NE ANO NE

2.a) Vo ={(z,y) e R*ly =2 —sinC}, C € [-Z,Z

=cosC}, C € [0,7],

As je —+/2 a limita vzhledem k mnozing A, je 0.

272

I, b)) Vo=A{(z,y) € R|z| + |y| =

¢) Vo ={(z,y) € R*|y* =z — 25}, C > 0. 3. a) Limita vzhledem k
mnozinam A;, As neexistuje. Limita vzhledem k mnoziné A, je v/2, limita vzhledem k mnoziné

b)

Limita vzhledem k mnozindm A, A,

a As neexistuje. Limita vzhledem k mnoziné Aj je 1, limita vzhledem k mnoziné A, je —1.
c¢) Limita vzhledem k mnoziné A; a As neexistuje, limita vzhledem k mnoziné As je 1, limita
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o

-1 1

N
2{ BN

Obr. 10.10 Uloha 1.

vzhledem k mnozindm A, a Ay je 0. d) Limita vzhledem k mnozindm A, A, A5 je 0, limita
vzhledem k mnoziné As je k3L+1’ limita vzhledem k mnoziné A, neexistuje. 4. a) 3, b) %a,
c¢) oo, d) neexistuje, )0, f)—1, g3 h)neexistuje. 5.a){(z,y) € R*|z =y},
b) {(z,y) € R?*|(|z| = [y|) V (zy = 0)}, ) {(z,y) e R*|(x = (2k +1)5) V (y = n7),n, k € Z},

d) Funkce je spojitd na celém svém definicnim oboru D = R 6. a) % — 2(n(@2y?)+2)

Ve
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Obr. 10.11 Uloha 2.

af _ y(n(z’+y*)+2)  82f — y*(n(z?+y*)+2)+222  9°f — 22 (In(z?+y%)+2)+2y>  9%f _ __zyln(z?+y?)
oy /2 4y2 ) 9z2 \/(x2+y2)3 )’ 9y \/(x2+y2)3 > 9z0y \/(12+y2)3 ;
_ [ 2OnG@?+y?)+2) y(n(@4y2)+2) | g _ z(n@24y2)+2) g, o y(n(@4y®)+2) 4 b) & —
gradf = ( \/x2+y2 ) \/x2+y2 , df /221 y2 - /22 442 Y- ) Ox
— vz Of _ __we Of _ ___wy P _ 2wyl P _ 2%z P 2zyz
- 22+x2y27 ay - 22+Z‘2y2’ Oz Z2+12y27 612 (22+m2y2)27 ayQ (22+x2y2)27 322 (z2+x2y2)27
02f  z(22—a2%y?)  8%2fF _ y(x?y?—22)  8%2F _ wx(x?y?—2?) radf _ yz Tz _wmy
0xdy ~—  (224x2y?)2’ 0z0z ~  (22+4x%y?)?? Iydz = (22+z2y?)2? ) 22422920 22422920 224242 )0
) 1 af _ 2f _
df = ng;QyQ dz + sz;yQ dy — Z2f52y2 dz. ¢ a_£ = (1 +1In (zy)), B_£ = y% (1—-1In(zy)), 52 =
92 92 1 1 _
=1, 20 = 5 (2 (oy) - 3), 2 = "8, gradf = (L(1+In(ey)), & (1 - In(xy))), df =
=L (1+In(zy)) do+ % (1 —In(zy)) dy. d) §f = ——2—420e™ ", I — 22 _ 4 9™ +v",
V-5 1-%
02 i P g2ty B _ 5 2+ 2002 4y? Of i
922 T y2%+26 vt dzte y’a_yz: : 2%4-26 Yt dyte y’axr?y 12%+
(1-22) (1-22) (1-22)
1 z 1
+rye”  gradf = | ——— + 20e” Y 22 4 2ye | df = [ ——2— + 22e” Y | da+
\/1*% =% 1-25
Yy Y Y
2 24,2 P y P v o9 u o 92 Y2420y B2
+ 1’"‘212 +2ye” | dy.  e) O = zer (— %), —1’; = zex, W = en, TL = zer 3 6—112: —
R
u 9 9? Ygty 02 o9 f 1! _ Y vy oy
- x_Zz i) 8_25 = O’ aacgy = _Zezmx:”y’ axafz = %e ’ Gyafz - Eemv gra’df - (Zez (_a%) ) iez’zez)’
o y Y y af _ of —y o4f _
df = zev (—%) do + Zesdy + ez dz.  f) & - ;;_;,ﬁ Y 3 T 5
I it | 2f _ _ a%-1 ?f zy _ x —y
Ty R e L B (\/1 e e +x)’
_ — —y _ 1 T _ 1
df = (\/ﬁ —I—y) dZL' + (\/TW —|—l’) dy 7 a) 4 607 b) Z 207 C) 0,02, d)
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2,07e, e)4,89, f)3Z— fO 04. 8.a) — \1[ b) 0, c¢)—-=%. 10.a) Napiiklad konstantni
funkce zobrazuje hbovolnou otevienou mnozinu do Jedlneho &)du ktery neni otevienou mno-
zinou.  b) Napriklad funkce f(z,y) = arctgr zobrazuje uzavienou mnozinu R? na mnozinu
(—%, %), ktera neni uzaviena. 11. Obé definice splyvaji pravé tehdy, kdyz bod a, ve kterém
limitu uvazujeme, spliuje nasledujici podminku: , Existuje néjaké ryzi okoli bodu a, které je
podmnoZinou defini¢niho oboru dané funkce.“ 17. a) Vrstevnice: Vo = {(x, y) € R?| x2—|—y2 =
=1-—C, C <1}, spadnice: y = kz, k je libovolné tecna rovina: 2zox + 20y —I— z=1+x%+ys,

b) Vrstevnice: Vo = {(z, y) € R*|y = C + 2%, C € R}, spadnice: y = In —— \/ﬂ k je libovolné

kladné ¢islo, a piimka z = 0, tena rovina: 2xor —y + 2 = x3.  21. a) 4p,, = 0, kde ¢(u, v) =
= f (53w +v), 3(u—w)); feseni: p(u, v) = F(u)+G(v), f(z, y) = F(z+y)+G(r~y),kde FaG
jsou libovolné funkce, b) 4¢,, = 0, kde @(u, v) = f (5(u+v), -2 ); FeSeni: p(u, v) = F(u) +

Y u—v

+Gv), fx,y)=F (:c + i) +G (:c — —> kde F' a G jsou libovolné funkce, c¢) 4duvyp,, =0,

kde @(u, v) = f (Vuv, \/%); FeSeni: o(u, v) = F(u) + G(v), f(z,y) = F(zy) + G (§>> kde
F a @ jsou libovolné funkce.  22. p(x,y,z) = konst.  23. a) F = 2%y — xy® + cosz + C,
b) F=e"+,/zy+C, c)vyraz neni uplnym diferencidlem, d) F' = 2? +y* + arctg? + C,
e) vyraz neni uplnym diferencidlem, f) /1 + 22+ y?+Inz+siny+C, g) vyraz neni tplnym
diferenciadlem. 26. Napiiklad a) f(z, y) = —(x —a)?, b) f(z,y) = (x —a)?, <) f(x,y) =
= (z—a)'+ (y - b)*, d) fla,y) =—(@—a) = (=02 e flx,y) = —(xr—a)* = (y—b)",
D flay) = @—a) + (- b)Y ) flaey) = (w—a)’ + (y— b b) f(r,9) = (@ -
Sap Ll — b2 ) fay) = (-0 (- 0% 2T0a) (ar, by) = (1, 3, Fla, b) =~
ostré lokalni minimum, (as, b2) = (0, 0), f(az, ba) =0 a (as, bs) = (2, 0), f(as, b3) = 0 sedlové
body,  b) (a1, by) = ( 0), flar, b1) = 0 a (az, ba) = (=1, =1), f(az, by) = —5 sedlové
body, «¢) (a,b) = (0,0), f(a, b) = 0, pro b > 0 neostré lokalm maximum, pro b < 0 ne-
ostré lokalni minimum, d) (a1, b1) = (=2, 0), f(a1, by) = 2, sedlovy bod, (Clg, be) = (0, 0),
f(ag, b2) = 0 sedlovy bod, e) (a, b) = (1, —2), f(a, b) = 4 ostré lokdlni maximum. 28. a)
funkce nemé na M globalni extrém, b) v bodé (a, b) = (1, 1) mé funkce globalni minimum
f(1,1) =12, <)V bodech (a1, by) = (1, 0) a (az, by) = (—1, 0) mé funkce globalni maximum
f(a1, b)) = f(ag, bo) =1, v bodé (ag, b3) = (0, 0) globalni minimum f(as, b3) =0, d) funkce
nema na M globalni extrém, e) V bodech (ay, by) = (%@, \/ii) a (ag, be) = (—\/ii, —\/Li) ma
funkce globalni maximum f(as, b;) = f(ag, ba) = 3, v bodé (as, b3) = (0, 0) globalni minimum
f(a,g, b3> = —1

29. a) (a, b) = (5, 3), f(a, ) = \%, A= _\/LE ostré lokdlni maximum, b) (a, b) = (1 —

\h

3

=+

L — _ — \/5—1 ’ ’ , . 1

7 1— \/) f(a, b) 2(v/2 — 1), A o ostré lokalni maximum, c) (a, b) = (2, )5

f(a, b) = )\ = ostre lokalni minimum, d) (ay, b1) = (1+ -+ 75 1+ f) f(a, b) = V241,
A=3 ostre lokalm maximum, (az, by) = (1 - 5, 1~ \%)’ f(a, b) V2 -1, A = —1 ostré

2 2

loka,lm minimum, ) (a, b) = (557, #h=2), fla, b) = A=e + 5 ostré lokalni minimum,

2+q27




f) (a1, b1) = (1, 0), fla1, b1) =

1 _ 1
AT
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ostré lokdlni minimum, (ag, be) =

(07 1)> f(a27 b2) =

= q%, A= q% ostré lokalni maximum, (as, b3) = (—1, 0), f(as, b3) = #, A= 1% ostré lokalni

minimum, (ay, by) =

= (17 1)7 f(ala bl)

ostré lokalni minimum,

lokalnim maximem: xr = 0, y =

_ 41 _ _1 1

xr = i\[y 0,z=35,A= j:%[
(2,

maximum, (ag, by) = (2, —1), ca =

(0, =1), f(aq, by) = q%, A= q% ostré lokalni maximum,
= 2, A\ = 2 ostré lokalni minimum, (ay, by) =
h) (a, b) =
Hledame stacionarni body funkce ¢(x
+1, 2z =
33. a) (aq, bl) =

f(ag, ba) = 3 ostré lokalni minimum, b) (aq, by) =

g) (a1, by) =
(—1, —1), f((lz, bg) == 2, A=2
(2, %), fa, b) = 2, X = 1 ostré¢ lokalni maximum.  31.
= \/x? —|— y? )\ 222 +y*—1), nejvyssi bod je vadzanym
LA= i , nejnizsi bod je vazanym lokalnim minimem:
(=2, 1), c1 = f(aq, by) = —3 ostré lokalni
(07 %)v

¢1 = f(ay, by) = —2 ostré lokdlni maximum, (as, b2) = (0, 0), c2 = f(az, by) = 4 ostré lokalni
minimum.
9.3.4
1. (Matice jsou uvedeny postupné v poradi a) az f).)
,y27z2 . Ty - + 1 Tz -
(x2+y2+22)2 (x24+y2+22)2 (x2+y2+22)2
Ty —x4—2 Yz
(a24y2+22)2 (a24y2+22)2 (a2+y2+22) ’
—r e " &inz
3 3
(22422 @] (@)
y2422—222 —3zy —3xz 9
)] (22+y2+22)3 (22+y2+22) 3
—3xy 224222y —3yz + 25
(a2 4y2+22)3 (@+y2422)3 (a2 4y2422)3
31z —3yz +22 22 4y%—222 + 2y
(a2 +y2+22) (a2 4y2+22) 8 (a2 +y2+22) 8
2y> —2zy 2
v (22 2) 3 (z2+4%)3 :
T 1 z —2zy 272 22 —yz
_yQ_z P _:ny ) (w2+y2)% (m2+y2)% (y2+22)% (22+22)% )
@ _y 1 —yz y
Y22 xz2 Ty 2z (y2+z2)% (y2+22)% + 2x
2 2%y — 2 4ryz 2212
yz? +cosx  2xyz Y2z Y Ty Y Y
22y 2 —3yz 2
222 22y — L 2xyz |, dayz prw] + 22z —(y2+22)2% —:2:6‘ Y
2 2 2 —3yz 2 y“—2z
2xyz 2y yx 2xy Y + 2x%y P
2.a) f(r,y,2) = =22 +y?+ 22 +ay+sinz+C, b) f(x,y,z):\/ﬁ—%zjtyz +C,
d) f(x,y,Z)22\/w2+y2+\/y2+22+m +C, o) f(z,y,2) =

\/ﬁer y?z +arctgr + C,
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vektorova pole v ulohéch ¢) a e) nejsou konzervativni.

3. a) Integralni kiivky y = kx,  # 0, k € R je libovolna konstanta, kmenova funkce f(z,y) =
= In+/22 + y2, vrstevnice 22 + y? = ¢ jsou kruznice se stiedem v poc¢atku, b) integralni
krivky y = x + k, £ € R je libovolna konstanta, jsou ptimky rovnobézné s osou prvniho a
tfetiho kvadrantu, kmenova funkce f(x,y) = arctg(z + y), vrstevnice arctg(z + y) = C jsou
pifmky rovnobé&Zné s osou druhého a ¢tvrtého kvadrantu y = —z,  c¢) integralni kiivky y? +
+ %1’2 = k, k € R je libovolna kladnéd konstanta, jsou soustfedné elipsy s poloosami v/2k,

T

vk, kmenové funkce flzy) = %, vrstevnice 72 =C,tj.y= .:1: , C' > 0, jsou c¢asti parabol
v prvnim kvadrantu, d) integralni kiivky y? — 2% = k, k € R je libovolna konstanta,
jsou hyperboly, jejichz asymptotami jsou osy kvadrantt, kmenova funkce f(z,y) = arctg(zy),
vrstevnice arctg(zry) = C jsou hyperboly, jejichz asymptotami jsou pro C' # 0 osy x a ¥y, pro

C' =0 jsou vrstevnicemi osy z a y. 4.a) =27, b)1, «¢)1, d) 3, e)3, f)64r’

9.4.4

= oF,  OF,\ = OF, _ OF, d(oF, oF F, OF,
2.0) rot = (145 — 52) &, + (5 - sz)m( o — ) div F = LG 150 ¢
FO, b)rot F = o (G (Fosind) = 22) 642 (5% - 2(F,)) &t (200Fy) — %5) @,
leﬁ - %B(TBTFT) + rs1n19819(F19S1n19) rsmﬂal?% 3. ﬁf - h1 gi_’“ + h1 gg_‘” + La_j:;_»w’
3 nl — 1 a(hvthu) a(huthv) B(huhqu) = _
div /' = huhvhw< u o T e T 6w )7 rot I = hvhw[ (hwFu) = 5 (hoF)] +

€y el o) Ew 0 0
+ huhw [% (huFu) T du (th )} huho [Bu (h Fv) T~ ov (thw)]a
92
5= i [ () + 2 (Med) + £ (2] 4w -sf wo-

= (u +255) 60— 30 — 35fwr ©) Q =450 + (V' = Z5) & d)Q:“ 7+ g +
+U282+U_—/U§v
10.1.5

5.

d [ gy 9@Y e ons oo [ K 4
E(L) = d<ﬁ‘+y) — A Kbty )= [ s

a) Pro g(z) = vz je y(z) = 2Kz — K2+ C, x > K?, C = konst.

b) Pro g(x) = x je + = Kcosh %, r? > K? C = konst., nebo ekvivalentné
x T\ 2

s (G
K K

y(x) =Kln +C.
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6' a’) E(ZC, y7 jju Z/) = ﬁEL(l', y7 %)7

B

Jiz, 4] :/;'L»L <x " %) dt, 2(0)=a, 2(8)=b.

(&7

d) Postupnymi tpravami vyjde

- 9L d (oL 0L d y (0L [oL d [OL .
()= S () (Y - | S =

+(L) Ox dt(@x') T ow dt[ i(@y’)] y{@y dx(@y’ﬂ yE(L),

oL d [.10L oL d (0L
R e (St IS e R (it B (YT Y
Yoy Tt (xwy,) x{ay dx (31/)] +EL)

Soustava rovnic E,(L) = 0, E,(L) = 0 je ekvivalentni rovnici E(L) = 0 a zaroveii rovnici

e B (L) +yE,(L) = 0.

10.2.3

2. L = tmi? + miglcos o+ iml?p? + mglcos o, Ey(L) = — & (mi+mpleosp) =0, Ey(L) =

= —mglsin ¢ — mli cos o —ml?@ = 0, p, = mi +mpl cos p = konst., p, = mil cos  +ml?p.
©

3.

a)
1

o1 o 1 1
Lt,z, X, 2, X) = me'2 + 5MX2 — 5k;(gg —0)? — 5K(X —x — L)? +mgr + MgX,

E, (L) =mg—k(z—0)+K(X—z—L)—mi =0, Ex(L)=Mg—K(X—-2—L)—MX =0.

b) Uloha je regularni.

p=mi, P=MX,
2

P 1 1
+——+k(z -0+ KX —2 - L)*> — mgr — MgX,

p2
H(t X P)=— -
(t, z, X, p, P) om 2 2 2

. . p
p=—k(z—O+K(X-z—-L)+mg, P=-K(X—-ao—L)+Mg, i=2, X =+
m
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5.

Hamiltonova funkce nezavisi explicitné na case, proto se podél trajektorie soustavy zacho-
véava jeji celkovd mechanickd energie (soucet kinetické energie, potencidlni pruzné energie
a potencidlni gravita¢ni energie). Zadna ze zobecnénych soufadnic x, X neni cyklicka,
zobecnéné hybnosti se proto nezachovavaji.

L(z,y,9) = \/332 + y2\/1 + 12, problém je regularni, nebot

2L P

8y’2 - (1 +y/2)3/2

gy 2L 4 (0L _yylty® d (yvaeR byt
Oy dz \0y')  Ja2tyr dz\ J1+y? )

Technické apravy dokoncete a uvidite, ze fesit Eulerovu-Lagrangeovu rovnici neni schiidné.

#0, pro z,y#0,

Reseni je vsak snadné, pouzijeme-li hamiltonovské formulace tlohy:

_OL _yverty? n__ P

= — = — —_,
p oy’ \/ry,z Yy 224 y2 — p?
H(z,y,p) =—L+py =—va?+y*—p”

Hamiltonovy rovnice a jejich feseni:

y/:a_H: p p/:—a—H: y
op /22 4 12 _pz’ oy /22 4 12 _pz’
1d 2,2
' —yy' = 146" —y) =0 = p?®—y? = konst.
2 dx

(Fyzikové ihned védi, Ze toto je rovnice fazové trajektorie ¢astice popsané zobecnénou
soufadnici y, ma-li  vyznam casu.)

1 o 1 ) ..
L= §(m1 +mo) 33+ §m2€§¢§+m2€1€2¢1¢2 cos (1 — p2)+ (m1+msa) gty cos 1 +magls cos pa,

B, (L) = —malilaprpasin (o1 — p2) — (my + ma) gl sin oy —
d ) .
_E ((ml + mg)éfgol + m2£1€2g02 COS (gOl — (,02)) = O,
Esoz(L) = mal1lr12 sin (901 - <P2) — Mygls sin gy —

d . .
~% (mal3ps + malilady cos (p1 — w2)) = 0.
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10.3.3

1. p(2) = R\/% + g, konstanty C' a ¢q jsou dany podminkou, Ze oblouk prochézi zadanymi
body A a B. 2.ty = 30\/§, kde sy je hodnota parametru urcena soutradnicemi bodu

B =(d, h).
3.
a) Ozna¢me t' = dt/dz. Pak
L(t, z, &) — Lz, t, ') = aéz) —Ux)t', E= —% = konst. =
a(x) ne _ (@)
— 2002 +U(x)=F = (1) = SE— U@

b) Vztah pro periodu mé tvar

TN

¢) Pro matematické kyvadlo je z(t) = p(t), a(e) = mf? (pozor, vzhledem k volb& tthlové
vychylky ¢ jako zobecnéné souradnice musime vzit za a(p) moment setrvac¢nosti kyvadla
vzhledem k bodu zavésu, nikoli hmotnost kyvadla), U(p) = —mglcosp (je-li hladina
nulové potencialni tihové energie zvolena na trovni bodu zavésu), E = —mgl cos ¢, kde
o je amplituda thlové vychylky. Pro periodu plati

©0
l l
T=2 / dp, pro malé vychylky 7T = 2m4/—.
2g(cos p — cos po) g

—0

Pouzité upravy:

COS (p — COS o = |substituce ¢ = pgcosu| = .

/\/7@

2 2

5.a) m = &, a(t) = 2cos5t, y(t) = VZsingt, T+ % =1, 0(V2,1) = (-5, 3). D)
L=5%+9?) —a(@*+y?), B, =202 —5i=0,E,=—2ay— %j=0, c)Ey=3mv’+

+U (w y) = 6 (ze zadanych pocatecnich podmmek), hledané funkce je ¢ = (o).

\/7\/E0 df—/ \/EO—Q\/1+QS0'2dQ:> \/EO—Q

=K

kde K je konstanta. VSechny mselne hodnoty jsou v jednotkach soustavy SI.




