Prvni zkouskovy priklad — JNT matice resp.

operatoru
Je zadana matice
11 -1 0
01 00
B = 00 10
10 01

Urcete jeji vlastni hodnoty, vlastni vektory, Jordantiv normaélni
tvar Jg a vSechny matice T, realizujici podobnostni transformaci

TBT ! = Jg.

Pomoci maticové kalkulacky zkontrolujte vysledek pro jednu kon-
krétni volbu matice T a export prilozte k pisemce.

Reseni:
Vypocteme determinant chrakteristické matice (napf. Laplaceo-
vym rozvojem podle posledniho sloupce):

1-x 1 -1 0
0 1-Xx 0 0
det(B— \E) = 0 0 1-x o =(1- M4

1 0 0 1-A

Zobrazeni f ma jednu ¢tyfnasobnou vlastni hodnotu A = 1. V
tuto chvili vidime, Ze pfipustné (navzajem nepodobné) Jordanovy
matice jsou néasledujici (kombinatoricka tloha, jesté se mohou lisit
poradim blokt, ale dvé Jordanovy matice lisici se pouze poradim
blokt uz jsou si podobné, tedy moznych tiid podobnosti je v nasem
ptipadé jen pét):

1100 1100 1100
0110 0100 0110
0011 0011 0010 |
0 001 0 001 0 001
1000 1000
0100 0100
0011} 0010
0001 0 001

Pti¢emz posledni (¢tyfblokovou) mizeme hned vylouéit (identita by
totiz byla v kazdé bazi reprezentovana stejnou matici E, coz neod-
povidé zadani).



Nyni je tfeba urcit vlastni vektory, prislusné této vlastni hodnoté,
jejichz rovnice maji tvar:

(z,y,z,w)-B=X-(2,y,z,w).

Matici této homogenni soustavy je matice (B—\E)? = (B—E)T
a budeme ji upravovat na schodovity tvar:

0001 0001
. 1000 1000
BB = | 1000 0000

0000 0000

Matice soustavy ma hodnost 2, jeji feSeni bude tedy obsaho-
vat 4 — 2 volné neznamé (parametry). Podprostor vlastnich vektort
je dvourozmérny (dva linearné nezavislé vlastni vektory odpovidaji
tomu, ze Jordanova matice bude mit dva bloky):

R=1L,={0,t5,0)|tsecC}.

V tuto chvili tedy vime, Ze ze vSech Jordanovych matic, které
pripadaly v tivahu pro ¢tyfnasobnou A = 1 zbyvaji pouze nasledu-
jici (dvoublokové) moznosti (mezi nimi v tuto chvili jesté neumime
rozhodnout):

0
1
1 , nebo
0

_— o O O

100
1 00
011
0 01

SO O
OO ==
o OO =

Dimenze podprostoru vlastnich vektoru diml, je
rovna poc¢tu bloku prislusnych této A v Jordanové
matici!

(Kdybychom méli situaci s tfemi nezavislymi vlastnimi vektory, byla
by matice t¥iblokova, tj. pfedposledni z nasi ptivodni nabidky péti
matic nebo naopak pro situaci s pouze jednim nezavislym vlastnim
vektorem zase jednoblokova, tj. prvni z nasi ptivodni nabidky péti
matic.)

Vlastnich vektori neni dostatek na vytvofeni béaze, zobrazeni
nemad diagonalni reprezentaci, je tfeba resit nehomogenni soustavu
pro dalsi vektor v ,fetizku® (z/,y/, 2/, w’'):

(@ y, 2 w') - B =X (2, ¢, 2", w") +(0,¢,s,0).

Matice soustavy je opét (B—AE)T, ale doplnéné o pravou stranu
(0,t,s,0):



00010 000 1] 0
100 0]t 100 0| ¢
100 0]s ~ 000 0|s+t¢
00000 0000| 0

Pozor: klicovy moment, kdy se rozhoduje o tom, jak bude vypa-
dat Jordantv normaéalni tvar. Tato nehomogenni soustava ma feseni
pouze za predpokladu

t+s=0

Pouze pro tuto volbu existuje ,Fetizkovy“ vektor (z/,y, 2/, w’). Je
tedy jasné, ze Jordanova matice bude mit jeden blok fadu tii a
jeden blok fadu jedna. Tedy definitivné vime, ze

1100
0110
JB = 0010
0001

Reseni nehomogenni soustavy je
R ={(tT,5,0)|t=—sT,S € C}.

Nyni ndm chybi jiz jen posledni ,Fetizkovy“ vektor (z”,y", 2", w"),
ktery je fesenim nehomogenni soustavy:

(:L‘”,y”, Z//7w//) . B — A A (x//7y//’ Z//,w”) + (t,T, S, 0) .

000 1|¢ 000 1] ¢
1000|T 1000 T
-100 0|8 ~ 0000|T+S5 |
00000 000 0| 0

soustava ma feseni pouze pro 7'+ S = 0,

R” :{(T7U7U7t) |t:_S7T: —S,U,UG C}

Nyni zbyva poskladat vypocitané vektory do matice prechodu T
(prvni fadek odpovida vektoru R”, druhy vektoru R’, tfeti vlastnimu
vektoru s volbou ¢ = —s a posledni vlastnimu vektoru s volbou
nezavislou, tj. t + s # 0):

T u v ot
t T =T 0

T - 0 t _t 0 T7u7v7t7c7dec7t#07c#_d'
0 c d 0



Radky, matice pfechodu, do nichz umistujeme sou-
fadnice vlastnich vektortu odpovidaji vidy posled-
nim Ffadkum jednotlivych Jordanovych blokii!

Vlastni vektor se totiz zobrazi na sviij nasobek, tj. na diagonale je
prislusna vlastni hodnota a jinak nuly, coz je pravé posledni fadek v
kazdém Jordanové bloku. V tomto konkrétnim pripadé tedy treti a
¢tvrty. Pri stanoveni podminek nesmime zapomenout, ze vlastni vek-
tory pouzité do nové baze musi byt zvoleny nezavislé, tj. aby matice
T byla regularni, dale nesmime zapomenout na dodrzeni ptipadnych
omezujicich podminek na fesitelnost soustavy pro retizkové vektory.
Pro pochopeni celého postupu si stac¢i uvédomit, jak se chova nase
nova baze (uy, us, usz, uy), kdyz je v ni operator reprezentovan nasi
Jordanovou matici (vektoru uz a uy jsou vlastni, jednicku schvalné
vyznacujeme, protoze je to vlastni hodnota):

p(uy) Tu; +uay,
e(ug) = 1luy + ug,
p(uz) = lus,
(uy) 1uy.

Pro kazdou z nasich matic T" pak plati, Ze
T -B-T!=1Jg,

kde Jg je Jordanova matice uvedena vyse. Pro néjakou konkrétni
volbu, napt. ¢ = 0,d = 1,t = 1,7 = 0,u = 0,v = 0 pak ziskdme
matici prechodu pro kontrolu maticovou kalkulackou

00 01
10 00
T = 01 -10
00 10

Kontrola z maticové kalkulacky je ve zvlastnim souboru s nazvem
”kalkulacka-jnt1.pdf”.

Priklad 2:
Vyzkousejte si sami cely postup znovu pro jinou matici

11 -1 0
01 00
c = 00 10
10 01



Komentai: Pri feSeni postupujte analogicky. Opét mame stej-
nou, ¢tyfnasobnou vlastni hodnotu A = 1. Dokonce bude stejny i
podprostor generovany vlastnimi vektory L,. Rozdil bude v tom,
Ze pii FeSeni prvni nehomogenni soustavy (té pro fetizkovy vektor
(«',y/, 2/, w")) nenarazite na zddnou omezujici podminku pro para-
metry ¢ a s. Soustava bude mit FeSeni pro obé (libovolné) nezavislé
volby vlastniho vektoru (tj. parametr ¢ a s). Z toho je jasné, Ze
Jordanova matice ma dva dvojnisobné bloky. Zadny dalsi (dvou-
¢arkovany) fetizkovy vektor jiz hledat nebudeme. Srovnejme chovani
nové baze (uy, uz, us, uy) podle této Jordanovy matice s predchozim
ptikladem (tentokrat jsou us a ug vlastni vektory):

o(u) = lug +uy,
p(uz) = luy,
p(uz) = lug+uy,
p(uy) = luy.
Vysledek:
1100
0100
Je=10 01 1
0001
T
S
T = v—1u u4v 5
- U Vo
0O w v O

T,S,u,v,t,s,UV € C,(ts)#k- (u,v).
A pro vSechny nase matice T opét plati

Jo=TCT .

Matici prechodu pro maticovou kalkulacku dostaneme naptiklad
pro konkrétni volbu: u =v=1,U=V=T=5=0,t=—-1,s = 1:

1 0 00
0 -1 10
T= 0 0 01
0 1 10

Export je opét ve zvlastnim souboru s nazvem ” kalkulacka-jnt2.pdf”.




Dodatek pro sprty — Jak nalézt podobnostni
transformaci pomoci uprav polynomickych
matic?

Vime, ze Jordantv normalni tvar libovolné ¢iselné matice A lze urcit
také tim zplisobem, Ze nalezneme kanonicky tvar jeji charakteris-
tické (tj. polynomickké) matice A — A\E, ten miZeme najit pomoci
ekvivalentnich tprav polynomickych matic (fadkovych a sloupco-
vych) nebo pomoci invariantnich faktora uréenych z déliteltt minort
i-tého fadu (i = 1,2,...n).

Na tomto misté jesté ukazeme postup, jak nalézt podobnostni
transformaci TAT~! = B mezi libovolnymi dvéma podobnjymi ma-
ticemi pomoci uprav polynomickych matic. Tento postup je velmi
pracny, proto zvolime matice pouze fadu dva. Vy si samoziejmé
tento postup miizete vyzkouset i na predchozich prikladech.

Priklad: Jsou zadany matice

11 2 0
=(i1)s - (10)

které jsou podobné jiz na prvni pohled (proc¢? :-)). Naleznéte néjakou
jejich podobnostni trasformaci.

A. Pomoci uprav polynomickych matic

Nejprve vezmeme piislusné charakteristické matice A — AE resp.

B — \FE a ty budeme upravovat na kanonicky tvar K4 = Kp (kano-

nicky tvar maji stejny, nebot jsou ekvivalentni - to plyne z podob-

nosti puvodnich matic A, B). S jednotkovou matici vlevo délame

tytéz upravy radkové, jako s charakteristickou, s jednotkovou matici

vpravo délame tytéz sloupcové tpravy jako s matici charakteristic-
1—A 1

kou.
1 1 0
0 1 1—-X1]0 1 )/°
)

Pfi¢tenim (A — 1)- ndsobku druhého faddku k prvnimu radku:

(1 —1+)\‘ 0 1—-(1-=X)?2 11 0)
0 1)

0 111 1—A
Pfi¢tenim (A — 1)-ndsobku prvniho sloupce ke druhému sloupci:

I —14+X]10 22=X2 |1 -1+
0 111 010 1)’

A— \E:
0
1




Vyménou fadkt a nasobenim spodniho fadku ¢islem -1:

0 111 01 A—1
-1 1-=X[0 X=2X |0 1)
2—-X 0

10 10
01 1 =20 1)

pri¢tenim A-nasobku prvniho sloupce ke druhému sloupci:
2—-X 22-X |1 A )

10
01 1 010 1

pfi¢tenim (A — 2)-ndsobku druhého fadku k prvnimu fasku:

(1 )\—2‘0 2N -2 |1 A)

0o 1]1 010 1

vyménou rfadki a nasobenim druhého sloupce cislem -1:

0 171 011 =\
1 A=2[0 X=2\ |0 -1 /°

Tim jsme ziskali unimodularni matice

o= (05 3 ) = (5 1),

v = (345 ) = (5 ).

pro které (provérite)
Ka=Us(A—AE)Wy, Kp=Us(B—\E)Vp.
Odtud
(B—=AE) =Ug'Us(A = AE)Va4V5' =U-(A— \E) -V,

resp.

kde

U:UBlUA:<_(1) 34?), vszvBlz<(1) _2“:1).

Nyni spo¢teme hodnoty maticovych polynomu Ry = U (B) resp.
R2 == VR(B )Z

ne(§8)en (8 2)+ (42)- (4 2)



(00 9 0 -2 11y (-1 1
R”‘(oo>ig+<o 0>B+'<01>_< 0-4>'
Zjevné Ry = Ry ' a tyto matice realizuji jednu z moznjch podob-

nostnich transformaci (provéite)

B:RlARQ

Srovnejte s geometrickym postupem:

B. Pomoci fetizku rovnic

Nejprve urc¢ime vlastni hodnoty:
det(A — AE) =det(B — AE) = \* =2\, A\ =0, A\ =2

Urcéime baze, ve které jsou matice A a B v Jordanové normalnim
tvaru J4 = Jp. U naSich matic je Jordaniiv tvar zjevné diagonalni,
nebot vlastni hodnoty jsou rizné. Nemusime tedy Fesit fetizky rov-
nic, protoze baze je tvorena pfimoﬁvlastnimi vekEory, které snadno
urc¢ime C_i)q = (1, —1), C_i/\g = (1, ].), b)\l = (1, —2), b)\2 = (1,0)

Matice prechodti od ptivodni baze k témto novym bazim ozna-

¢ime
1 -1 1 -2
ne(i ) =00 3)
Plati
Ja=Ty-A- Ty, Jp=Tg-B-Tz',
odkud

B = (Tz'Ty)-A-(T;'Tg)=T-B-T!

amatice T = T5'T) realizuje jednu z moznych podobnostnich trans-
formaci (provéite):

(11 L (1 =1
re(on) (o)

Kontrola z maticové kalkulacky opét priloZzena ve zlvastnim sou-
boru ”kalkulacka-jnt3.pdf”.



