Druhy zkouskovy priklad — spektralni
reprezentace samoadjungované matice resp.
operatoru

Je zadana samoadjungovana matice

01 00
10 00
A= 00 0 1
00 -1 0

Urcete jeji vlastni hodnoty, vlastni vektory, naleznéte unitarni
matici T realizujici podobnostni transformaci

TAT™ ' = TAT™ = D,,

kde D4 je diagonalni matice. Urcete spektralni reprezentaci zadané
matice A:
A=MP +...+ NP,

kde P; jsou matice ortogonalni projekce na L,,. Pomoci tohoto roz-
kladu vypoctéte obecnou mocninu matice A:

A" = N'Pi 4 ...+ A"P,.

Reseni
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Zjistili jsme, ze dostaneme dva dvojrozmérné ortogonalni podpro-
story vlastnich vektoru L; a Lo, matice A bude vyjadfena pomoci
odpovidajicich projekci jako A = A\ P, + AoP, = —P; + P,. Vy-
pocteme vlastni vektory. Ozna¢me jejich neznamé slozky (f) =
(B B% B3 B*). Plati

(B)(A = NE) = (0),
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(B) = (8" ' B ip°) = Ly = H(\j§ 7 0, 0), (0, 0, 7 \;i)H _

Vektory, které jsme prostiednictvim vybéru volnych nezndmych zvo-

lili jako generatory podprostort vlastnich vektorti, tvoii v prostoru

U, ortonormalni bazi (uy, ug, us, us). Matice pfechodu od baze (ey, es, e3, €4)
k bazi (u1, ug, us, uy) je

1 1
im0
0o 0 &= —=
T=| . 4. Y3
sow 00
I

Oveite, ze plati TAT ! = TATT* = Dy, kde D4 je diagonalni ma-
tice s diagonalou diag D4 = (—1, —1, 1, 1). (Pofadi vlastnich hod-
not na diagonale odpovida poradi, ve kterém jsme prislusné vlastni
vektory naskladali do fadki matice T'.

Nyni vypocteme matice projekce:
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Protoze spektralni reprezentace je v tomto piipadé dana pouze dvéma
projekcemi, mtizeme je urcit dokonce i bez vypoctu vlastnich vek-
tord. Plati totiz soucasné

A:)\1P1+)\2P2, P1+P2:E

a vyfeSenim této maticové soustavy:

A—X\FE A—-\FE
poazel p AZME
)\1 — )\2 )\2 - )\1
V souladu s pfedchozim vysledkem

1 1
Pi=3(E-A), P= (E+A)

Nakonec vypocteme
A" = NP+ AoP, = (—1)"P + 1" Py
a tedy pro sudé n = 2k resp. pro liché n = 2k + 1 méame
A% = F resp. A*Tl = A

Drulezité kontroly prubéhu vypoctu:
1. Vlastni hodnoty musi vyjit realné.
2. P1i Gaussové eliminaci u hledani kazdého z L; se musi vynulovat
tolik radkt, jaka byla nasobnost kofene \;
3. VSechny generatory L; jsou kolmé ke vSem generatorim L; pro
i # Aj.
4. Pfed vytvofenim matice C; nezapomerite generatory L; orogona-
lizovat a normovat.
5. Vsechny matice P; musi vyjit samoadjungované a spliiovat P? =
P,
6. Zkontrolujte pred odevzdanim, ze P, + P, + ...+ P, = F.
7. Zkontrolujte pred odevzdanim, ze AP + o P+ ...+ A\ P, = A.



