Neékolik fesenych prikladi do Matematiky 1 (Limity)

Ozna¢me R* = RU {400, —0co} a definujme

| + co| = 400,
T + 00 = 00, 00 + 00 = 400,
T — 00 = —00, — 00— 00 = —00Q,
+ oo x>0, — 00 x>0,
x'(—i—oo):{_oo <0 x'(_oo):{—i-oo z <0
1
Too
kde z € R je redlné ¢islo. Nedefinovany zustaly vyrazy
+o0 z
o0 —o00, 0-(xo0), T’ O

Déle definujme okoli
Oc(z) =(z —e,x +¢),
Op(400) = (h, 00),

a ryzi okoli
P(x)=(z—¢x)U(z,z+¢€),
Py (+00) = (h,00),
Pp(—00) = (—OO, h)
kdexeR,agOaheR.
Definice Rekneme, ze funkce f ma v bodé zg € R* limitu @ € R*, lim f(x) = a, pokud ke
kazdému okoli O(a) bodu a existuje ryzi okoli P(xg) bodu xy takové, Zzﬂpj"(()) v8echna © € P(x¢)

plati f(z) € O(a).

Véta 1. Necht lim f(z) =a, lim g(z) = b. Pak plati

T—x0 T—xo

lim (f(z) £ g(x)) = a+b,

T—T0

Jim f(z)g(x) = ab,

Véta 2. Nechf lim f(z) = yo, lim g(y) = a a necht existuje ryzi okoli P(z¢) bodu g
takové, ze pro x € P(xg) je f(x) # yo. Pak je lim g(f(z)) = a.
T—XT0

Véta 3. Necht lim f(z) = 0 a funkce g(z) je omezend na néjakém ryzim okoli P(zo) bodu
T—xT0

xo (to znamend, ze existuje kladné ¢islo M takové, ze pro vechna = € P(xg) je f(z) < M). Pak
lim f(z)g(z) =0.
x—xT(



1 — cos2x

Piiklad 1. Vypoctéte limitu limo 5
xr—

T

. 1 —cos2z . 2sin’z . sinx . sinx
lim ——— = lim =2 lim lim =2.
x—0 2 z—0 2 z—0 X z—0 X

1

kde jsme uzili vztahu sin? z = 5= 2 cos 2z, déle druhého vztahu z véty 1, a toho, ze hrrb sinz _
iy ., . arctanz .. e PR .
Priklad 2. Vypoctéte hrr%) —— . Pfi vypoctu této limity uzijeme druhé véty. Oznaéme
r— €T
f(z) = arctan z, g(y) = J_.
tany
Pak plati
lim f(z) = lim arctanx = 0 = yp,
z—0 z—0
y lin%) cos T
lim = lim = =1
Y—Yo g(y) y—0 tany lim sSin x
y—0 T

Déle pro z € Pz (0) = (—%,0) U (0, 5) plati arctan z # 0, existuje tedy ryzi okolf bodu 0 takové,
ze g(x) # yo pro vsechna z z tohoto ryztho okoli. Pfedpoklady véty 2 jsou splnény a pro limitu
slozené funkce g o f dostdvdme

arctan arctan

lim g(f(z)) = lim = lim =1,

z—0 z—0 tan(arctanz) 2—0 x

kde jsme uzili toho, Ze tan(arctanz) = x.

z® + 3
Priklad 3. Vypoctéte lim

52 1" U piikladu tohoto typu postupujeme tak, Ze citatel i
oo 21

jmenovatel podélime nejvyssi mocninnou z, ktera se vyskytuje ve jmenovateli, v nasem piipadé
tedy 2.

3 . 3
% + 3z i Th_)ngo x—&-; 00
lim ——— = lim T — -~
z—o0 222 —1  az—oo 1 . 1 2
2——=  lim (2- =
x T—00 x

3
Priklad 4. Vypoctéte lim f; Postupujeme stejné jako u predchoziho ptikladu, nejvyssi

a—o0 /13 — 1

. . .. s 3
mocninnou ve jmenovateli je nyni Va3 = x.

3 . 3
1 14—
=7=

lim ———— = lim
T— 00 1/ — T—00 3 X 3 1
1-— lim {/1— -
Tr—00 x

Piiklad 5. Vypoctéte lim (va2 —x — 22 + 3x). Jednd se o vyraz typu oo — oo, ktery
Tr— 00

upravime dle nésledujiciho vzorce

i (a-vB(a+vh) _ a-b
va- Vb= Va+Vb C Va+Vb




kde a = 22 — x a b = z? + 3z. Dostdvame tedy

2? —x — (2% + 3x2)

lim \/x2—x—\/:1:2—|—3x: lim

T—00 z—00 \/22 — z + /22 + 3z
—4 —4
=1m1¢2 32 — = lim - = =-2,
¢ —x+ Ve + 3w \/1_+\/1+
x x

pficemz v predposlednim kroku jsme podélili ¢itatel i jmenovatel vyrazem z.
sinz
Piiklad 6. Vypoctéte lim ——. Vyuzijeme tieti véty. Oznaéme
Tr— 00 €T
1 .
fa)= glw) = sina.

Plati

g(z) =sinz <1 pro véechna z € R (funkce g je tedy omezend na R)

Podle véty 3 tedy dostavame
lim f(z)g(xz) = 0.

r—00

Véta 4. (L’Hospitalovo pravidlo) Necht f, g jsou funkce a zp € R*. Necht plati bud lim f(z) =
r—Xo
| . | It
lim g(x) = 0 nebo lim [g(z)| = oo. Existuje-li lim =
P Py s=wo g' ()
f(z)

11m
a—z0 g(x)

= a, kde a € R*, pak plati

Priklad 7. Vypoctéte lir&_ . Nejdiive upravime limitu nésledujicim zpusobem
xr—

li 1
lim z* = lim (eln:c):c — lim exlnx _ C‘T_l’m zlnzx
r—0+ x—0+ r—0+
Bude nés tedy zajimat limita vyrazu zlnz. Jednd se o vyraz typu 0 - (—oo) ( li%1+33 =0
xr—
lir(r)l+ Inz = —o0). Postupujeme tak, Ze vyraz z zapiSeme jako 4, a pak uzijeme L’Hospitalova
xr— =
xT
pravidla.
1
Inx -
lim zlnz = lim —— = lim % = lim —z = 0.
z—0+ z—0+ l z—0+ _i z—0+
x x?
Vyslednd limita pak je
. z lim zlnz 0
lim z% = e*—0+ =e =1

r—0+



1
Piiklad 8. Vypoctéte lin}) (cot T — ) Jednd se o vyraz typu oo — oc.
xr— €T

. 1 . cos T 1 . xcosx —sinz . cosx —xsinx —cosT

lim {cotx — — ] = lim - —— | =lim ———————— = lim -

z—0 T z—0 \ sinx x z—0 rsinx z—0 sinz + x cosx
—xsinx . —sinx —xcosx

lim ——— im -
z—0 SN + X CoST z—0 COSX + COSXT — T SINT

Vyraz jsme nejdiive pievedli na spole¢ného jmenovatele a pak jsme dvakrat uzili L’Hospitalova
pravidla.
Piiklad 9. Vypoctéte lim z(v1+ 22 — x).
Tr— 00

222
e Axae
VA — V1422 . 2v/1 + 22 Tz
z2 z2 B
oz =1+ x22) ) x . 1 1
= hm = JiIm — = hm - = —
T —00 _2,/1_’_(52 —00 2‘/1_’_1-2 z—>002 1 i1 2
LC2



