Neékolik fesenych piikladi do Matematiky 1 (VySetfovani priubéhu funkce)

Zadani:
Vysetiete prubéh funkce
x—1
f(@) = we3T+2),

urcete:
o defini¢ni obor, kde je funkce kladna a zaporna
o prvni derivaci, obor jeji existence, stacionarni body, kde je funkce rostouci a klesajici
o druhou derivaci, obor jeji existence, kde je funkce konvexni a konkavni
o lokélni extrémy, inflexni body, pruseciky s osami, zda je funkce sud4 ¢i licha
o asymptoty (bez smérnice, se smérnici), ostatni potfebné limity
o nacrtnéte graf

Reseni: Nejdifve vysetiime definiéni obor funkce. Jedinnou podminkou omezujici definiéni
obor zadané funkce je to, aby ve jmenovateli zlomku nebyla nula, tj. 42 # 0, defini¢nim oborem
tedy je

D(f) =R\ {-2}.

Déle vysetiime, kdy je funkce kladnd a zdpornd, vyuzijeme toho, Ze funkce muze ménit znaménko
pouze v nulovych bodech a v bodech nespojitosti. V nasem piipadé se jednd o bod x = 0, coz je

nulovy bod, a 0 bod z = —2, kde neni funkce definovdna, a proto zde nemuze byt spojita.
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Vidime, ze funkce protind osu x v bodé [0, 0], ktery je zaroven jejim prusec¢ikem s osou y (protoze
osa y je umisténa v bodé z = 0).
V dalsim kroku vypocéteme prvni derivaci
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Tato funkce je definovdna pro vSechna x+2 # 0, obor existence prvni derivace ziskdme jako prunik
mnoziny, na které je tato funkce definovéna (tj. R\ {—2}), s definiénim oborem nederivované
funkce (protoze kde neni funkce definovdna, nemuze existovat ani jeji derivace), tj.

D(f") =R\ {-2}.

Nyni vySetiime znaménko derivace, body ve kterych muze f’ ménit znaménko jsou nulové body

r=—-1,z=—4 abod x = —2, ve kterém neni funkce definovédna.
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Znaménko prvni derivace vypovidé o tom, zda funkce v daném bodé roste (kldand 1. derivace) ¢i
klesd (zdpornd 1. derivace). Body ve kterych je prvni derivace nulova, to jest z = —4 a x = —1,
nazyvame stacionarnimi body.



A dale potfebujeme jesté druhou derivaci
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Tato funkce je definovana pro v8echna x + 2 # 0, obor existence druhé derivace uréime stejnym
zpusobem jako v piipadé prvni derivace, to jest jako prunik mmnoziny, na které je tato funkce
definovana, s defini¢nim oborem prvni derivace, tj.

D(f") =R\ {-2}.
Opét vySetiime znaménko, body ve kterych muze f” ménit znaménko je nulovy bod x = f% a
bod z = —2, ve kterém neni funkce definovédna.
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Znaménko druhé derivace vypovidd o tom, zda je funkce v daném bodé konvexni (kldand 2.
derivace) ¢i konkdvni (zdpornd 2. derivace).

Nyni vysetiime lokalni extrémy. Lokalni extrémy mohou byt pouze v bodech, kde je prvni
derivace funkce nulova (staciondrni body), nebo v bodech, kde prvni derivace neexistuje. V
naSem piipadé jsou jedinnymi kandidaty na lokalni extrém stacionarni body, tj x = —4 a = =
—1. Vidime, ze funkce na levé strané bodu —4 roste (1. derivace je kladnd), a na pravé strané
bodu —4 klesa (1. derivace je zdpornd), v bodé x = —4 tedy funkce nabyvé lokdlniho maxima
f(—4) = —4¢e%/% (to je vidét také z toho, ze druhd derivace je v bodé 2 = —4 zdpornd). Podobné
je funkce na levé strané bodu —1 klesajici, a na pravé strané bodu —1 rostouci, v bodé z = —1
tedy funkce nabyva lokalnfho minima f(—1) = —e~2/3 (to je vidét také z toho, ze druhd derivace
je v bodé z = —1 kladnd).

Nyni se podivame na inflexni body. V nasem piipadé nam bude stacit jednoduché kritérium,
které iika, ze existuje-li v néjakém bodé a jeho okoli druhd derivace, pak ma funkce v tomto
bodé inflexni bod pravé tehdy, kdyz druhd derivace méni v tomto bodé znaménko. Vidime, ze
druhé derivace méni v bodé x = f% znaménko, funkce tedy ma v bodé x = 7% inflexni bod,
f(=8) = Bem

Déle se podivame, zda je funkce suda ¢i lichd, tj. musime se podivat zda ndhodou neplati
f(=z) = f(x) (sudd funkce) nebo f(—x) = —f(z) (lichd funkce).
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funkce tedy neni ani sudd ani licha.

Zbyva urcit asymptoty a ostatni potfebné limity, tj. je treba spocist limity pro viechny body
nespojitosti (v nasem piipadé pro x = —2) a pokusit se najit asymptoty pro x — +oo. Limity
pro x — —2 zprava a zleva jsou
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pficemz jsme vyuzili toho, ze
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Je-li alespon jedna limita (zprava nebo zleva) v néjakém bodé xg nevlastni, pak nazyvame piimku

x = xz¢ asymptotou (bez smérnice) funkce f. Zbyva najit asymptoty (se smérnici) pro z — o0,

coz jsou piimky y = ax + b, pro které plati lim [f(z) — (az + )] = 0. Pro z — oo dostdvame
r—00

z—1 r—1
a= lim @: lim e3(z+2) — ’HC’C3($+2) %7
Tr—00 T Tr—00
1 r—1
T
—_— 3(z+2) _ 2
b= lim (f(z) —azx) = lim z 3@ +2) _ b | = pim & <
r—0o0 r—0o0 Tr—00 l
T
z—1
-1
3(x+2) _1 L )
e — 1
— lim —— @2 iy 3@+ 2) gy 796 = —e3,
S22

pri¢emz pii vypoc¢tu parametru b jsme uzili L’Hospitalova pravidla. Asymptotou pro z — oo je
tedy pifmka y = €3 (x — 1). Stejny vypocet provedeme i pro x — —oo
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asymptotou pro x — —oo je tedy piimka y = es (x—1).

Nyni jiz nezbyva nic jiného, nez nacrtnout graf. Postupujeme tak, ze zakreslime vSechny
zajimavé body, to jest ty kde protina funkce osy = a y, kde ma staciondarni body, body nespo-
jitosti, body ve kterych prechazi z konvexni na konkavni a také zakreslime vSechny asymptoty.
Pies tyto body pak nakreslime funkci tak, aby byla v pfislusnych intervalech kladnd/zaporn4,
rostouci/klesajici a konvexni/konkdvni podle toho, jak jsme to uréili ze znamének funkce a jejich
derivaci.
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A takhle néjak by to mélo vypadat.



