Neékolik feSenych piikladti do Matematiky 1 (Vektory)

V tomto textu je spocteno nékolik ukdzkovych prikladu, které vam (snad) pomohou pfi feseni
prikladi do cviceni. V textu se objevi i par detaild, které jsem nestihl (na které jsem zapomnél)
v cviceni.

Vektorovy prostor

Vektorovy prostor V nad télesem R je mnozina V', pro jejiz prvky je definovano nasobeni skalarem
(redlnym ¢islem)

at €V, acR,7eV,
a scitani

U+veEV, u, v e V.
Prvky vektorového prostoru nazyvdme vektory. Nasobeni vektoru skaldrem a s¢itani vektorua mé
navic tyto vlastnosti

(@ + V) + 0 =i + (U + @)
T+ T=T+1U
a(t + ¥) = at + av,
(a+ D)4 = atl + b,
14 = 4,

Pitkladem vektorového prostoru (nad R) jsou vSechny n-tice redlnych ¢isel (up,us, ..., u,),
Uy, Uz, - - -, Uy € R, pro které definujeme ndsobeni skaldrem a s¢itdni vektoru jako
ati = a(uy, us, ..., u,) = (aui, aus, ..., auy,),
U+ 0= (up,ug, ..., Uy) + (V1,02,...,0,) = (U1 + V1, U2 + V2, ..., Up + Vy).

Tento vektorovy prostor budeme oznacovat jako R"™.
Pozndmka: Vektoru tvaru
a1ty + astis + ... + Gy,

kde ay,as,...,a, € R, Uy, Us, ..., U, €V ikidme linedrni kombinace vektoru wy, s, . .., Um-

Baze a dimenze vektorového prostoru, linearni nezavislost

Uvazujme vektorovy prostor V a v ném systém n vektori i, us,...,u,. O tomto systému
fekneme, ze je linedrné nezavisly, pokud pro rovnici

a1y + agtls + -+ - + api, =0, (1)



s nezndmymi ai, as,...,a, € R existuje jediné feSeni a; = 0,a2 = 0,...,a, = 0. Pokud neni
systém vektoru linedrné nezavisly, tak fikame, ze je linedrné zavisly.

Predpokldadejme, ze systém vektoru iy, is, . . . , U, je linedrné zavisly. To znamen4, ze existuje
Feseni rovnice (1), takové, ze alespon jedno z ¢isel ay, aq, ..., a, je nenulové. Predpoklddejme, ze
je timto nenulovym ¢islem napiiklad a,, a rovnici upravme do tvaru

a . as an—1

Up = —Up + —Ug+ -+ Up—1. (2)
n an n

Vektor i, tedy lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich vektoru.

Této vlastnosti muzeme uzit k tomu, abychom linearni nezavislost vektort definovali i jinym
zpusobem. Linedrni nezdvislost sytému vektoru muzeme definovat také pomoci pozadavku, ze
zadny z vektoru tohoto systému nelze vyjadiit jako linedrni kombinaci ostatnich vektoru tohoto
systému (s vyjimkou piipadu, kdy mame puze jeden vektor, v tomto piipadé je systém linedrné
nezavisly pokud je vektor nenulovy).

Linearné nezavisly systém vektoru €1, €és, ..., €, z vektorového prostoru V, pro ktery plati
to, ze priddme-li k nému libovolny dalsi vektor 4@ € V tak dostaneme linedrné zavisly systém,
nazyvame bazi vektorového prostoru.

Lze ukézat, ze existuje-li bdze obsahujici koneény pocet vektoru, tak i vSechny ostatni baze
obsahuji stejny pocet vektoru, a pocet téchto vektort nazyvame dimenzi vektorového prostoru.

Piiklad: Jsou dany vektory @ = (1,2),dy = (2,4),d5 = (1,-1),d4 = (0,1), urcete, zda
jsou tyto vektory linedrné nezavislé, pokud nejsou, tak z nich vyberte maximalni pocet linedrné
nezavislych vektoru.

Reseni: Aby byly vektory linedrné nezavislé, tak musi mit rovnice

a1y + agtly + aziis + agtly = 67 (3)
pro neznamé ai, as, agz, as jediné feSeni. Dosazenim za 1, is, U3, Uy dostdvame
a1(1,2) + a2(2,4) + a3(1,—1) + a4(0,1) = (a1 + 2a2 + a3, 2a; + 4as — a3 + ag) = (0,0).

Jednd se o systém 2 rovnic o 2 nezndmych, ktery muzeme piepsat pomoci matice
12 1 0 0
2 4 -1 1 0/’

kterou muzeme upravit na schodovity tvar

12 1 0 0
<0 0 -3 1 0) ' (4)
Vidime, Ze tato soustava ma nekone¢né mnoho feseni, zadany systém vektort tedy neni linedrné

nezdvisly. Vynechdme-li vsak v matici ty sloupce, které neobsahuji zédny vedouci ¢len (vedouci
¢len je prvni nenulovy ¢len v fadku schodovité matice) tj. druhy a ¢tvrty sloupec, tak dostaneme

matici
1 1 0
0 -3 0/’

kterd odpovidd soustavé rovnic majici jediné feseni. Uvédomime-li si, Ze sloupce matice (4) od-
povidaji jednotlivym vektorum v rovnici (3), tak je jasné, ze vynechén{ sloupctu matice odpovidd
vynechani patfiénych vektoru v rovnici (3). To, Ze jsme v matici vynechali druhy a ¢tvrty sloupec
tedy znamenad, Ze uvazujeme systém vektoru ve kterém jsme vynechali druhy a ¢étvrty vektor, tj.
systém i, u3. Vektory u; a i3 tedy tvori linedrné nezavislou podmnozinu vektoru w1, ts, Us, Uy.



Piiklad: Doplite vektory @y = (1,1,1),1ds = (1,—1,1) o dals{ vektor tak, aby tvofili bdzi v
R3.

Prvni zpasob feSeni: Budeme piedpoklddat, ze hledany vektor 43 mé slozky (z,y, z). Aby
byly vektory iy, i, i3 linedrné nezavislé, tak musi mit rovnice

a1ty + aglls + astis = (a1 + as + azx,a; — as + asy, a1 + az + azz) = (0,0,0),

jediné feseni. Tuto soustavu zapiSeme pomoci matice

1 1 =z 0 1 1 T 0
1 -1 y 0] ~({0 -2 y—=x 0
1 1 =z 0 0 0 z—=x 0

7 tvaru této matice vidime, Ze soustava m& feSeni pouze tehdy, plati li z # =z, coz splnime
napiiklad volbou = 1,y = 0,z = 0. Vektory u, iz tedy muzeme doplnit o vektor 43 = (1,0, 0).

Druhy zptisob feSeni: Druhou moznosti jak fesit tento ptiklad je ptidat k vektorum iy, @
vektory €1 = (1,0,0),é = (0,1,0),é5 = (0,0,1), které sami o sobé tvoif bazi v R3, a z tohoto
systému 5 vektortu vybrat 3 linedrné nezavislé vektory tak, aby dva z nich byly 7, 4s. Budeme
tedy zkoumat rovnici

aytly + agiliz + az€y + a4€s + az€3 = (a1 + az +az,a; — az + ag, a1 + az +as) = (0,0,0),
kterou zapiseme pomoci matice

1 1 1 0 0 0 1 1 1 00 0

1 -1 0 1 0 0Ol ~(0 -2 =1 1 0 | O

1 1 0 0 1 0 0 0 -1 0 1 0
Vidime, ze ¢tvrty a paty sloupec matice upravené do schodovitého tvaru neobsahuji vedouci
cleny, ¢tvrty a paty vektor tedy vynechdame, a zbydou nam vektory w1, U2, €3, které jsou linedrné
nezavislé a tvoii bazi v R3.

Vektor zapsany v bazi, pifechod mezi bazemi

Necht V je n-dimenzionalni vektorovy prostor a €1, é,. .., &, jeho baze. Piidame-li k bazi dalsi
vektor 0, tak vznikly systém €1, €s, . . ., €y, @ jiz nebude linedrné nezavisly (protoze béze je tvofena
maximédlnim poc¢tem linedrné nezavislych vektori) a podobnym zptisobem, jako jsme v rovnici
(2) vyjadrili vektor €, muzeme vyjadfit i vektor i, tj.

n
U=U1€1 + U€Ey + -+ + Up€y = E ;€.
i=1

Soubor ¢&isel uy, ug, .. ., u, pak nazyvame souradnicemi vektoru « v béazi €1, és, ..., €, a Casto je
zapisujeme jako radkovou matici
(u1 U2 ... Un) .
Uvazujme nyni jinou bézi €}, €}, ..., e, vektorového prostoru V. Prvky nové ¢arkované baze

jsou vektory vektorového prostoru V, takze je muzeme vyjadfit pomoci vektort necérkované
béze

— — — —

61 = T1161 + T1262 + ...+ Tlnen,

—

€y =Tne1 +Toxés + ... + 1€y,

—y - - -
€, = 1Ini€1 + Tn262 +...+ Tnneru



coz zapiSeme jako
n
€ = E T3j€;. (5)
j=1

Usporadame-li ¢isla T;; do matice tak, Ze v i-tém fadku a j-tém sloupci bude ¢islo T}, tj. slozka
Jj-té soutadnice vektoru €, v bazi €1, és,. .., é,, (fadky matice T jsou tedy tvofeny souradnicemi
vektoru ¢arkované bédze v necdrkované bdzi), tak budeme moci tento vztah zapsat také v mati-
covém zapisu jako

- N
€1 T11 T12 e Tln €1
— —
62 T21 T22 N T2n 2
o I : : : (6)
- o
6" Tnl Tng e Tnn €n
Matici T nazyvéame matici pFfechodu. Stejnym zpiusobem muzeme vyjadiit také bazové vektory
€1,€s,...,E, necarkované baze jako linearni kombinaci vektoru ¢arkované baze, tj.
n
— 2 : —
€; = Sijej.
=1
> =
€1 511 512 N Sln €1
> =
€9 521 522 . Sgn €9
= . s (7)
> >
€n Snl Sng N Snn €

Pticemz Fddky matice S jsou tvoreny souradnicemi vektoru necarkované béze v ¢arkované bazi.
Dosadime-li (7) do (6) tak ziskdme rovnici

& & e &
& 2 & &
=T . |=TS] . = (TS-I)| . |=0,
—»/n e, —»/n —»/n
ktera bude splnéna tehdy, kdyz T.S = I, tj. tehdy kdyz S = T—! (T = S~ = (T~1)~!), matice
T a S jsou tedy vzdjemné inverzni. Pro vyjadfeni vektoru « v bézi €1, €s, .. ., €, dostdvame
€1 é)
n é’2 é’/2
U= Zuié} = (u1 Uy ... un) | = (u1 Uy ... un) 71 :
i=1 :
En e,

pricemz v posledni rovnosti jsme uzili (7) Porovname-li tento vyraz s vyjadfenim vektoru « v
bazi €}, é,,...,¢é,

-
€1
n =
- I (o0 / / €2
U= ey = (uf wh oowy) | T,
i=1 :
S
en
tak vidime, ze souradnice vektoru @ v bézi é),é,,...,¢&, vypocteme z jeho soufadnic v bézi
€1,€s,...,€E, pomoci vztahu
/ / / —1
(u1 uh ... un):(ul Uy ... un)T (8)



Podobné pro piepocet souradnic vektoru @ v bézi €', &, . .., €, na souradnice v bdzi €1, &, ..., &,
dostavame

! ! !/
(wr wg ... un)=(uf wh ... w)T. (9)
Priklad: Uvazujte zménu baze
— — — — — — — —
61: 1+627 62: 1 — €2, 63:237

vyjédrete vektor @ = €; + 2> + 3€3 pomoci ¢arkované baze a vektor ¥ = & — &, + & pomoci
necarkované béaze.
ResSeni: Ze vztahu zaddvajicich zménu béze uréime matici prechodu T

1 1 0
T=(1 -1 0
0 0 2
K této matici vypocteme matici inverzni
11
s 5 0
[T A
T/ =15 -5 0
0 0 3

Soufadnice vektoru @ v bézi €1, €3, €3 jsou

(u1 Uo U3)=(1 2 3),

soutadnice v ¢drkované bézi €}, €,, €5 vypocteme pomoci vzorce (8)

11
R E A R
0 0 3
Vektor i tedy pomoci béze €, €h, €5 zapiseme jako
Souradnice vektoru ' v bézi €], €, €5 jsou
(vp vy v =(1 -1 1),
soutadnice v ne¢drkované bézi €1, €3, €3 vypocteme pomoci vzorce (9)
1 1 0
(v1 vz w3)=(v] vy V5 T=(1 -1 1)1 -1 0)=(0 2 2).
0 0 2

Pozndmka: Vztah mezi bézi €1, €3, €3 a bézi €], e}, & jsme zapsali pomoci matice T' jako

- o -
& 1 1 0 € € =¢€1+e2
€/2 =11 -1 0 €2 -~ (;é:gl—gg
> > I
é, 0o 0o 2/ \& & = 26,



coz jsou vztahy uvedené v zadani. Matici T—! pak uzijeme k tomu abychom dostali feseni této
soustavy rovnic pro vektory €1, €s, €3

. 1 1
L G=30+5%

El ? §1 0 _.,1 — 1—4 1—4
€9 = 3 -3 (1) 2 <~ €y = 561 — 562.
> P
€3 0 0 5 3 1_’

€3 = €3

2

Vektor 4 vyjadreny v bdzi €, éh, &5 tedy ziskdme tim, ze vektory €1, és, €3 vyjadiime pomoct
béze €, &y, &%, tj.
1 1

Lo . R 1 1 1 1 3
u=e+2e;+ 3e3 = <2é¥1+2€2)+2(2€12é’2>+3<2643) 2561*5642+§€§-

A to je pfesné to, co je skryto v nepékné vypadajicim vzorci (8).

Skalarni soucin

Uvazujme vektorovy prostor V' nad R. Skaldrni soucin je zobrazeni - : V' x V' — R, které dvéma
vektorum u, ¥ z vektorového prostoru V prifadi redlné ¢islo u9. Pro skalarni soucin plati

(alﬁl +02’L_L'2)_’ a1ﬁ117+ a2ﬁ2177

a2172) = a111'171 + agﬁﬁg,

(a0 +
Ui = uv, Ui > 0, @i = 0 pravée tehdy, kdyz @ = 0. (10)
Pro vektory u, v vyjadiené v bazi €1, €s,...,€e,, tj.

n n
U= g U;€j, U= E V€5,
i=1 i
dostavame

= (00 ($08) - $ e, w
i=1 Jj=1

i=1 j=1

pfi¢emz pii tpravach jsme uzili prvni dvé pravidla z (10). Uvazujme bézi, pro kterou plati

1 =l
&2, = =) (12)
0 i FJ

Takovou bézi nazyvdme ortonormdlni bézi, a vyraz (11) pro skaldrni soucin se zjednodusi na

n
Uv = E U;V; = ULV + UV + -+ - + Up Uy,
i=1

Poznamka: V R™ budeme uvazovat skaldrni sou¢in

(w1, ug, .., Up) - (V1,02, ..., Up) = U0 + UV + * - Up U



Pozndmka: Definujeme-li velikost vektoru u jako
@) = Vi,
pak dostaneme pro skaldrni souc¢in vyjadieni
uv = |l |v] cos ¢,
kde ¢ je uhel mezi vektory @ a v. O vektorech @ a v tedy fekneme, Ze jsou na sebe kolmé pokud
uv = 0.

Pozndamka: Méme-li nenulovy vektor 4 jenz neméd jednotkovou velikost, muzeme ho normovat,
coz znamena, ze vytvorime novy vektor
=/ 1 — 1
u = —u=

= U
il Vaa

ktery je ndsobkem puvodniho vektoru a plati pro néj |@] = 1.

—

Uvazujme ortonormadlni bazi €, s, . .., €,. Budeme-li ddle uvazovat dalsi ortonormalni bazi
€y, €y, ...,¢, ke které prejdeme z béze €, €s, ..., €, pomoci matice prechodu T, pak dostdvédme
podminku

n n n l n
Iij = &¢) = <Z m@) (Z :ma) =Y TuTpéres =TTy = (TTT)s,
k=1 1=1 k=1k=1 k=1

kde I znaéf jednotkovou matici a kde jsme uzili (5) a (12). Dostdvame tedy podminku 777 =T a
to znamend, ze plati 7= = TT. Zménu ortonormaln{ baze na jinou ortonormaln{ bézi, tj. zménu
béze zadanou matici pro kterou plati TTT = I (TT = T~!) nazyvdme ortonormdlni zménou
béze.

Piiklad: Je zaddna zména ortonormalni baze

1 1
— - -
& = ——=& + —=é,

1. 1.
—=€1 + —=¢€3,
V2 V2 V2 V2
ovéTte, ze baze €], €} je rovnéz ortonormélni a zapiste vektor @ = €1 + 2¢é3 pomoci této baze.
Reseni: Ze zadané zmény baze urc¢ime matici pfechodu

1 1
V2 V2

Aby byla touto matici pfechodu zaddna zména ortonormélni béze, musi byt vyraz TTT roven

jednotkové matici, tj.
1 1 1 1 1 0
T — <_¢§1 @) <v1§ 1&) _ (0 1) 1
V2 V2 V2 V2

Matice T tedy zadavéa ortonormdlni zménu baze. Inverzni matice k matici T' je rovna matici

transponované
1 1
T =TT = 7).
V2 V2

Ze souradnic vektoru i v béazi €7, €5

é‘Vl:

—~
—
\]

~

(1 ) =



vypocteme podle vzorce (8) jeho soufadnice v bazi €], &,

1 ,
(h w)=(m w)T'=( (¥ 2)=(% %)
o)
Vektor @ tedy pomoci béze €, &}, vyjadiime jako
3, 1
U= —=e; + —=¢€.
\/5 1 5 2
Priklad: Jsou dany vektory
ﬁl = (17 170)a 'JQ == (17 —1, 1)

Vektory normujte a dopliite je o dalsi vektor u3 tak, aby vektory w7, Uz, i3 tvorili ortonormalni
bézi v R3.
ResSeni: Primym vypoctem zjistime, ze pro vektory w1, us plati
Uyt = 2, Uyts = 0, Uty = 3,
tj. ze jsou na sebe kolmé a jejich velikost je v/2 a v/3. Tyto vektory potfebujeme doplnit o dalsf
vektor w3 tak, aby platilo

Utz =0 Ugtis = 0 usus = 1. (13)
Budeme predpokladat, ze vektor 43 mé tvar
iz = (x,y, 2),

kde z,y, z jsou zatim neur¢ené nezndmé. Dosadime-1i tento vyraz do podminek (13), tak ziskdme
soustavu rovnic

tus =z +y =0,

otz =x—y+2z=0,

stz = 2% + 9% 4+ 22 = 1.
7 prvni rovnice dostavame y = —z. Odtud dosadime za y do druhé rovnice, ¢imz dostaneme

z = —2x. Do tfet{ rovnice dosadime za y a z, ¢fm#z dostaneme 22 + (—z)? + (—21)? = 622 = 1,
tj. z = ﬁ:%. Resenim jsou tedy vektory

N N G v ]
Uz = \1,Y,2) = I~ R A~ R o B
P NV
Dostavame tedy dvé moznosti jak zvolit vektor u3. Zbyva normovat vektory w7y, is, tj.
1 1 1 1
'L_L'I :Tﬁ = — 1,1,0 == <,,0>,
TRt T\
i 1 1 1 1 1
ué:Tu2:7(17171): <7373>

Trojice vektoru

_,, (1 10> q, (1 1 1) 7 = ( ) <i1:F1:|:2>
Uy = =T = ) Uy = T ey T ey = us = \r,y,z) = Tyt T Sy T £
T\ Ve 2T\V3 VBB Py V6 Ve VG
tedy tvoif ortonormalni bazi v R3. (Jiny postup, ktery muizeme uzit nalezeni vektoru kolmého k

vektorum @ a ¥ je vypocist vektor jejich vektorovy soucin, tj. @ x ¢ a ten poté normovat.)



