
Delta funkce

V jedné dimenzi

Ozna£ení δ-funkce, a£koli se b¥ºn¥ uºívá, m·ºe být pon¥kud matoucí, nebo´ se nejedná o funkci a její
korektní zavedení vyºaduje teorii distribucí (coº zde nebudu provád¥t). Pro v¥t²inu ú£el· si vysta£íme s
p°edstavou funkce, která je nulová ve v²ech bodech krom¥ bodu x = 0, kde nabývá nekone£né hodnoty
a vytvá°í zde nekone£né úzký a nekone£n¥ vysoký vrchol takový, ºe plocha pod tímto vrcholem je rovna
jedné. M·ºeme tedy psát

δ(x) =

{
∞ x = 0

0 x 6= 0
,

∫ ∞
−∞

δ(x)dx = 1.

Odsud je vid¥t, ºe se ve skute£nosti nejedná o funkci, nebo´ integrál z funkcí li²ících se pouze v jednom
bod¥ je stejný, a jelikoº se δ-funkce li²í od funkce f(x) = 0 jen v jednom bod¥, výsledek integrálu by m¥la
být nula.

Nejd·leºit¥j²í vlastnost kterou budeme pot°ebovat je, ºe máme-li spojitou funkci f(x) a bod a ∈ R,
pak ∫ ∞

−∞
δ(x− a)f(x)dx = f(a).

Pokud bychom neintegrovali p°es celé R ale pouze p°es n¥jaký interval, pak bychom dostali nenulový
výsledek pouze tehdy, kdyº by bod a náleºel tomuto intervalu.

Následující v¥ta popisuje chování δ-funkce p°i zám¥n¥ prom¥nných

V¥ta 1. Nech´ g(x) je spojitá funkce, která nabývá nulové hodnoty pouze v izolovaných bodech. Mnoºinu

t¥chto bod· ozna£me Z = {x ∈ R; g(x) = 0}. Navíc budeme p°edpokládat, ºe funkce g(x) má v t¥chto

bodech nenulovou derivaci. Pak platí

δ (g(x)) =
∑
z∈Z

δ(x− z)
|g′(z)|

.

P°íklad: Pokud g(x) = ax, kde a 6= 0 pak jediným ko°enem g(x) je bod x = 0, derivace v tomto bod¥ je

g′(0) = a, platí tedy δ(ax) =
δ(x)

|a|
.

P°íklad: Pokud g(x) = x2+x−2 = (x−1)(x+2), pak ko°eny g(x) jsou body x1 = −2 a x2 = 1, derivace

v t¥chto bodech jsou g′(−2) = −3, g′(1) = 3, platí tedy δ(x2 + x− 2) =
δ(x+ 2)

3
+
δ(x− 1)

3
.

Ve více dimenzích

Delta funkci v n-dimenzích de�nujeme jako

δn(~x) = δ(x1)δ(x2) · · · δ(xn),

p°i£emº ~x zna£í n-dimenzionální vektor.
Pro spojitou funkci f(~x) a bod ~a ∈ Rn platí∫

Rn

δn(~x− ~a)f(~x)dnx = f(~a).

Zám¥na prom¥nných v mnohadimenzionální delta-funkci je podobná jako v p°ípad¥ jedné dimenze,
jediným rozdílem je, ºe místo derivace funkce musíme uºít Jakobián.

V¥ta 2. Nech´ g : Rn → Rn je spojitá funkce, která nabývá nulové hodnoty pouze v izolovaných bodech.

Mnoºinu t¥chto bod· ozna£me Z = {~x ∈ Rn; g(~x) = ~0}. Navíc budeme p°edpokládat, ºe funkce g má v

t¥chto bodech nenulový Jakobián. Pak platí

δn (g(~x)) =
∑
~z∈Z

δn(~x− ~z)
|J(~z)|

,

kde J(~z) je hodnota jakobiánu g v bod¥ ~z.
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