Piiklady z Elektrodynamiky a teorie relativity (F4090)

1. Levi-Civitiv symbol €;;, a Kroneckerovo 6;- jsou definovany jako

+1 (ijk) je suda permutace (123) ) )
.. . 1=
€ijp = €9F ={ —1 (ijk) je licha permutace (123) , 8 = {0 ) #j, ,
i
0 v ostatnich piipadech J
kde ¢« = 1,2, 3. Ukazte, ze plati
€Tk emp = (571'71(5% - (5;53',” eijkemjk = 26:,1, eijkeijk = 0.

2. Pomoci prepisu v indexech a Levi-Civitova symbolu dokazte vektorové identity

(b x &) = (@ x b)e, @ x (bx & = b(ac) — &ab),
(@ x b)(@ x d) = (@) (bd) — (@d)(be), divgrad = A,
rot grad = 0, divrot = 0,
rot rot = grad div —A, rot(fv) = grad f x U+ frotd.
3. Uvazujte vektorové pole
— (xay>0) — (—y,:v,O) — 2
U:x2+y27 U:W7 W= (y°, 2xy,0).

Urcete rotaci téchto poli, vypoctéte kiivkovy integral z téchto vektorovych poli po uzavienych
kiivkach:

a Kruznice jednotkového poloméru se stfedem v pocatku lezici v roviné x — y.
b Kiivka tvofena tisekami propojujicimi body (1,1,0) — (-1,1,0) — (-1,-1,0) — (1,-1,0) —
(1,1,0).
4. Ovéite Gaussovu vétu pro vektorové pole 7 = (ax, by, cz), kde a, b, ¢ jsou konstanty a kouli
J;2+y2+22 < RZ

5. S uzitim Fourierovy transformace urcete Greenovu funkci Laplaceova operétoru, to jest
funkci spliujici AG(F,7) = 63(Z — 7). Piedpokladejte, ze Greenova funkce je symetrickd vaci
posunu soufadnic, muZzeme tedy predpokladat, 7e G(Z,y) = G(Z — ). Fourierovu a transformaci
Greenovy funkce a J-funkci zapiSseme jako

3 L o . 3 7o
G(f) :/((217_:;362sz(1€)7 G(/{J) :/deefzka(f)7 53(f) :‘/((217:;:36”696

o .
sinx
/ dz = 7.
o T

Mozné se vam bude hodit integral




6. Pomoci Greenovy véty ukaZte
/ Alnrd*r = 2r,
K
kde r = y/x2 + y? a K je kruh se stfedem v pocatku.

7. Pomoci Diracovy J-distribuce vyjadrete prostorové rozlozeni naboje p(¥) v zadanych soutrad-
nicich.

a Naboj @ rovnomérné rozlozeny po povrchu koule poloméru R ve sférickych souiadnicich.
b Naboj @ rovnomérné rozlozeny po povrchu koule poloméru R v kartézskych soufadnicich.

¢ Naboj rovnomérné rozlozeny po povrchu nekonecné dlouhého valce poloméru R ve vélco-
vych soutradnicich, ndboj na jednotkovou délku valce je .

d Naboj rovnomérné rozlozeny po povrchu nekone¢né dlouhého vélce poloméru R v kartéz-
skych soufadnicich, naboj na jednotkovou délku valce je .

e Naboj @ rovnomérné rozlozeny po povrchu kruhového disku poloméru R ve valcovych
soufadnicich.

f Naboj @ rovnomérné rozlozeny po povrchu kruhového disku poloméru R ve sférickych
soufadnicich.

Poznamka: Heavisidova skokova funkce je definovina pfedpisem

0 x <0
H@) =9, 23>0

8. Zjistéte, zda je mozno vytvorit elektrostatické pole konstantniho sméru, jehoz velikost se
méni kolmo na FE.

9. Urcete rozlozeni elektrické intenzity a potencial tvoreny:
a Nekonec¢né dlouhym dratem homogenné nabitym délkovou hustotou naboje .
b Nekonec¢né velké rovné desky homogenné nabité plosnou hustotou naboje o.
Vysledek urcete pomoci
i Gaussovy véty.

ii Pomoci vzorce
77—7“ ) 3,./ 3.7
d d
B = /4750\7’*7"/|3 o A7) = /4weo\r—r’| "

10. Vypoctéte energii homogenné nabité koule o poloméru R, kterd ma celkovy néboj Q.

K-
A’(f):@/ j(m ) d3—*/

dw | |Z— 2|

11. 7Z vyrazu pro potencial

uréete vyraz pro magnetické pole.



12. Vypoctéte magnetické pole nekonecné dlouhého rovného vodice, kterym protéka proud I.
Urcete hodnotu pg pokud vite, Ze velikost sily mezi dvéma rovnobéznymi nekone¢né dlouhymi
vodi¢i vzdalenymi 1m, kterymi protéka proud 1A je 2- 1077 N na 1m délky.

13. Urcete kapacitu kondenzéitoru tvoreného dvéma soustiednymi koulemi. Polomér vnitini
koule je a, polomér vnéjsi koule je b.

14. Prepiste Laplaceuv operator A = 6'9—; + g—; do polarnich soufadnic x = r cos ¢, y = 7 sin ¢.

15. Legenderova diferenciilni rovnice mé tvar
(1 —2H)P(z)" —22P(z) +1(1+1)P(z) =0

A Dosadte do rovnice rozvoj

Pl(m) = i anl‘n7

n=0
a urCete rekurzivni vztah pro koeficienty a,,. Jaki je podminka, aby feSenim byl polynom,
to jest aby pocet nenulovych koeficienta byl kone¢ny?
Ukazte, Ze polynomy ziskané pro [ = 0,1, 2,3 jsou

1 3 5
Py(z)=1, P(x)==2, Py(z)= ~3 (1-32%), Py(z)=-= (33 - x3> ,
polynomy jsou normalizované tak, aby platilo

1
2
P, (z)P = 5.
/_1 ' (2) Py (x)da 2n+16mn

B Ukazte, 7ze Legenderovu diferencialni rovnici lze zapsat jako
(1 —2*)Pi(2)] =~ +1)F(z),
dale dokazte, ze plati
1
d d d d
P(z)— |(1 = 2%)—Pp(z)| — Pp(z)— [(1 — 2?)—DP, dz =0,
[ (g [0 - pa)]| - a0 - A ) e =0
kombinaci téchto vysledka ukazte, ze

1
/ P(2z)Pp,(z)dz =0 pokud [ # m.

-1
16. Dokazte identitu
T - 0 1. ==
[Ede — D xrot E] =2 (E:D; - =6,;ED),
i Oxj 2
za, predpokladu linearniho vztahu mezi Da E, tj. D =¢E.

17. Dokazte identitu

///VFX (VxM)dV://avfx (dﬁxz\})_///v(]\zxv)xfdv.



18. Uvazujte kruhovou smyc¢ku poloméru R lezici v roviné x — y, jejiz osa splyva s osou z. V
pripadé, ze smyckou protékd proud I, urcete vektorovy potencial

{(7) = Fol [
A =1 /

=l

pro velké vzdalenosti od smycky |#] > R. UrCete magneticky moment 73, pomoci néhoz lze

vysledek zapsat jako
Mo m X T

A(F) = T

19. Larmorova formule
a2

6mepcd

udéava vykon vyzéaieny nerelativistickym bodovym nabojem ¢ pohybujicim se se zrychlenim a.
Urcete jak dlouho by podle tohoto vzorce trvalo elektron v jadru vodiku, aby spadl na jadro.
Odvodte diferencidlni pro zavislost poloméru drahy elektronu na case. Za pocatecni polomér
zvolte Bohriiv polomér ag = 5.3 - 107! m, naboj elektronu je ¢ = 1.6 - 107! C, hmotnost
elektronu m = 9.1-1073! m, ¢y = 8.9-107!2 F/m.

20. Uvazujte model dielektrika, kde jsou elektrony vazany harmonickymi silami, pohybovou
rovnici jednoho elektronu tedy mizeme zapsat jako

m (f—i— ’yf—kw%i") = qE.

Pro pripad, kdy je tento systém buzen vnéjsim elektrickym polem E = Ege'! (E, je konstanta)
vyfeste pohybovou rovnici. Uréete indukovany dipélovy moment P za piedpokladu, Ze jednotkovy
objem obsahuje N elektronti. Z dipolového momentu urcete dielektrickou konstantu e.

21. Ukazte, ze elektromagnetické potencialy ¢, A 1ze zvolit tak, aby spliovali Lorentzovu kalib-
raéni podminku

10

c ot
To znamené, 7Ze kdyz budeme mit zadané libovolné potencialy ¢, ff, které nemusi spliiovat tuto
podminku, pak miZeme najit funkci f takovou, Ze kalibra¢ni transformace

¢+ divA=0.

§=p— o H = At grad ,

vede k potencialim ¢, A’, které tuto podminku splituji.
Zjistéte zda jsou potencialy urCeny touto kalibra¢ni podminkou jednozna¢né (existuji kalib-
racni transformace zachovavajici kalibra¢ni podminku?).



22. Regeni D’Alambertovy rovnice

82
(128t2 - A) F(E1) = g(@1),

f(Z,t) = /dt’///d3x’G(|a‘s’—f’|,t—t’),

kde G je Greenova funkce, kterou 1ze zvolit tak, aby zavisela pouze na t —t' a |Z— Z’| (invariance
vadi posunu v ¢ase a posunu a rotacim v prostoru). Tato Greenova funkce musi splitovat rovnici

Of(z,t)

miizeme najit jako

OG(|Z|,t) = 63(2)6(2).
Najdéte tuto funkci.

A Provedte Fourierovu transformaci pies ¢as
1 o0 ~ . ~ o0 .
G(|:E’\,t):—/ dwG(|], w)e—", G(|a?|,w):/ A7), £)e™,
2w — 00 —00

pricemz delta-funkci lze zapsat jako

1 [ .
i) = %/ dwe™ ™",

B Najdste feseni pro G a odtud také pro G pro piipad, kdy # #* 0. Laplaceiv operétor ve
sférickych soufadnicich 1ze zapsat jako

1 92 1 o . o} 1 H?
= sin 0 —

A—*i - _—
ror2 + r2sin @ 00 00 * r2sin® § 02

C Zapiste jak vypada feseni D’Alambertovy rovnice, které feSeni je vhodné pro feSeni Ma-
xwellovych rovnic? Jak bude vypadat piipad, kdy prava strana nezavisi na Case? ZapiSte
vysledné feseni.

23. Uvazujte §ifeni vlny ¢(Z, t) popsanou D’Alambertovou rovnici (napf. sifeni zablesku svétla).

A Jak se bude ifit vlna, pokud jako pravou stranu zvolime 6%(Z)d(t) (zéblesk v poitku v
Case t = 0).

B Jak se bude sifit vlna, pokud jako pravou stranu zvolime §(x)d(y)d(t) (zablesk podél osy z
v Case t = 0).



24. Poincarého transformace je zadand pomoci ¢tyivektoru a a matice L spliiujici podminku

1 0 0 0
o ~lo -1 0 o0
0 0 0 -1

Skladani Poincarého transformaci je dano pfedpisem
(a',L')-(a,L) = (L'a+d,L'L).
Ukazte, Ze mnozina P vSech Poincarého transformaci tvoii grupu, tj.
A Slozenim dvou Poincarého transformaci je opét Poincarého transformace.

B Existuje jednotkovy prvek e takovy, ze pro vSechny Poincarého transformace p € P plati
pre=p=c-p.

C Ke kazdému prvku p € P existuje inverzni prvek p—! takovy, ze p-p~! = e.

D Operace skladani transformaci je asociativni, tj. pro v8echny p,p’,p” € P plati (p-p’)-p” =

p-(p' - p").

25. V systému S je méfena délka pohybujiciho se méfitka délky I. K tomuto tcelu je spusténa
fada bleskovych svétel, tak, ze métitko vrha stin na fotografickou desku. UkaZte, Ze pozorovatel
pohybujici se spolu s mé¥itkem vysvétluje Lorentzovu kontrakci tak, ze bleskova svétla nejsou z
jeho pohledu spusténa soucasné.

26. Clovek bezici rychlosti ?c, ktery pred sebou nese zebiik o délce 2.1 m, vbéhne do mistnosti
délky 1 m a zavie za sebou dvere.

A Pro¢ je to mozné?

B Jak vypada tato situace z hlediska ¢lovéka nesouciho zebiik a z hlediska pozorovatele spo-
jeného s mistnosti?

C Nakreslete Casoprostorové diagramy (jeden pro soustavu spojenou s ¢lovékem nesoucim
zebiik a jeden pro soustavu spojenou s mistnosti).

D Co se stane potom?

27. Zapiste, jak vypada Lorentzova transformace pro p¥ipad, kdy se soustava (¢',Z’) pohybuje
vUd soustavé (¢, Z) rychlosti ¢ v libovolném sméru.



—

dx
28. Odvodte jak se transformuji slozky rychlosti ¥ = T pokud se ¢arkovana soustava (t', &)

pohybuje rychlosti (u,0,0) vici ne¢arkované soustavé (¢, Z).

29. Hustota naboje a proudu nepohybujiciho se bodového néboje velikosti ¢ je

2

p(x,y, 2,t) = q6(x)d(y)d(2), j(@,y,2,1) = 0.
Pomoci Lorentzovy transformace étyivektoru proudu j* = (cp, 5) urcete hustotu naboje a proudu
naboje pohybujiciho se rychlosti ¥ (pro jednoduchost uvazujte pohyb rychlosti v podél osy z).

30. V soustavé S uvazujte nekone¢né dlouhy (nepohybujici se) drat splyvajici s osou z, kterym
protéka proud I, v této soustavé neni drat nabity. Dale uvazujte soustavu S’, takovou, ze drat
se v ni drat pohybuje rychlosti v podél osy z.

A Pomoci Ampérova zakona a Gaussovy véty urCete magnetickou indukci B a elektrickou
intenzitu E ve vzdélenosti r = y/x2 + y2 od osy drétu.

B Zapiste matici A popisujici Lorentzovu transformaci ze soustavy S do soustavy S’ a matici
A~ popisujici Lorentzovu transformaci ze soustavy S’ do soustavy S.

C Tenzor elektromagnetického pole mé tvar

Ey Ey

e

0 —E _Zy _E
£ 0o -B, B,
E,

& B 0 -B
E B, B, 0

Urcete elektrickou intenzitu E’ a magnetickou indukei B’ tvofenou dratem v soustavé S'.

D Elektrickou intenzitu E’ v soustavé S’ lze vysvétlit tak, ze drat méa v této soustavé nenulovy
naboj. Urcete naboj dratu.

31. Pomoci vzorce

i i i
" % %%

¥ m
€ Eprem = — 6]? 571, 57
5p o, O,

odvod'te vyrazy pro
iklm iklm iklm
€ Eprim, € Epkim € €iklm-

32. Hodgetuv duél antisymetrického tenzoru p-tého fadu T je antisymetricky tenzor x71" fadu
n —p (n je dimenze prostoru) definovany predpisem
(+T) €y TP

pt1eein — 2; vin

Pro Minkowského prostor dokazte platnost relace

*x% T = (=1)P7IT.



