
Co je to tensor...

Vektorový prostor

Tato £ást je tu jen pro p°ipomenutí, pokud nevíte co je to vektorový prostor, tak £tení tohoto
textu ukon£ete na konci této v¥ty, neb zbytek textu by pro Vás nebyl ni£ím jiným, neº chaotickou
sm¥sí slov a matematických symbol·.

De�nice 1. Vektorový prostor V nad t¥lesem K (v¥t²inou R nebo C) je mnoºina V , pro jejíº
prvky je de�nováno násobení skalárem

αu ∈ V, α ∈ K,u ∈ V,

a s£ítání
u + v ∈ V, u,v ∈ V.

Prvky vektorového prostoru nazýváme vektory. Násobení vektoru skalárem a s£ítání vektor· má
navíc tyto vlastnosti

α(βu) = (αβ)u,

(u + v) + w = u + (v + w)

u + v = v + u

α(u + v) = αu + αv,

(α+ β)u = αu + βu,

1u = u,

kde α, β ∈ K,u,v,w ∈ V . Dále zde existuje nulový prvek 0, pro který platí

v + 0 = 0 + v = v,

kde v ∈ V . A ke kaºdému vektoru u ∈ V existuje vektor −u ∈ V , pro který platí

u + (−u) = 0 = (−u) + u.

P°íklad 1. P°íkladem vektorového prostoru nad reálnými £ísly m·ºe být mnoºina v²ech trojic
reálných £ísel (x, y, z) ∈ R3, p°i£emº vektory s£ítáme tak, ºe se£teme odpovídající sloºky a p°i
násobení skalárem vynásobíme kaºdou ze sloºek.

P°íklad 2. Mnoºina v²ech polynom· nejvý²e druhého stupn¥ s komplexními koe�cienty, tj.
polynom· tvaru P (x) = a0 + a1x + a2x

2, a0, a1, a2 ∈ C tvo°í vektorový prostor nad C, p°i£emº
s£ítání vektor· a násobení skalárem je s£ítání polynom· a násobení polynomu £íslem.

De�nice 2. Maximální lineárn¥ nezávislý systém vektor· z vektorového prostoru (tj. takový, ºe
kdyº p°idáme libovolný dal²í vektor, tak dostaneme lineárn¥ závislý systém) nazýváme báze.

V¥ta 1. Pokud existuje báze tvo°ená kone£ným po£tem vektor·, pak v²echny ostatní báze mají
stejný po£et vektor· a jejich po£et nazýváme dimenzí vektorového prostoru.

V¥ta 2. Nech´ V je n-dimenzionální vektorový prostor nad K a {ei}ni=1 = {e1, e2, . . . , en} jeho
báze. Kaºdý vektor lze zapsat jako lineární kombinaci vektor· báze

v =

n∑
i=1

eiv
i,

p°i£emº vi ∈ K nazýváme sloºkami vektoru v v bázi {ei}ni=1.
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V²imn¥te si, jakým zp·sobem jsme umístili indexy � dol· u bázových vektor· a nahoru u slo-
ºek vektoru. Horní indexy budeme nazývat kontravariantními a spodní indexy kovariantními. (Za
chvíli uvidíme, ºe existuje dobrý d·vod pro£ rozli²ovat indexy na kontravariantní a kovariantní.)

P°íklad 3. Za bázi vektorového prostoru z p°íkladu 1 m·ºeme zvolit vektory e1 = (1, 0, 0),
e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1).

P°íklad 4. Za bázi vektorového prostoru z p°íkladu 2 m·ºeme zvolit vektory e1(x) = 1, e2(x) =
x, e3(x) = x2.

Nech´ {e′i}ni=1 je n¥jaká jiná báze vektorového prostoru V . Protoºe e′i jsou vektory z V ,
m·ºeme kaºdý z nich zapsat jako lineární kombinaci vektor· báze {ei}ni=1, tj.

e′i =

n∑
j=1

ejΛ
j
i,

matici Λ, tvo°enou tak, ºe Λj
i je j-tá sloºka vektoru e′i v bázi {ei}ni=1, nazýváme maticí p°echodu.

Vektor v ∈ V lze zapsat jak v první tak v druhé bázi

v =

n∑
i=1

eiv
i =

n∑
i=1

e′iv
′i,

p°i£emº mezi sloºkami vektoru vi v první bázi a sloºkami vektoru v′i v druhé bázi platí následující
vztah:

V¥ta 3. Nech´ V je n-dimenzionální vektorový prostor a {ei}ni=1, {e′i}ni=1 dv¥ báze V pro které
platí

e′i =

n∑
j=1

ejΛ
j
i,

pak pro sloºky vektoru v ∈ V v t¥chto bázích platí

v′i =

n∑
j=1

(Λ−1)ijv
j ,

kde Λ−1 je matice inverzní k Λ.

Platnost tohoto tvrzení lze ov¥°it tak, ºe dosadíme za e′i a v
′i a zkontrolujeme, ºe dostaneme

stejný vektor jako v p°ípad¥ vyjád°ení pomocí ei a vi.

v =

n∑
i=1

e′iv
′i =

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

ejΛ
j
i(Λ
−1)ikv

k =

n∑
j=1

n∑
k=1

ejδ
j
kv

k =

n∑
j=1

ejv
j ,

p°i£emº jsme vyuºili toho, ºe

n∑
i=1

Λj
i(Λ
−1)ik = (ΛΛ−1)jk = (1)jk = δjk,

(δij jsou prvky jednotkové matice). Matice zapisujeme tak, ºe první index je °ádkový a druhý
sloupcový, coº má tu výhodu, ºe p°i zápisu maticového násobení v indexové form¥ postupujeme
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tak, ºe matice zapí²eme za sebe a s£ítáme p°es indexy co jsou nejblíºe u sebe � druhý index
první matice a první index druhé matice. Nap°íklad v i-tém °ádku, m-tém sloupci sou£inu matic
ABCD je

(ABCD)im =

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

Ai
jB

j
kC

k
lD

l
m.

Navíc si v²imn¥te, ºe vºdy s£ítáme p°es jeden horní (kontravariantní) a jeden spodní (kovariantní)
index. Pokud bychom si p°edstavili bázové vektory prostoru V jako °ádkový vektor a sloºky
vektoru jako sloupcový vektor, tak bychom mohli zapsat v²echny vý²e uvedené výrazy pomocí
maticového násobení.

Duální vektorový prostor

De�nice 3. Nech´ V je vektorový prostor nad K. Prostor v²ech lineárních zobrazení V → K,
který budeme zna£it V ∗, vybavený operacemi s£ítání vektor· a násobení skalárem podle p°edpisu

(η + λ)(v) = η(v) + λ(v), η,λ ∈ V ∗, v ∈ V,
(αη)(v) = α(η(v)), η ∈ V ∗, v ∈ V, α ∈ K,

tvo°í vektorový prostor, který budeme nazývat duálním vektorovým prostorem k V . Vektory z
tohoto vektorového prostoru budeme nazývat 1-formy (n¥kdy je také nazýváme kovektory).

V p°ípad¥ kone£n¥dimenzionálního vektorového prostoru má vektorový prostor a k n¥mu
duální prostor stejnou dimenzi. Máme-li navíc zadánu bázi vektorového prostoru, tak k ní m·ºeme
p°i°adit bázi duálního prostoru:

V¥ta 4. Nech´ {ei}ni=1 je báze n-dimenzionálního vektorového prostoru V . Za bázi duálního
vektorového prostoru V ∗ m·ºeme zvolit vektory (tj. lineární zobrazení z V do K) {ei}ni=1 =
{e1, e2, . . . , en} de�nované p°edpisem

ei(ej) = δij =

{
1 i = j

0 i 6= j
.

Tuto bázi nazýváme duální bází k {ei}ni=1.

Libovolnou 1-formu η ∈ V ∗ pak v této bázi zapí²eme jako

η =

n∑
i=1

ηie
i,

kde ηi jsou sloºky 1-formy v duální bázi.
S uºitím báze a duální báze lze vyjád°it sloºky vektoru v ∈ V a 1-formy η ∈ V ∗ zvlá²t¥

jednoduchým zp·sobem

η(ei) =

n∑
j=1

ηje
j(ei) =

n∑
j=1

ηjδ
j
i = ηi, ei(v) =

n∑
j=1

ei(ejv
j) =

n∑
j=1

δijv
j = vi.

P°íklad 5. Jak vypadá výraz η(v) zapsaný pomocí sloºek η a v? (Odpov¥¤:
∑n

i=1 ηiv
i)
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P°íklad 6. Uvaºujte vektorový prostor V z p°íkladu 2 a 1-formu η(v) =
∫ 1

0
x2v(x)dx, v ∈ V .

Jaké sloºky má tato forma v duální bázi k bázi zavedené v p°íkladu 4? (Odpov¥¤: (η1, η2, η3) =
( 1
3 ,

1
4 ,

1
5 ))

Zvolíme-li jinou bázi vektorového prostoru zp·sobem popsaným ve v¥t¥ 3, pak vztah mezi
novými vektory duální báze a p·vodními vektory duální báze musí být takový aby platilo

e′i(e′j) = δij ,

a vztah mezi sloºkami 1-formy musí být takový aby

η =

n∑
i=1

ηie
i =

n∑
i=1

η′ie
′i.

To nastane práv¥ kdyº:

V¥ta 5. Nech´ V je n-dimenzionální vektorový prostor a {ei}ni=1, {e′i}ni=1 dv¥ báze V pro které
platí

e′i =

n∑
j=1

ejΛ
j
i,

dále nech´ {ei}ni=1, {e′i}ni=1 jsou k nim duální báze a η ∈ V ∗ je n¥jaká 1-forma. Pak pro vektory
duální báze a pro sloºky 1-formy platí

ei =

n∑
j=1

(Λ−1)ije
j , η′i =

n∑
j=1

ηjΛ
j
i,

kde Λ−1 je matice inverzní k Λ.

Platnost této v¥ty lze ov¥°it podobným zp·sobem jako u v¥ty 3.
Prohlédnete-li si po°ádn¥ v¥ty 3 a 5, tak Vám neunikne, ºe objekty s horními (kontravariant-

ními) indexy, tj. sloºky vektoru a vektory duální báze, transformujeme p°i zm¥n¥ báze pomocí
matice Λ−1, zatím co objekty s dolními (kovariantními) indexy, tj. sloºky formy a vektory báze,
transformujeme pomocí matice Λ. To, ºe typ indexu (kontravariantní nebo kovariantní), kterým
je daný objekt vybaven ur£uje jakým zp·sobem se chová p°i zm¥n¥ báze nám umoº¬uje podívat
se na problematiku vektor· a 1-forem trochu jiným pohledem � mén¥ matematickým zato pro fy-
ziku £asto posta£ujícím (rozum¥j mén¥ teoretickým zato více praktickým). M·ºeme zapomenout
na vektorové prostory, bázi a duální prostor a dívat se na vektor a 1-formu jako na n-tici £ísel,
které indexujeme bu¤ kontravariantním (u vektoru) nebo kovariantním (u 1-formy) indexem.
Kaºdou zm¥nu báze (která £asto odpovídá zm¥n¥ vztaºné soustavy) charakterizujeme maticí
p°echodu, vektory a formy pak transformujeme zp·sobem odpovídajícím typu indexu kterým je
vybaven.

Tensorový prostor

De�nice 4. Nech´ V je vektorový prostor nad K, p-kontravariantní a q-kovariantní tensor T je
multilineární zobrazení z (V ∗)p × V q do K. Multilineární znamená, ºe toto zobrazení je lineární
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v kaºdé ze sloºek

T(αη1 + βλ1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) = αT(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) + βT(λ1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq)

...

T(η1, . . . , αηp + βλp,v1, . . . ,vq) = αT(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) + βT(η1, . . . ,λp,v1, . . . ,vq)

T(η1, . . . ,ηp, αv1 + βu1, . . . ,vq) = αT(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) + βT(η1, . . . ,ηp,u1, . . . ,vq)

...

T(η1, . . . ,ηp,v1, . . . , αvq + βuq) = αT(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) + βT(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,uq)

kde α, β ∈ K, η1, . . . ,ηp,λ1, . . . ,λp ∈ V ∗ a v1, . . . ,vq,u1, . . . ,uq ∈ V . Mnoºina v²ech tensor·
vybavená operacemi s£ítání tensor· a násobení tensoru skalárem podle p°edpisu

(T + U)(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) = T(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) + U(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq)

(αT)(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) = α
(
T(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq)

)
tvo°í vektorový prostor, který budeme zna£it τpq (V ).

P°íklad 7. Nech´ V je 3-dimenzionální Eukleidovský prostor. M·ºeme de�novat tensory g ∈
τ2(V ) a ε ∈ τ3(V )

g(u,v) = u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3,

ε(u,v,w) = det

u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

 ,

kde u,v,w ∈ V a (u1, u2, u3) atd. jsou sloºky vektor· v ortonormální bázi (za chvíli si ukáºeme,
ºe tyto de�nice nezáleºí na volb¥ ortonormální báze, pokud mají stejnou orientaci). Ov¥°te mul-
tilinearitu t¥chto zobrazení. Ukaºte, ºe platí

g(u,v) = g(v,u), ε(u,v,w) = −ε(v,u,w) = −ε(w,u,v).

P°íklad 8. Nech´ V je vektorový prostor tvo°ený polynomy nejvý²e druhého stupn¥ popsaný v
p°íkladu 2. Uvaºujte tensorT ∈ τ12 (V ) de�novaný p°edpisemT(η,u,v) = η(u′′·v), u,v ∈ V , η ∈
V ∗, tj. první polynom dvakrát zderivovaný vynásobený druhým polynomem a to celé vy£íslené
pomocí η. Ov¥°te multilinearitu tohoto zobrazení. Co dostaneme pro u(x) = x2, v(x) = x− 1 a
η(w) = w(−1) (funk£ní hodnota v −1). (Odpov¥¤: T(η,u,v) = −4)

De�nice 5. Tensorový sou£in tensoru T ∈ τpq (V ) a tensoru U ∈ τ rs (V ) je tensor T ⊗ U ∈
τp+r
q+s (V ), tj. multilineární zobrazení mající jako argumenty p+ r 1-forem a q + s vektor·. Tento
tensor je de�novaný tak, ºe první tensor T v tensorovém sou£inu vy£íslíme na prvních p 1-
formách a q vektorech, druhý tensor U v tensorovém sou£inu na zbylých r 1-formách a s vektorech
a výsledné hodnoty vynásobíme, tj.

(T⊗U)(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq,ηp+1, . . . ,ηp+r,vq+1, . . . ,vq+s) =

T(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) ·U(ηp+1, . . . ,ηp+r,vq+1, . . . ,vq+s),

kde η1, . . . ,ηp+r ∈ V ∗ a v1, . . . ,vq+s ∈ V .
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Zápis tensoru v bázi

Nech´ V je n-dimenzionální vektorový prostor a T ∈ τpq (V ) p-krát kontravariantní q-krát ko-
variantní tensor, a {ei}ni=1 n¥jaká báze V . Vektory v1, . . . ,vq ∈ V a 1-formy η1, . . . ,ηp ∈ V ∗,
m·ºeme zapsat v dané bázi jako

vI =

n∑
i=1

ei(vI)i, I = 1, . . . , q,

ηJ =

n∑
i=1

(ηJ)ie
i, J = 1, . . . , p,

kde (vI)i a (ηJ)i jsou sloºky I-tého vektoru a J-té 1-formy. Vy£íslíme-li tensor na t¥chto vektorech
a 1-formách

T(η1, . . . ,ηp,v1, . . . ,vq) =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

ip=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jq=1

T
([

(η1)i1e
i1
]
, . . . ,

[
(ηp)ipe

ip
]
,
[
ej1(v1)j1

]
, . . . ,

[
ejq (vq)jq )

])
=

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ip=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jq=1

(η1)i1 · · · (ηp)ip · (v1)j1 · · · (vq)jq ·T(ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejq ) =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ip=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jq=1

(η1)i1 · · · (ηp)ip · (v1)j1 · · · (vq)jq · T i1...ip
j1...jq

,

p°i£emº jsme vyuºili multilinearity k tomu, abychom dostali sloºky vektor· a 1-forem mimo ten-
sor, takºe tensor je vy£íslený pouze na bázových vektorech. �ísla T i1...ip

j1...jq
= T(ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejq )

(celkem np+q £ísel) zcela popisují daný tensor. Tato £ísla jsou ve skute£nosti sloºky vektoru v bázi
tensorového prostoru τpq (V ) tvo°eného vektory {ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · eip ⊗ ej1 ⊗ ej2 ⊗ · · · ejq}ni1,...,ip,j1,...,jq=1.
To znamená, ºe tensor lze zapsat ve tvaru

T =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ip=1

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jq=1

T
i1...ip
j1...jq

ei1 ⊗ · · · eip ⊗ ej1 ⊗ · · · ejq .

Je z°ejmé, ºe vektor lze ztotoºnit s 1-krát kontravariantním tensorem (V ' τ1(V )) a 1-formu
lze ztotoºnit s 1-krát kovariantním tensorem (V ∗ ' τ1(V )).

Zm¥na báze

V¥ta 6. Nech´ V je n-dimenzionální vektorový prostor a T ∈ τpq (V ) p-krát kontravariantní q-krát
kovariantní tensor, {ei}ni=1, {e′i}ni=1 dv¥ báze V pro které platí

e′i =

n∑
j=1

ejΛ
j
i.

Pak pro sloºky tensoru v t¥chto bázích platí

T
i1...ip
j1...jq

=

n∑
k1=1

· · ·
n∑

kp=1

n∑
l1=1

· · ·
n∑

lq=1

(Λ−1)i1k1
· · · (Λ−1)ipkp

· Λl1
j1 · · ·Λlq

jq · T
k1...kp

l1...lq
.
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Výrazu pro transformaci sloºek tensoru lze rozum¥t tak, ºe kaºdý index transformujeme
odd¥len¥ a to zp·sobem odpovídajícím typu daného indexu � pomocí matice Λ−1 v p°ípad¥
kontravariantního indexu a pomocí matice Λ v p°ípad¥ kovariantního indexu.

P°íklad 9. Ukaºte, ºe vyjád°ení tensor· z p°íkladu 7 je stejné pro v²echny ortonormální báze
mající stejnou orientaci, tj. pro báze mezi nimiº matice p°echodu Λ spl¬uje podmínky ΛT Λ = 1
a detΛ = 1.
�e²ení: V bázi, kterou zvolíme pro de�nici tensor·, mají tensory sloºky

gij = δij , εijk =


+1 (ijk) je sudá permutace (123)

−1 (ijk) je lichá permutace (123)

0 pokud jsou alespo¬ dva indexy stejné

Pokud zm¥níme bázi zp·sobem odpovídajícím matici p°echodu Λ tak

g′ij =

n∑
k=1

n∑
l=1

Λk
iΛ

l
jgkl =

3∑
k=1

3∑
l=1

Λk
iΛ

l
jδkl =

3∑
k=1

Λk
iΛ

k
j =

3∑
k=1

(ΛT )i
kΛk

j = (ΛT Λ)ij = δij ,

ε′ijk =

3∑
a=1

3∑
b=1

3∑
c=1

Λa
iΛ

b
jΛ

c
kεabc = detΛ · εijk = εijk.

Díky tomu, ºe tensor gij = δij a jeho inverze (g−1)ij = δij vypadají stejn¥ ve v²ech ortonormál-
ních bázích, nemusíme v p°ípad¥ Eukleidovského prostoru rozli²ovat mezi spodními a horními
indexy. Indexy m·ºeme sniºovat pomocí δij a δij . Nap°íklad v p°ípad¥ vektoru a 1-formy

vi =

3∑
j=1

vjδ
ji, vi =

3∑
j=1

δijv
j .

Kontrakce tensoru

Lineární zobrazení m : V → V reprezentujeme v bázi pomocí matice M i
j takové, ºe pro sloºky

obrazu w = m(v) ∈ V vektoru v ∈ V platí wi =
∑n

j=1M
i
jv

j . Tuto matici m·ºeme asociovat s
1-krát kontravariantním, 1-krát kovariantním tensorem

M =

n∑
i=1

n∑
j=1

M i
jei ⊗ ej ,

p°i£emº není t¥ºké ukázat, ºe takto de�novaný tensor se chová správným zp·sobem p°i zm¥n¥
báze.

Známým faktem z lineární algebry je, ºe stopa matice

trM =

n∑
i=1

M i
i

je veli£ina nezávislá na volb¥ báze. D·leºitým faktem pro nezávislost stopy na volb¥ báze je to, ºe
s£ítáme p°es jeden horní a jeden spodní index. Zobecn¥ním stopy pro p°ípad tensoru je takzvaná
kontrakce tensoru � operace p°i níº s£ítáme p°es jeden horní a jeden spodní index. Jelikoº tensor
m·ºe mít více horních a spodních index·, musíme ur£it p°es které indexy chceme s£ítat.
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De�nice 6. Nech´ V je n-dimenzionální vektorový prostor a T ∈ τpq (V ) p-krát kontravariantní

q-krát kovariantní tensor. Kontrakce (stopa) tensoru je tensor z τp−1q−1 (V ) de�novaný tak, ºe pro
jeho sloºky platí

(trrsT )
i1...ip−1

j1...jq−1
=

n∑
k=1

T
i1...k...ip−1

j1...k...jq−1
,

p°i£emº index k je na pozici r-tého kontravariantního a s-tého kovariantního indexu.

A£koliv se tato de�nice m·ºe zdáti nep°ehledná, poselství je jasné � pokud s£ítáme p°es horní
a spodní index, dostaneme výsledek nezávislý na volb¥ báze.
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